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POZNAMKA O CELOCISELNYCH POLYNOMECH,
JEJICHZ HODNOTY JSOU DELITELNE CISLEM n!

VLASTIMIL DLAB

Uvodem poznamenejme, Ze tento kratky ¢lanek byl inspirovan
ulohou, kterda mé upoutala v jednom z ceskych matematickych
casopisti:

Dokazte, Ze cislo n - (n* + 35n? + 24) je délitelné Sedesdti pro
kaZdée prirozené cislo n.

Budeme chtit popsat tvar vSech polynomt, jejichz koeficienty
jsou cela ¢isla a jejichZz hodnoty v celoc¢iselnych bodech jsou nasob-
kem c¢isla n!. Pro dané prirozené ¢islo n tedy studujeme mnozinu
vSech polynomi P(z) € Z[z| takovych, ze cislo n! je délitelem
hodnot P(z) pro vSechna z € Z.

Nejprve je dilezité si uvédomit, ze pro kazdé nezaporné celé
Cislo n existuje kanonicky polynom D, (x), ktery uvazovanou vlast-
nost ma, totiz polynom

Dy (z) = (Z) nl,

tji. Do(z) =1aDg(x)=z-(x—1)-...-(x —k+1) pro k > 1.
Tedy Do(x) =1,

D(x] = m,

Dy(z) =z - (z - 1),

Ds(z) =z (2* -3z +2),

Dy(z) =z - (z* — 62 + 112 — 6) ,

Ds(z) = z - (z* — 102> + 3522 — 50z + 24) ,

Dg(z) = z - (2° — 15z* + 8523 — 22522 + 274z — 120) ,
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Dr(z) = z- (2% — 212° + 175z* — 73523 + 162422 — 1764z + 720)
atd.

Hlavnim vysledkem tohoto ¢lanku je nasledujici tvrzeni, které
ukazuje, ze z polynoml Dk(z), k = 0,1,..., lze pomoci urcitych
linedrnich kombinaci vytvofit vSechny polynomy uvazované vlast-
nosti.

Véta. Necht P(z) je polynom n-tého stupné, jehoz hodnota
v kaZdém celociselném bodé z je nasobkem cisla n!. Potom

Plz) = Zan k41 Zn' Ap—k+1 - (k)a

kde ap—_k4+1 jsou celd cisla.

To je na prvni pohled prekvapujici vysledek. Disledkem je
posloupnost tvrzeni, z nichZ zde uvadime jen prvnich Sest. Jejich
formulace obsahujici ,trivialni“ s¢itance umoziuje naznacit vztah
k Pascalovu trojuhelniku.

Tvrzeni S1. Cislo
n-(an —2b+ a)

je délitelné céislem 2 pro vsechna celd ¢islan, a. Proa=1,b=1

n-(n—1)=2-(;).

n-[an® —3(b—a)n + 6¢c— 3b+ 2a]

dostavame vyraz

Tvrzeni S2. Cislo

je délitelné cislem 6 pro vSechna celd ¢isla n, a, b. Pro a = 1,

b =2, ¢ =1 dostavame vyraz

n-(n—l)-(n—2)=6-<g>.
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Tvrzeni S3. Cislo
n-[an® — (4b— 6a) n® + (12c — 12b + 11a) n—
—24d + 12¢ — 8b + 6q)

je délitelnée cislem 24 pro vsechna celd ¢isla n,a,b,c. Pro a = 1,

b=c=3,d=1 dostavame vyraz
n
m-n—1)-(n—2)-(n—3)=24- (4)

Tvrzeni S4. Cislo

n- [an® — (5b — 10a) n® + (20c — 30b + 35a) n*—
— (60d — 60c + 55b — 50a) n+
+120e — 60d + 40c — 30b + 24a]

je délitelné cislem 120 pro vsSechna celd ¢isla n, a ,b, ¢, d. Pro

a=1,b=4,c=06,d=4, e =1 dostadvame vyraz
n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4) =120- (Z)

Proa=1,b=2,c=3,d =2, e =1 dostavame vyraz
n- (n*+35n® + 84) = n - (n* + 35n% + 24) — 60n,

a tedy n - (n4 + 35n2 + 24) je délitelné Sedesati pro kazdé n.
Tvrzeni S5. Cislo

n - [an® — (6b — 15a) n* + (30c — 60b + 85a) n°—
— (120d — 180c + 210b — 225a) n*+
(360e — 360d + 330c — 300b + 274a) n—
—720f + 360e — 240d + 180c — 144b + 120a]
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je délitelné cislem 720 pro vSechna celd ¢isla n, a, b, ¢, d, e.

Proa=1,b=5,c=d=10,e=35, f =1 dostdvime vyraz
n-(n—1)-(n—2-)(n—3)-(n—4)-(n—-5):720-(Z).

Tvrzeni S6. Cislo

n- [an® — (7b — 21a) n® + (42c — 105b + 175a) n' -
(210d — 420c + 595b — 735a) n®+
(840e — 1260d + 1470c — 1575b + 1624a) n*—
(2520 f — 2520e + 2310d — 2100c + 1918b — 1764a) n+
+5040g — 2520 f + 1680e — 1260d + 1008¢ — 840b + 720a]

je delitelné€ cislem 5040 pro vsechna celd ¢isla n, a, b, ¢, d, e, f.

Proa=1,b=6,c=15,d=20,e=15, f =6, g =1 dostdvame
vyraz

n-(n—l)-(n—2)-(n~—3)-(n—-4)-(n—5)-(n—6)=5040-(7;).

K dokonalému porozuméni vySe uvedené Véty nam pomiize
jeji ditkkaz. Ten ndm navic dovoli nasledujici obecnéjsi formulaci.

Obecné tvrzeni. Necht P(x) je polynom n-tého stupné. Jsou-li
hodnoty P(z) délitelné cislem n! pro kazdé z = 0,1,...,n — 1,
potom jsou hodnoty P(z) délitelné cislem n! pro vsechna celd ¢isla
z2€Z a

n! - -
P(z) =) an—ki1- 71 Dilz) = Y nl an ki1 (k)

kde an—j+1 jsou celd cisla.
Dikaz. Necht

P(z) = A1z 4+ Agz™ 1 + -+ Apz + Ana
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je uvazovany polynom. Jelikoz je ¢islo P(0) délitelné éislem n!, je
koeficient A, 1 délitelny Cislem n!, a tedy

P(z) = Pi(z) £+ n! apy1 = Pi(x)z + n! agJ'rl Dy(x),

kde an4+1 € Z.
Vyjadieme P, (z) ve tvaru Py(z) = Py(z)-(x—1)+ 12, kde ry € Z
a tedy

P(z) = Py(z)-z-(z—1)+r2-z+n! “gjrl - Do ().

Jelikoz P(1) je délitelné ¢islem n!, je 7o = n! ap, kde a, € Z,
a tudiz

P(z) = Py(z) o(z — 1) + n! [C;—’;Dl(m) + “’64{1 Do(x)].

Stejnym zpusobem dostavame vztah

P(z)=Ps(z) - z-(z—1) - (x —2)+

+r3-z-(z—1)+n!- [%Dl(x) + a,(;+'1 Do(a:)] )

a protoze P(2) je délitelné &islem n!, je r3 - 2! = n!-ay,—1 pro
néjaké a1 € Z, tj.

P(z) =P(z) - z-(x—1) - (x —2)+

0

U an,
+n!. |: 2!1D2($) -+ FDl(:E) ~+

1
- Do(:c)] :
Zjistujeme tedy, Ze pro kazdé t, pro 1 <t < n, je

P(z)=FRl(z) - z-(z-1)-...- (-t +1)+

Qp— an Gn
+n!- [(t _t;—)2! Dt_l(x) sope i s F Dl(CL‘) = O-il-l Do(:l)):| .
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Exaktné to dokdZeme indukci. Pro ¢ = 1 (a také pro t = 2,3)
tvrzeni plati, jak jsme pravé zjistili. Vyjadfime P;(z) ve tvaru
Pi(z) = Piy1(x) - (x — t) + 1441, kde 1441 € Z, a tedy

P(z) = Py (z)-z-(z—-1)-...-(z—t)+7req1-z-(x—1)-. . - (x—t4+1)+

Qn— dn a
+nl. [(t"*t;;! Dy1(z) + -+ + 77 Di(z) + ’6*'” Do(z)] .

Jelikoz cislo P(t) je délitelné n!, je ryyq -t! =n!-ay_¢y1, a tedy

P(z) =Pii(z) - z-(x—1)-...- (z —t)+

e s -
+nl- [ t;“ Dy(z) + (t_‘;)z! Dy sl & 5k

an An41

Indukéni krok je dokoncen. Pro ¢t = n—1 dostavame zadany vyraz,
a obecné tvrzeni je dokazano.

Poznamka. Vratme se kratce k piivodni motivaci tohoto té-
matu, a poznamenejme, Ze v duchu predchoziho diikazu

n- (n* + 35n°% + 24) = 60D;(n) + 120D, (n)+
~t= 60D3(TL) =5 10D4(n) -+ Ds(n) = 601>, (TL) + 120k, k € Z.

Dodatek. Nase téma tzce souvisi s teorii aritmetickych po-
sloupnosti vyssich fadi. Formulujme tuto souvislost v nasledujici
véte.

Véta. Necht polynom P(x) n-tého stupné splriuje podminku,
Ze kazdy élen posloupnosti (P(0), P(1),...,P(n)) je délitelny ¢is-
lem n!. Potom posloupnost (P(t) | 0 <t), a tedy téZ posloupnost

1 ' . Y
(at == P(t)|0< t) , je aritmetickou posloupnosti n-tého radu.
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Diikaz ponechavame Ctenafi. Zajimavé jsou vztahy mezi pfi-
slusnymi diferen¢nimi posloupnostmi; ukazme je na hodnotach

Dyl
n < 7 explicitné. Uvazujme hodnoty polynomi —:Z(T—)— pro x > n.
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