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PARAMETRE VPLYVAJUCE NA OBTIAZNOST
KOMBINATORICKYCH ULOH

DASA PALENCAROVA, ANNA POLOMCAKOVA

Kombinatorika je vyznamnou castou diskrétnej matematiky.
Stretavame sa s nou v kazdodennom zivote a na Slovensku tvori
sticast uéebnych planov na zakladnych aj strednych skolach. Podla
statneho vzdelavacieho programu ISCED 2 [8] schvaleného v ro-
ku 2010 sa kombinatorika vyucuje v 6. a 7. ro¢niku zakladne;j
skoly, kombinatorické tilohy v inych tematickych celkoch nachad-
zame v ucebniciach matematiky uz skor. V 6. ro¢niku sa kombina-
torike venuje tematicky celok Kombinatorika v ulohach. Obsahom
vyucovania v tomto tematickom celku by malo byt:

e usporiadanie prvkov do radu (rézne systémy vypisovania),

e tvorenie dvoj-, troj-, Stvorcifernych ¢isel (prvkov) z daného
poctu Cislic (prvkov),

e riesenie slovnych (kontextovych) tloh s kombinatorickou mo-
tivaciou — roznymi spésobmi (priebezne),

e propedeutika Statistiky, pravdepodobnosti a kombinatoriky

(zhromazdovanie, usporiadanie a grafické znazornenie tda-
jov) [8].

Tematicky celok venovany kombinatorike v 7. ro¢niku je Kombina-
torika — riesenie uloh. Obsahom vyucovania pre tento tematicky
celok by mali byt:

e Ulohy na tvorbu skupin predmetov a ich pocte z oblasti roz-
nych hier, Sportu a z roznych oblasti Zivota (propedeutika
variacii),

e rozne sposoby vypisovania na jednoduchych tlohach (bez
podmienok, vyuzit pravidlo sictu),



PARAMETRE VPLYVAJUCE NA OBTIAZNOST ... 17

e objavovanie moznosti a zakonitosti,
e pravidlo sicinu,

e ulohy s podmienkami (propedeutika zdkladnych modelov kom-
binatoriky),

e rieSenie jednoduchych kombinatorickych tuloh (na zaklade
hier a pokusov),

e rieSenie kombinatorickych tiloh réznymi metédami (stromovy
diagram (stromovy graf), priprava tabuliek, systematické
vypisovanie moznosti) [8].

Kombinatorika je tou ¢astou matematiky, ktord si na zaciatku
nevyzaduje zZiaden zlozity matematicky aparat. Pre zvysenie po-
zornosti ziakov a zefektivnenie ucenia kombinatoriky je vhodné na
hodinach volit dlohy Ziakom blizke, s ktorymi maji realne skise-
nosti. Aj napriek zdanlivo vhodnej motivacii maju ziaci ¢asto pro-
blémy s rieSenim tychto tloh. Vysledky poslednych vyskumov [1],
2], [3] ukazuji, Ze na obtiaznost kombinatorickej tlohy vplyva
viacero parametrov:

pruky (objekty), ktoré kombinujeme, napr. ludia, ¢islice, au-
ticka, listy, ...

pocet prvkov, ktoré kombinujeme,

kombinatorické operdcie (permutécie, kombinacie, variacie
s opakovanim, alebo bez opakovania),

formuldcia ulohy

— z procesualneho, konceptualneho pohladu,
— z hladiska implicitnych kombinatorickych modelov.

V prispevku sa budeme zaoberat prvkami, ktoré kombinujeme,
ich poétom a formulaciou tlohy z pohladu implicitnych kombina-
torickych modelov.

Prvky (objekty), ktoré kombinujeme

Pri rieSeni tloh na hodinach matematiky je dolezité, aby sme
ziakov zaujali. Pre Ziakov je motivujice pouzit v zadani tlohy
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prvky, s ktorymi sa stretavaji v beZznom zivote. U mladsich ziakov
st to ulohy s autickami, s obliekanim babik, u starsich ziakov st to
tlohy typu ,,LOTTO“ a tlohy s kédovacimi zamkami [6]. K me-
nej oblibenym tlohdm patria Glohy z kombinatorickej geometrie,
v ktorych musi riesitel skombinovat vedomosti z geometrie s ve-
domostami z kombinatoriky. Pri takomto type tloh Ziakom chyba
predstavivost pri znézorniovani danych objektov v rovine (pries-
tore). Ako priklad uvddzame tlohu, ktort sme zadali aj 24 Stu-
dentom Prirodovedeckej fakulty UPJS, budtcim uc¢itelom mate-
matiky.
Uloha: Sief kocky sa sklada zo $iestich zhodnych §tvorcov. Nakresli
¢o najviac roznych sieti kocky. Daj pozor na to, aby to naozaj
~ boli siete kocky (ak by si ktortikolvek z nich vystrihol, musi sa dat
kocka do takejto siete ,pekne zabalit“).

Formulacia ulohy je prevzata od I. Scholtzovej [7], ktora na
tejto ulohe robila vyskum a zistila, Ze riesitelia najprv nachadzaji
siete so Styrmi Stvorcami v rade.

Studentov sme poprosili, aby okrem samotného riesenia tilohy
napisali aj nejaky myslienkovy proces, ktory sa u nich odohral po
precitani zadania a v priebehu samotného riesenia tlohy. Taktiez
sme boli zvedavi, ¢i sa pri vypise moznosti objavi nejaky systém,
kedZe rieSeni je mélo a nenabada to na hladanie systému pri vypise
moznosti.

Riesenie: Pocet rieSeni ulohy zavisi od odpovede na otazku: Su
siete na obr. 1 rovnaké?

L] L] L | ]

Obr. 1: St tieto siete rovnaké alebo rézne?

Pocas rieSenia by sa tato otdzka mala vynorit. Iba piati Stu-
denti mali potrebu sa zmienit k tejto otdzke. Skrtanie v rieSeniach
siedmich studentov naznacuje, ze asi povazovali tieto siete za rov-
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naké, teda sa da predpokladat, Ze sa u nich tato otazka vynorila,
aj ked sa o nej v popise nezmienili.

Ak siete na obr. 1 budeme povazovat za rovnaké, tloha ma 11
rieSeni (obr. 2). VSetky rieSenia nasli iba dvaja studenti a potvrdilo
sa, Ze rieSitelia najprv nachadzaju siete so Styrmi stvorcami v rade.
U 11 rieSitelov vobec nebola potreba hladat systém pri vypise
moznosti.

e
o s

o

Obr. 2 Riesenie tlohy

Pocet prvkov, ktoré kombinujeme

Pre ziakov je uloha, pri ktorej kombinujeme vacsi pocet prv-
kov, narocnejsia ako tloha s mensim poc¢tom prvkov. Preto je pri
vyucbe vhodné zacinat s llohami s mensim pocétom prvkov a po-
stupne zvySovat ich pocet. Je dolezité, aby Ziaci samostatne na
analogickych prikladoch objavili matematickt struktaru uloh, a to
postupnym zvySovanim poctu prvkov. Vyskumom v tejto oblasti
sa zaoberala English [2], ktora skimala Strukturalne porozume-
nie kombinatorickych tloh prezentovanych v rdoznych situaciach.
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Podobny vyskum na rovnakych ulohach ako v jej ¢lanku sme usku-
tocnili aj my.

Ulohy z vyskumu:

Cast 1:

Janka mé modrq, ¢erveni a zlt( sukiiu. K sukni si moze obliect
biele alebo zelené tricko. Kolko rdoznych kombinacii ma na oblece-
nie? (dvojdimenzionalna tloha X -Y)

Uloha 2.

Tomas robi sendvice. M4 biely, tmavy a sezamovy chlieb. Sendvice
mozZe naplnit Sunkou, kuracim mésom a hovidzim mésom. Kolko
réznych sendvicov méze urobit, ak kazdy sendvi¢ ma jeden druh
chleba a jeden druh néplne? (dvojdimenzionéalna tloha X -Y).

Cast 2:

Uloha 1.

Pani Dana sa rozhoduje, aké kvety pouzije na aranzovanie. Moze si
vybrat ruZe, karafiity a narcisy. Moze pouzit vysoku a nizku vazu.
Kolkymi réznymi spdsobmi méZe naaranzovat kvety, ak moze po-
uzit iba jeden druh kvetov a jeden druh vazy? (dvojdimenzionalna
tloha X - Y)

Uloha 2.

Martin robi blaznivé zvierata. Ako hlavu zvierata si modze vybrat
hlavu z kohtta, opice a kacky. Ich telo si moze vybrat z tela so-
mara, zajaca a slona. Kolko roznych blaznivych zvierat si moze
urobit? (dvojdimenzionalna tloha X -Y')

Uloha 3.

Marina robi Skatule s pohladnicami, ktoré predava na trhu. Ma
modry, Cerveny a zeleny papier. Tiez ma pruzkovanu a strakati
stuhu. Na pisanie méZe pouzit zlaty a strieborny atrament. V jed-
nej Skatuli su vSetky pohladnice rozne. Ak kazda pohladnica mé
jeden farebny papier, jednu stuhu a pismo jednej farby, kolko roz-
nych pohladnic ulozi do kazdej skatule? (trojdimenziondlna tloha
XY -2)

Uloha 4.

Pan Milan potrebuje nové auto, ale nevie sa rozhodnit, aké kupit.
Mobze si vybrat dvojdverové alebo $tvordverové auto. Tiez ma na
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vyber luxusni alebo Standardni vybavu. Potom si méze vybrat
zakladnu farbu alebo metalizu. Kolko roznych moznosti ma? (tro-
jdimenzionalna tloha X - Y - 7)

Priebeh vyskumu

Vyskum sme realizovali na jednej hodine v dvoch castiach.
Najprv sme spolo¢ne so ziakmi vyrie§ili ulohy prvej ¢asti na ta-
bulu. Stratégie rieSeni boli rézne (vypis vSetkych moznosti, tabu-
Tka, stromovy diagram), zaviselo to od ziakov, ako sa do spolo¢nej
prace zapajali. Jedna uloha bola rieSend aj viacerymi stratégiami.

Vyskumu sa zucastnilo 107 ziakov 5. az 9. ro¢nika zakladnej
skoly (vek: 10 a# 15 rokov). Najvicsia vzorka ziakov bola z 5. ro¢-
nika, a to 39 ziakov, 15 Ziakov bolo zo 6. ro¢nika, zo 7. ro¢nika
11 ziakov, 8. ro¢nik bol zastupeny 18 ziakmi a 24 ziakov bolo
z 9. roc¢nika.

Ziaci 5. a 6. roénika na matematike este kombinatoriku ako
tematicky celok nemali, s niektorymi kombinatorickymi tlohami
sa mohli stretnit pri preberani inych tematickych celkov.

Vo vyskume sme sa zamerali na:
e stratégie, akymi Ziaci riesili ulohy,

e kolko bolo spravnych rieSeni, resp., ¢i ziaci odhalili matema-
ticka Struktaru tlohy.

Vyhodnotenie vyskumu: RieSenie sme zaradili k spravnemu
u dvojdimenzionalnych, resp. trojdimenzionalnych tuloh, ak mal
ziak spravne obe predloZené ulohy. Vysledky uvadzame v nasle-
dujucich tabulkach, kde v tabulke 1 je vyhodnotenie vyskumu u zi-
akov 5. a 6. roénika, ktori eSte kombinatoriku nemali, a tabulka 2
zahfna vysledky vyskumu v ostatnych ro¢nikoch.



22 DASA PALENCAROVA, ANNA POLOMCAKOVA
5. ro¢nik 6. ro¢nik
2-dimen. | 3-dimen. | 2-dimen. | 3-dimen.
Spravne 22 5 13 5
Nespravne | 9 15+4* 2 4+6*
Neriesili 8 15 0 0
Tab. 1: Vysledky vyskumu v 5. a 6. ro¢éniku
7. ro¢nik 8. roé¢nik 9. ro¢nik
2-dim. | 3-dim. | 2-dim. | 3-dim. | 2-dim. | 3-dim.
Spravne 8 4 14 9 24 17
Nespravne 4+4-3* 4 9 0 3+4*
Neriesili 0 0 0 0 0

Tab. 2: Vysledky vyskumu v 7., 8. a 9. ro¢niku

Vyskumom sme zistili, ze vysledky zZiakov najmé& nizsich roc-
nikoch (5. a 6.) pri dvojdimenziondlnych tlohach boli spravne, aj
ked je zrejmé, ze Ziaci matematickd Struktiru tloh zatial neodha-
lili, nakolko nevedeli dany sposob rieSenia dalej aplikovat u trojdi-
menzionalnych tloh a vo vécSine rie§ili spravne len dvojdimen-
zionalne ulohy, ktoré sme spoloc¢ne riesili v prvej casti experi-
mentu. V rieSeniach ziakov sme nachadzali nasledujice stratégie:

*

uloh vypisovanie dvojic

- nepochopend matematicka Struktira ulohy, u trojdimenzionalnych
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obréazok (iba v 5. ro¢niku), vypis moznosti, pravidlo si¢inu, stro-
movy graf, opakované séitanie. Pravidlo si¢inu sme zaznamenali
uz v 5. ro¢niku, ale castejsie sa vyskytuje az vo vyssich ro¢nikoch.
Opakované scitanie a stromovy graf sa vyskytli iba v 8. a 9. ro¢-
niku. V&cSina ziakov riesila tlohy vypisom moznosti, v 6. ro¢niku
boli vSetky tlohy rieSené len touto stratégiou. Pri trojdimenzional-
nych alohach ¢ast ziakov ani neporozumela tlohe, zaznamenavali
sme vypis dvojic, pripadne len jeden krok nasobenia.

Ziaci zac¢inali vo viéSej miere tilohy zovseobectiovaf az v 7. ro¢-
niku, ¢o nam potvrdzuje vysledky vyskumu Piageta [5], ktoré uka-
zuju, ze ziaci pri rieSeni kombinatorickych uloh zacinaji zovseo-
becniovat metddu ,krok za krokom* priblizne v 12. rokoch.

Implicitné kombinatorické modely

Podla Duboisa [1] jednoduché kombinatorické tlohy mézu byt
klasifikované do troch implicitnych kombinatorickych modelov

(ICM)2:

e model selection — znenie tlohy pozaduje vyber n objektov
z m (vziat, vybrat, tahat, zbierat, zvolit),

e model distribution — je propedeutikou zobrazenia, znenie
ulohy pozaduje rozdelenie n objektov do m buniek (umiest-
nit, rozdelit, vlozit, priradit, rozlozit),

e model partition — je propedeutikou rozdelenia mnoZin na
podmnoziny, znenie Ulohy poZaduje oddelit n objektov do
m skupin (separovat, oddelit, rozdelit).

Vyskum, v ktorom sme sa zamerali na zistenie vplyvu ICM
na spravnost rieSenia tloh, sme uskuto¢nili na zdkladnej Skole
(134 ziakov), kde Ziaci vo vééSine vyucbu kombinatoriky este ne-
absolvovali (niektori Ziaci mali za sebou ivod do kombinatoriky

2N4zvy modelov ponechiavame v anglickom jazyku.
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v 6. ro¢niku), na gymnaziach (68 ziakov) a na PFUPJS (85 stu-
dentov). Vyskum sme uskutocnili na zaklade experimentu popi-
sané¢ho v ¢lanku [1]. Do vyskumu sme navrhli tri alohy, kazda
na iny implicitny kombinatoricky model, ale vSetky sa dali rie-
Sit rovnakou kombinatorickou operaciou (variacie s opakovanim).
Pri tvorbe lloh sme sa zamerali na to, aby text bol pre ziakov
napisany zrozumitelne a nebol prilis dlhy.

Ulohy z vyskumu:

Uloha 1 (selection): V Skatuli st tri o¢islované gulky (s ¢islami 2,
4, 7). Vyberieme jednu gulku a zapiSeme jej ¢islo. Gulku vratime
spiat do Skatule. Opakujeme to, az kym nedostaneme trojciferné
¢islo. Kolko roznych trojcifernych éisel mozeme ziskat? Napriklad:
po vytiahnuti gulky s ¢islom 2 trikrat za sebou ziskame ¢islo 222.

Uloha 2 (distribution): Styri deti: Anka, Beata, Cyril a Daniel
sli nocovat k starej mame. Maju k dispozicii dve odlisné izby
(jednu na prizemi a dal$iu na poschodi). Kolkymi réznymi spo-
sobmi méze rozmiestnit stara mama deti? Napriklad: jedna moz-
nost je, ze vSetky deti budi spat v izbe na prizemi.

Uloha 8 (partition): Chlapec ma tri odli$né farebné auticka (¢ierne,
Cervené a zlté) a chce rozdelit auticka dvom kamaratom — Petovi,
Jozovi. Kolkymi sposobmi moze rozdelit auticka? Napriklad: jedna
moznost je, ze vietky autitka da Petovi.

Pre Ziakov strednych $kdl a Studentov PF UPJS bola 1. tloha
upravena na vytvaranie Stvorcifernych ¢isel a v 3. ulohe sa auticka
rozdelovali Styrom defom.

Vyhodnotenie vyskumu

V nasledujtcej tabulke uvddzame zhrnutie vysledkov vyskumu
zo vSetkych troch stupnov skol.
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U1 | U2 | U3 U1 | U2 | U3
Zakladna skola Gymnazium
Spravne 41 12 27 Spravne 51 19 5
Nespravne 86 111 91 Nespravne 17 47 48
Neriesili 7 11 16 Neriesili 0 2 15
U1 | U2 | U3
PF UPJS
Spravne 64 38 16

Nespravne 16 46 62

Neriesili 159 1 7

Tab. 3: Vysledky vyskumu na zistenie vplyvu ICM na
uspednost rieSenia tloh

Vysledky vyskumu ukazuji, Ze u ziakov, ktori este vyucbu
kombinatoriky neabsolvovali, nenachadzame az také velké rozdiely
v Uspesnostiach jednotlivych tloh (loha 1 - 30,6 %, Gloha 2 -9 %,
tloha 3 — 20,15 %) ako u Ziakov, ktori uz kombinatoriku na zéklad-
nej, pripadne aj na strednej skole mali. U ziakov, ktori uz absolvo-
vali vjyuébu kombinatoriky, st tilohy modelu selection (ispesnost
75,2 %) lahsie rieSitelné ako tlohy modelu distribution (ispesnost
37,3 %) a tie st lahsie riesitelné ako tlohy modelu partition (ispes-
nost 13,7 %). Uspesnost tlohy partition je v tomto pripade este
nizsia ako u Ziakov zékladnej Skoly. V jednotlivych rieSeniach sme
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pozorovali, Ze niektori Ziaci aplikuji vzorec pre vypocet u tlohy
modelu selection, no v inom kombinatorickom modeli to apliko-
vat neboli schopni (obr.3). Pri¢inu méZeme hladat aj vo vybere
uloh v ucebniciach, s ktorymi Ziaci z nasho vyskumu pracovali na
hodinach matematiky. Po analyze ucebnic zédkladnych skol a gym-
nézii (ucebnice pre 6. a 7. ro¢nik od autorov Sedivy a kol. a Repas
a kol., ucebnice pre gymnazia od autorov Odvarko a kol. a Hecht
a kol.) sme zistili, Ze vo v8etkych uéebniciach absentuji tlohy mo-
delu partition, kde na zakladnej $kole sa Ziaci mdzu stretnit iba
po jednej ulohe takéhoto typu, a to iba v dvoch ucebniciach. Na
gymnaziach sa v uc¢ebnici od Hechta nachadzaji dve ilohy modelu
partition a v ucebnici druhého autora ich je sedem. Ulohy modelu
selection maja v niektorych ucebniciach prevahu, v inych je ich za-
stipenie porovnatelné s tilohami modelu distribution. Dalej sme
zistili, Ze Ulohy modelu distribution st vo velkej miere rovnako
zadané a vyzaduji od Ziaka vytvorit vSetky éisla, ktoré obsahuja
urcité Cislice, resp. vytvorit vSetky slova s ur€itymi pismenami.
Ulohy modelu selection majt roznorodé zadania.

:@ol. 3..7..3.3-.}/4/
3 ul

Dole f Hore . . ¢
: o 23
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2 g B g r1£
7 ; / x}
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Obr. 3: Riesenie ziaka gymnézia s nespravnou aplikdciou vzorca
v tlohe modelu distribution

Na zaver uvadzame rieSenie vSetkych troch Gloh Ziakom 6. roc-
nika ZS, ktory na hodine matematiky eSte neabsolvoval vyu¢bu
kombinatoriky.
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Obr. 4: Ziacke rieSenie tlohy 1

Ziak riesil tlohu 1 vypisom moZnosti. V jeho rieSeni nacha-
dzame systém, no zabudol (alebo vynechal) moZnosti, kde boli
posledné dve cifry rovnaké.
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Obr. 5: Ziacke rieSenie tilohy 2

V tlohe 2 si Ziak nakreslil obdlZzniky a &iarou ich oddelil na
vrchna a spodni Cast, ¢o predstavovalo izby na jednotlivych po-
schodiach v dome. Ziak si oznaéil deti pismenami A, B, C, D. M4
systém v rozdelovani deti do izieb. Ked vidi, ako to dalej bude
nasledovat, uz nevypisuje vSetky moznosti.
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Obr. 6: Ziacke rieSenie tlohy 3

Pri tejto Glohe si ziak pomohol farbickami a jednotlivym chlap-

com priradoval autd ako farebné bodky. Jeho rieSenie ma systém
a Ziadnu moznost nevynechal.
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