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JAK TO VLASTNE JE?
VAcLay Vik!0

V Ceské republice existuje aspon jedna studentka, kterd je
nejen bystra matematicka, ale je i pilna a bere své studium velmi
poctivé. Dolozim to néasledujicim pribéhem.

Tato studentka gymnézia se na mne obratila s dotazem:

V geometrii jsme odvozovali vzorce pro objem jehlanu. Po-
stupovali jsme podle ucéebnice (Pomykalova 1995, s. 154). Odvo-
dili jsme rozkladem krychle ABCDFEFGH na tfi shodné jehlany
ABCDH, BCGFH a ABFEH (obr. 1), Ze objem kazdého z téchto
jehlant se vypocita podle vzorce
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kde S je obsah podstavy a v je vyska jehlanu.

H G
1\,
N
E J by Y
X 2 ] AY
/ AN N F
/ 3 \\ N
! | \ \\
pi { \ N
/ ' \ N
/ \ N
/ { \ N
! ] \ AN
/ : D \ N
7 N,
/ i e R fpssammrhs > C
- \
7} o \
/ ’ \
/] ,/’ \
A B
Obr. 1

10Ctvrté pokracdovani uvah o drobnych didaktickych otazkach spjatych

$ praxi.
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Pak pani profesorka rekla:
Podobné muzeme odvodit, Ze vzorec (1) plati pro libovolny jehlan.
Navod najdete v ucebnici na s. 154.

Doma jsem se o to pokusila. V uéebnici je tento text:

Uvazujeme-li misto krychle kolmy trojboky hranol ABCEFG
(obr. 2), prijdeme podobnymi dvahami k zdvéru, Ze i pro objem
jehlanu ABCE plati stejny vzorec.

E

B

Obr. 2

Rozlozit trojboky hranol na tii shodné jehlany se mi neda-
rilo. Pfivolala jsem si na pomoc tatinka, technika, ktery ma (jak
o sobé tvrdi) dobrou geometrickou predstavivost. Rozklad se ne-
podaril ani otci. Zacala jsem patrat v literature. Ve Vopénkouvé
knize Rozpravy s geometrii (Vopénka, 1989) jsem tuto problema-
tiku nalezla. Vopénka pri diikazu vychazi z tzv. Démokritovy hypo-
tézy, podle niz dva trojboké jehlany, které maji shodné podstavy
a shodné vysky, maji stejny objem.

Mimochodem vSak poznamenéava, ze jehlany ABCE a EFFGB
v oznacCeni podle obr. 2 jsou shodné. Ty vSak, rika studentka,
shodné byt nemohou, nebot kdyby napt. ahly S EFG a SABC
byly pravé, pak prfimka FB je kolmd k roviné EFG ve vrcholu
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pravého thlu, kdezto F'A je kolma k roviné ABC ve vrcholu tihlu
ostrého.

Jak to tedy vlastné je?

Dokazme nejdiive, Ze libovolny kolmy trojboky hranol nelze
rozlozit na tii shodné trojboké jehlany, jejichz vrcholy jsou ve
vrcholech hranolu.

Pro konkrétnost uvazujme napt. trojboky hranol ABCEFG,
pro néjz plati: |[AB| = 3cm, |BC| = 4cm, |AC| = 5cm, |AE
= T7cm (obr. 3). Trojuhelniky ABC a EFG jsou tedy shodné
a pravouhlé s pravymi thly u vrcholi B a F.

G

Obr. 3

Maéame-1i rozlozit hranol ABCDEF na ¢tyfstény (trojboké je-
hlany) pozadovanym zptsobem, musi byt sténou jednoho z nich
podstava hranolu, tedy napf. trojuhelnik ABC, a ¢tvrtym vr-
cholem je néktery z bodu E, F, (G, napf. vrchol I. Zbyvajici
CtyTstény z rozkladu mohou mit vrcholy pouze v bodech E, F,
G, B a C. Je tedy mozné urcit pét ¢tveric pripadnych vrcholi
Styfstént: BCGF, EFGC, EFGB, EGBC a EFBC. Ctvefici
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BCGF musime vylouéit, nebot tyto body lezi v roviné. Zadny
ze Ctyisténi FEGC, EFGB neni se ¢tyisténem ABCE shodny,
nebot hrany GC a FB kolmé k roviné FF'( vychéazeji z vrcholi
Ghli, které nejsou shodné s tthlem BAC. Ctyfstén EGBC neni
shodny se ¢tyfsténem ABCFE, nebot Zddna jeho hrana nema délku
3 cm. Cty¥stén EF BC neni shodny se étyfsténem ABCE, protoze
Zadna z jeho hran nema délku 5 cm.

Stejnou ivahu mizeme provést, vyjdeme-li ze Ctyrstcnu ABCF
nebo ABCG.

Trojboky hranol 1ze ovSsem rozlozit na tii ¢tyistény, které maji
stejny objem, napt. podle obr. 4. K dlikazu rovnosti objemi téchto
Ctyrsténil muzeme vyuzit tzv. Cavaliertho princip, ktery ucebnice
(Pomykalova 1995) rovnéz uvadi.
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Obr. 4

Cavalieriho princip zni:

Jestlize pro dvé télesa existuje rovina, Ze kazZda rovina s ni
rovnobéind protind obé télesa v rovinnych utvarech se stejnymsi
obsahy, mayjt télesa stejny objem.
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Z tohoto principu bezprostiedné vyplyva diikaz Démokritovy
hypotézy pripomenuté vyse.

Maji-li totiz dva jehly podstavy s tymz obsahem stejnou vysku
(obr. 5), maji rovinné fezy v libovolné vysce tyz obsah, jak plyne
z podobnosti mnohothelniku podstavy a mnohothelniku fezu
s tymZz pomeérem podobnosti na obou jehlanech.

e -—...---»...._____..L

Dokazme nyni.
Libovolny kolmy trojboky hranol ABCEFG (obr. 4) mizZeme roz-
lozit na ctyrstéeny ABCE, BCGE, EFGB, které maji tyz objem.

Jehlany ABCFE a EFGB maji tyz objem, nebot maji shodné
podstavy a stejnou vysku (|AE ).

Jehlany FI'GB a BCGE maji rovnéz stejny objem, nebot
maji shodné podstavy BCG a GFB (polovina rovnobézniku
BCGF) astejnou vysku (vzdalenosti vrcholu £ od roviny BCGI7).

Plati tedy vzorec (1).

Pro zajimavost uvedme, Ze tzv. Cavalieriho princip formulo-
val podle publikace (Kordos 194) jiz Archimédes ve ,fyzikalni“
interpretaci takto:

Jestlize do dvou nadob pritéka voda tak, Ze v kaZdém okamziku
ma hladina vody v obou nadobdch stejny plosny obsah, pak objem
vody v obou nadobdch je stejny (obr. 6).

Pritom F. B. Cavalieri zil v létech 1597-1647, kdezto Archi-
médes v letech 287-212 pr. n. L.
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Obr. 6

Cavalieriho princip mtiZeme nahliZet jako nézornou interpre-
taci véty o objemu télesa zndmé z integralniho poctu napf. ve
tvaru:

Je-li mozné umistit téleso do prostoru tak, Ze je cédsti vrstvy
urcené rovinami x = a, x = b a obsah Tezu télesa rovinou rov-
nobézZnou s témito rovinami je funkci S(x) proménné x, kterd je
spogitd v uzavieném intervalu (a,b), pak objem V tohoto télesa je
ddn vzorcem

;]
V= / S(z) dx.
y
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Obr. 7
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Odvodme vzorec (1) pomoci integralniho poétu.
Umistime-li jehlan nebo kuZel podle obr. 8, pak plati
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Obr. 8

Vzorec (2) se obvykle v popularnich publikacich o integralnim
po¢tu (napf. v knihdch (Havlicek 1963) a (Pomykalovd 1995))
neuvadi. Znamy vzorc ro objem rota¢niho télesa

b

Ve [ d (3)

a
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je ovSem jeho dtisledkem, nebot S(z) = 7 - f?(x).

Jak jinak lze odvodit vzorec (1)? Na ,spolecenské* trovni ,ex-
perimentalnim*“ ovérenim, zZe obsah sklenky tvaru kuzele se vejde
do sklenky tvaru vélce pravé tfikrat (obr. 9). To ovSem neni ma-
tematicky diukaz.

SENR T

Obr. 9

V ucebnici (Vysin a kol.) je vzorec (1) dokdzan na étyfech
strankach vypoctem, Ze limity objemu ,opsanych® a ,vepsanych®
hranoli podle obr. 10 se pro n rostouci nade vSechny meze sobé
rovnaji.

v/n

Obr. 10

»Elementarné“ odvodit vzorec (1) nelze.

Uloha 1. Jakou ¢st objemu obsahuje sklenka tvaru kuzele, je-li
z poloviny (tj. do % yhloubky“) naplnéna? (Vysledek: %)
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Uloha 2. Odvodte vzorec pro objem kulového prstence, tj. télesa,
které vznikne rotaci kruhové sece podle obr. 11. Prstenec je tedy
casti koule, jeho vysku oznacte 2v. Miizete vyuzit integralni pocet
nebo vzorec pro objem kulové vrstvy (Pomykalova 1994, s. 175,

vysledek V' == %71,3)_

T
joonm BN
O)/

Pr e AtITAN N

Obr. 11

Uloha 3. Interpretujte vysledek tlohy 2 geometricky a vysvétlete,
jak je mozné, ze objem kulové vrstvy nezavisi na poloméru koule.
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ABSTRACT

In our textbooks the proof of the volume of the pyramid is errone-
ous. The solution of this problem is demonstrated in connection
to our school practice.

DVA CTVERCE
V ROVNOSTRANNEM TROJUHELNIKU

EMIiL CALDA

Nedavno jsem ve svych ,lejstrech”, které pochazeji z doby,
kdy jsem ucil na gymnaéziu, objevil llohu, o které si myslim, ze by
bylo skoda, kdyby spolu s témito ,lejstry“ zanikla. Zda se mi, Ze
je docela zajimava a ze by pro dobré studenty mohla byt uzite¢na.

V rovnostranném trojahelniku ABC jsou podle obr. 1 umis-
tény dva étverce. Ctverec KLMN je zvolen libovolné a urcuje
¢tverec LPQR, nebot vrchol @) je pruse¢ikem strany BC' daného
trojahelniku a rovnobézky s primkou KM vedené bodem L. Po-
hled na uvedeny obrazek muze u zvidavého Ctendfe vzbudit celou
radu otéazek, ale v tomto ¢lanku se budeme zabyvat pouze témito
tremi:



