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QED (LATINSKY) # QED (ANGLICKY)

FRANTISEK KURINA

1. Uvod

Podivny nazev tohoto ¢lanku je dusledkem rozpaki jak ¢lanek
nazvat. Uvazoval jsem o téchto moznostech: Prib¢h jedné tulohy,
Diikaz je zalezitost intuice, Jak to dokézat?, Zrod a Zivot jednoho
problému, Hledani a nalézani, .... Nakonec jsem se rozhodl pro
nadpis uvedeny v titulku. Vétsina ¢tenara (klasickych) matema-
tickych spistl vi, ze zkratka QED byvala uvedena na zavér dikazu
matematické véty a znamend ,,quod erat demonstrandum®, tedy
,coz bylo dokézati“. V anglictiné se zkratka QED nékdy pou-
ziva pro ,,question, explore, discover®, tedy ,tazat se, zkoumat,
objevit®. Dva vyznamy zkratky QED tak poukazuji na dva pri-
stupy k matematice: akceptovani predvedeného ditkazu na strané
jedné a hledéni a nalézani cesty k matematickému poznatku (tedy
i k dikazu véty) na strané druhé. Jsem presvédcen, ze do vyu-
¢ovani matematice patfi nejen pochopeni diikazu, ale i hledani
a nalézani cesty - a to nejen k dutkazu, ale i k definici pojmu
nebo formulaci véty ¢ postupu. Problematiku budu ilustrovat na
prikladu ulohy, s niz jsem se v poslednich nékolika letech prilezi-
tostné setkaval. Bezprostfednim podnétem k napsani ¢lanku vsak
byl prispévek Emila Caldy z r. 2013.

2. Zrod problému

Na cviceni z geometrie jsem se studenty ucitelstvi resil ilohu 1.
Dokazte: Déli-li téznice a vyska z téhoZ vrcholu vnitrni uhel troju-
helniku na tri shodné ihly, je tento trojuhelnik pravoiuhly (obr. 1).
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Obr. 1

Uloha neni obti#na. Ackoliv Ji 1ze Tesit rznymi zpisoby (¢te-
nari necht si to zkusi), zde uvedu jen jedno fFesen.
Oznac¢me [AB| = c. Pak podle obr. 1 plati |40| = |OB| = 5

|OP| = |PB| = £, nebot trojihelniky OPC a BPC jsou shodné.
V osové soumérnosti podle osy 0 = OC Je obrazem bodu P bod D
strany AC (obr. 2) a v pravothlém trojthelniku AOD je |AO| =
= 5, |[PO| = |DO| = £ a tedy thel JOAD mé4 velikost 30°.
To oviem znamena, Ze thel S ACP méa velikost 60° a trojuhelnik
ABC' je pravothly.
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Sotva jsme dukaz dokoncili, prihlasil se student s pochyb-
nostmi o jeho spravnosti: tvrzeni pry neplati. Argumentoval na-
sledujicim zplisobem.

Trojahelnik ABC na obr. 3 je pravouhly a téZnice a vyska
k jeho preponé nedéli jeho pravy uhel na tfi shodné ¢asti. Takovyto
trojuhelnik lze sestrojit napr. takto:

Zvolim na kruznici & s prumérem AB bod ' tak, Ze uhel
e = JBAC ma velikost napt. 20°. Uhly u vrcholu €' pak maji
v oznacCeni podle obrazku po radé velikost ¢ = 20°, ¢ = 50°,
g = 20°.

Obr. 3

Tento student nerozlisoval vétu a vétu obracenou. Snad si po
tomto setkani bude rozdil nalezité uvédomovat.

Vsimneme-li si, ze v 1loze 1 nebyl vysledkem libovolny pra-

vouhly trojuhelnik, ale trojuhelnik s ostrymi thly 30° a 60°, zda
se, ze predpoklady ulohy byly prilis ,silné“. Tak se dostavame
k uloze 2.
Dokazte: V trojihelniku ABC (|AC| # |BC|) oznac¢me CO téznici
a CP vysku z vrcholu C (obr. 3). Jsou-li uhly $ACO a 4 PCB
shodné, a je-li vyska C'P casti ihlu SACB, je ABC pravouhly
trojuhelnik s preponou AB.

(Oznadeni z obr. 3 budeme v celém ¢lanku zachovavat.)

Ulohu jsem fesil s riiznymi skupinami studentii a ucitelii (viz
napt. Kufina, 2003) (Czeskie zadanie, 2004) a v tomto prispévku
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uvadim ukédzky nékolika pristupid k ni. Mym cilem je dolozit, jak
jsou jednotliva reseni ovlivnéna prvotnim napadem, ktery ovsem
nebyva plodem logiky, ale spiSe intuice. V nasi geometrické tra-
dici reprezentované napt. Janem Vysinem (1908-1983) se postup
feSeni ulohy vyklada jako posloupnost ¢tyf kroku (rozbor, kon-
strukce, diikaz, diskuse) a skutecnost, Ze zakladem feSeni ulohy je
SStastny* napad, se prili§ nezdiraznuje. Tomu odpovidaji napt. for-
mulace: vlastni Tesent je deduktivni dvaha, jez ma za cil vyhle-
dat jiste objekty (Vysin, 1962, s. 144) a rozbor ma tuto logic-
kou strukturu: ezistuje-li utvar, ktery mdme sestrojit, pak ma tyto
vlastnosti, hleddme tedy rozborem nutné podminky (Vysin, 1965,
s. 190). Postupujeme tak v souladu s lidovou moudrosti: Chytry
zacina od konce, hloupy konci na zacdtku.

Reseni problému je ovSem tviréi mysleni, pro néz neexistuji
zadné navody.

Vyznamny francouzsky matematik Jacques Hadamard
(1865-1963) charakterizoval takové mysleni fizemi (Hadamard,
1973):

1. PREPARACE,
2. INKUBACE, ;
3. ILUMINACE,
4. VERIFIKACE.

V pripravné fazi (1) jde o studium souvislosti a poznavani vztahu.
Toto poznani musi uzridt v dusevnim svété fesitelu (faze 2), aby,
¢asto po delsi dobé a usilovné dusSevni préaci, prisel ,spasny“ na-
pad (faze 3), ktery vede k feSeni problému. Takové feseni miize
prirozené mit intuitivni charakter a je t¥eba je provérit dikladnou
logickou analyzou (faze 4).

Pr1i feSeni uloh ve Skole ,shrnujeme® pripravu, zrani a zrozeni
napadu do tzv. rozboru. Priprava feseni tilohy snad byva nékdy vy-
tvorena predchazejici vyukou, na zrani problému nebyva obvykle
ve Skole ¢as a nelze se proto divit, Ze rozbor je né¢kdy nahrazen
navodem. Je-li feseni problémi umeénim, jak se nékdy rika, nelze
je patrné vmeéstnat do Ctyr fazi.
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3. Reseni tlohy 2

Pouze dva tesitelé, vzdaleni v prostoru a ¢ase, se po neispes-
nych pokusech resit tlohu primo, rozhodli pro neprimy postup.
Byl to polsky matematik Ryszard Pagacz a miij nedavno zesnuly
kolega Jaromir Krys. Popisme jejich jednoduchy, le¢ dimyslny
postup. | ’

Obr. 4

Kdyby trojtihelnik ABC spliiujici podminky tlohy nebyl pra-
vouhly, protinala by polopfimka BC' kruZnici s primeérem AD
v bodé (' rdzném od bodu C (obr. 4). Protoze je AC, | BC,
a |AO| = |OC|, jsou vSechny thly oznacené na obrazku ¢ shodné.
Body A, C1, C'a O lezi tedy na kruznici s priimérem AC' (z bodu C4
a C' je vidét tsecka AO pod tym? uhlem ¢, AC, L BC'). To by
ovSem znamenalo, ze OC L AO & tedy |AC| = |BC|, coZ je ve
‘sporu s predpokladem tlohy. Trojuhelnik ABC musi byt pravo-
uhly. ‘ ’

TTi autori resili alohu pocetné: Emil Calda ve zminéném ¢lanku
z 1. 2013 a Eva Patdkovd. Jejich feSeni jsou témér totoznd. -

Zcela jinak pocitala madarskd autorka Mdria Bakd. Uvedme
jejl postup.
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Obr. 5
V oznaceni podle obr. 5 plati:
gy =y

Nl o
&

Aplikujeme-li na tyto vysledky vzorec
tea+tg 3

tg (a+ B) = —

& ( 2 1—-tga-tgf

dostavame pro y rovnici

i C %
y o6 Yo

Pro jejiz kofen y plati:

(&

To ovSem znamend podle véty obracené k vété Pythagorove pro
= 5 a trojuhelnik ABC je pravouhly.

trojithelnik OPC: |OC| = 5
Rada feseni tlohy vznikla na zakladé vhodného doplnéni ob-

razku. Uvedu zde tti priklady.
Aart Goddjin z Freudenthalova ustavu v Utrechtu prodlouzil
stranu BC' trojuhelniku ABC do bodu D tak, aby |AD| = |BD)|
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(obr. 6). Z konstrukceé a z predpokladu ulohy plyne, Ze tihly ozna-

¢ené ¢ jsou shodné a kruznice m opsana pravouhlému trojuhelniku
AOD ma prumér AD a je tedy AC L BC.

Obr. 6

Milan Hejny z Univerzity Karlovy v Praze sestrojil nejdrive
obraz D bodu C ve stfedové soumérnosti se stfedem 12 a obraz [f
téhoz bodu ve stfedové soumérnosti se stfedem O (obr. 7). To
ovSem znamena shodnost thli oznacenych ¢ a kruznice opsana
trojihelniku F'C'B prochazi i bodem D). Jeji stfed lezi na osach
tisecek DC' a F'C, tedy v bodé O. To znamena, zZe |()C | = |OB|

a tm]uhelnlk ABC je pravouhly.
’ Jaroslav Svréek z Palackého univerzity v Olomouci sestrojil
~stted M strany C' B trojuhelniku ABC' a v§iml si, ze thly oznacené
na obr. 8 ¢ jsou shodné (OM je stredni pricka trojihelniku ABC,
M je stfed prepony pravouhlého trojubelniku BC P). Kruznice s,
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kterd prochazi body C, M, P, prochazi i bodem O. Protoze je
uhel S C PO pravy, je pravy i thel JOMC a AC 1 BC.

C:

Obr. 8

Dalsi tii FeSeni vychdzejl z napadu sestrojit nejdrive kruznici
k opsanou trojihelniku ABC.

Karel Hordk z Matematického uistavu AV Ceské republiky se-
strojil osu m strany AB a osu o uhlu S ACB (obr. 9). Tyto osy
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se protinaji, jak snadno nahlédneme, v bodé kruznice k opsané
trojuhelniku ABC'. Oznacme tento bod M. Protoze jsou primky

C

‘Obr. 10
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CP a MO rovnobézné, jsou thly ¢ PCM, 4OMC shodné a v dri-
sledku shodnosti thll ¢ jsou tyto thly shodné i s thlem SOCM .
Trojuhelnik COM je tedy rovnoramenny. Protoze stied kruznice
opsané trojuhelniku ABC lezi na piimce m, je jim v dusledku
rovnosti |[OM| = |OC| stfed O strany AB a trojuhelnik ABC' je
pravouhly.

Obr. 11

Ja jsem si uvedomil, Ze ze shodnosti 0hli & vyplyva shodnost
kruznicovych obloukit AE a BI" (obr. 10) a tedy rovnobéznost
primek 4B a EF. Trojihelnik CEF je tedy pravouhly a stred O
kruznice £ jemu opsané, ktera je i kruznici opsanou trojuhelniku
ABC, je stfedem useCky AB a tedy AC L BC.

Polsky autor Stefan Turnau sestrojil prusec¢ik M primky OC
s kruznici k& opsanou trojuhelniku ABC (obr. 11). Vzhledem ke
shodnosti ahlia 3 prislusnych kruznicovéinu oblouku AC jsou troj-
uhelniky CPB a CAM podobué a tedy pravothlé. Protoze k je
kruznici opsanou i trojuhelniku AC'M | je stied O strany AB i stfe-
dem kruznice k a trojuhelnik ABC ma u vrcholu ' pravy thel.

Reseni, které spoc¢ivé na konstrukei pravothlého trojihelniku
ACM (v oznaceni podle obr. 11) nasla i Eva Patdkovd; jeji reSeni
je vsak slozitéjsi.

Stézi lze patrué najit feseni jednodussi, nez je feSeni Turnaovo.
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V ponékud jinych souvislostech se problematikou reseni uloh
zabyvam v knize (Kufina, 2011).

4. Zavéry

Na jednoduché geometrické tloze jsem se snazil ukazat riazné
moznosti feseni problému. Tézko lze odhadnout, co bylo pri¢inou
volby metody nebo napadu zacit fesit tlohu tim nebo onim dopl-
nénim obrazku. Cesty k feseni snad libovolného problému, k za-
vedeni pojmu, k dikazu véty, ... mohou byt rozlicné. Vsimat si
takovychto moznosti ve vyucovani je mozné a uzitecné na kazdé
urovni a na kazdém typu skol. Fraze ,,uloha se resi, ,pojem se de-
finuje®, ,véta se dokazuje” ...by se nemély v dobrém matematic-
kém vzdélavani vyskytovat. Zadny z téchto postupt neni dan, ale
je vysledkem hledani, které bychom méli v maximalni mozné mire
provozovat ve Skole. Muzeme se tak snazit priblizit se k charak-
teristice matematiky, jak ji formmuloval americky matematik Paul
Lockhard: Existuje-li néco jako jednotici esteticky princip v mate-
matice, pak je to krdasa v jednoduchosti (Lockhard, 2009, s. 24).
Vyucovani matematice by mélo byt podle mého nazoru prolnuto
spise anglickym nezZ latinskym QED. |

Pokuste se najit vlastni feseni nasi tlohy 2. Redakce ¢asopisu
Ucitel matematiky rada vase originalni postupy otiskne.
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ABSTRACT

The goal of the article is to show the origin and development of
proofs. Different approaches to a geometrical problem with trian-
gle are demonstrated. The beginning of solution of the problem is
not only in logic, but also in intuition and imagination.



