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BODOVE KONSTRUKCE ELIPSY ZALOZENE
NA AFINITE MEZI KRUZNICI A ELIPSOU

ALICE KRALOVA

Uvodem si pfipomeneme nékteré pojmy, s nimiz budeme v dal-
$im textu pracovat. Prvnim z nich je termin osovd afinita v ro-
vinél.

Méjme dénu rovinu 7 s primkou o, kterou nazveme osa afinity,
a s pfimkou s urcujici smér afinity.

Osova afinita v roviné je vzdjemné jednozna¢né zobrazeni
mezi body lezicimi v roviné 7 definované témito podminkami:

e Pro libovolny bod A (vzor), jemuz je pfifazen bod A’ (0b-
raz) tak, aby A’ # A, musi platit, Ze jejich spojnice AA’ je
rovnobézna se smérem afinity s.

e Je-li bodu P pfifazen bod P’ tak, ze P = P’ pak tento bod
musi lezet na ose afinity a nazyva se samodruzny bod.

e Méme-li dva libovolné vzory A # B a jim odpovidajici ob-
razy A’ # B’', spojnice AB a A’ B’ se potom protinaji v bodé
na ose afinity nebo jsou to rovnobézky s osou afinity.

Osovou afinitu vétsinou zadédvame pomoci osy afinity o a dvo-
jice odpovidajicich si bodfti A, A’, z nichz Z4dny neleZi na ose afi-
nity. Potom lze ke kazdému bodu M jednoznac¢né urcit jeho ob-
raz M’.

Nyni vyjmenujme vlastnosti osové afinity, které uplatnime
v néasledujicich konstrukcich.

LOsovou afinitu v roviné lze vytvoiit tak, #e vezmeme ,perspektivni afi-
nitu“ realizovanou rovnobéznym promitanim mezi dvéma raznobéznymi rovi-
nami v prostoru a rovnobézné ji promitneme do pramétny 7. Tato konstrukce
osové afinity je vSak dosti zdlouhava a z hlediska nasich konstrukci elips ne-
potfebna. Proto osovou afinitu zavedeme pfimou definici.
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Obr. 1: Definice osové afinity v roviné

Predevsim je dilezité, ze osova afinita zachovava
e incidenci — pokud A € p, pak A’ € p’,
e rovnobéznost — je-li p || ¢, bude také p’ || ¢/,
e délici pomér tii bodu na pfimce —

— |AC|: |BC| = |A'C"| - |B'CY|.

Usecky, které lezi na rovnobézkach s osou afinity, se promitnou
opét do stejné dlouhych tsecek rovnobéznych s osou afinity.

V osové afinité se dale vyskytuji slabé samodruzné primky,
které jsou rovnobézné se smérem afinity. To znamena, ze primka
a || s je totoznd se svym obrazem a’, ackoliv jeji body, s vyjimkou
priseciku s osou o, samodruzné nejsou.

Osovou afinitu délime podle vzajemné polohy sméru afinity s
a osy afinity o. Afinita se nazyva

e pravouhld, je-li s L o,

o kosouhld, jestlize s [ o a zaroveii s | o,

e (nevlastni) elace, kdyz je s || o.

Je-li afinita pravouhld nebo kosouhld, muZeme stanovit jeji
charakteristiku. Zvolme dva rtzné odpovidajici si body A, A’

e
a oznatme Ay = AA’ No. Uvazujme vektory AAg a A’ Ap.
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Polozime-li SN .
AgA' =k - AgA,
bude hodnota k # 0,1 nezavisld na konkrétni volbé bodua A, A’
a nazyva se charakteristika afinity.

Pro k = —1 se afinita nazyva involutorni. Zvolime-li B = A’,
bude potom B’ = A. To znamen4, %e u involutorni afinity nemu-
sime rozliSovat, zda je urcity bod vzorem nebo obrazem. Samod-
ruzny bod na ose afinity lze ziskat jako priiseéik AB’' N A'B.

Naopak u afinity, ktera neni involuci, je informace, zda urcity
bod patfi do mnoziny vzort nebo obrazi, zcela zasadni. Zde mu-
sime dusledné dodrzovat, Ze se na ose afinity protinaji pouze spoj-
nice dvou vzort AB se spojnici jejich obrazt A’B’.

Nakonec dodejme, Ze osovd soumeérnost je pravouhla afinita
s charakteristikou & = —1.

Afinita mezi kruznici a elipsou

V nize popsanych bodovych konstrukcich elips pracujeme s poj-
mem sdruZené prumery elipsy.

Jednd se o dva primeéry elipsy takové, ze tecny elipsy sestro-
jené v krajnich bodech jednoho priiméru jsou rovnobézné s dru-
hym primérem a naopak. Elipsa je pak vepsana do rovnobéznika
urceného témito ¢tyrmi tecnami.

Obecné plati, Ze v kazdé osové afinité kruznici nebo elipse od-
povida opét kruZnice nebo elipsa — viz [1], s. 206.

Konkrétnéji vSak muzeme Fici, Ze se kruznice zobrazi do kruz-
nice pouze v osové soumérnosti. Kazda jinad afinita prevede kruz-
nici do elipsy. Podivejme se na zobrazeni kruznice v pravoihlé
afinité, kosotihlé afinité a elaci.

Pravouhla afinita

V tomto piipadé je situace zcela ziejma. Obrazem k' kruZnice k
bude opét kruznice pravé tehdy, kdyz pravouhly AA’S’C’ bude
rovnoramenny. To vSak nastane pouze v pripadé osové soumeér-
nosti.
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Kosothla afinita

Vychézejme z konstrukce (K), kterd pfevadi kolmé praméry kruz-
nice k do kolmych primeéri elipsy &’. Zname jejich stiedy S a S’
a osu afinity o.

Sestrojime osu tisecky S5/, piimku 0, kterd protne osu afinity o
v bodé O. Narysujeme kruznici [ se stfedem v bodé O, ktera pro-
chézi obéma body S,S’. Ziskdme priseéiky {P,Q} = N o. Po-
lopfimky PS a QS uréuji kolmé praméry kruznice k, které se
zobrazi do kolmych primérti elipsy k' lezicich na polopfimkéch
PS" a QS’. To plyne z faktu, Ze kruznici [ lze povaZovat za Tha-
letovu kruznici sestrojenou nad primérem PQ a body S a S’ na
ni lezi.

pravouhla afinita kosouhla afinita, k£ < 0

Obr. 2: Afinita mezi kruznici a elipsou

Uvazujeme-li nyni stejnolehlost se stfedem v bodé P, resp. se
stiedem v bodé @, ziskdme nasledujici rovnosti:

scl _ s iS4 _ |54
ISP |S"P| 1SQI  [5Q|
|SC|=r |SA| =7

polomér kruznice polomér kruznice
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|S’C'|=b |S’A'| = a
vedlejsi poloosa elipsy hlavni poloosa elipsy
_Ise _Is@
= . 7' P . a
|S"P| 1S"Q)
Porovnanim téchto vztaht ziskdme rovnost
a _|SP| |5'Q)
b [S'P| [SQ)

Ma4-li byt kfivka k' kruZnici, musi se a = b, tedy
a _[SP| [|5'Q| _

/
= =1, odkud ISPl = 5P|
b ISP [5Q 1SQI  15'Q|
Podivejme se na APSQ a APS’Q. Ty maji spole¢nou stranu
PQ), pravé thly pii vrcholech S a S/, a pokud by navic platila
rovnost (¢), znamené to, ze budou shodné. Tétivovy Gtyfthelnik
SPS’'Q pak bude ,deltoid*, ¢imz je uréena osové soumeérnost.
Na obr. 2 mame zakreslenou situaci pro k£ < 0. Je-li & > 0,
tj. body S a S’ lezi v téZe poloroving vymezené osou o, vede shod-
nost APSQ a APS’Q na totoZnost bodt S a S’, neboli identitu.
Tu vSsak z mnoziny afinit vylu¢ujeme. Podobné situace nastava
i v pripadé elace.

(0)

Obr. 3: Elace prevadéjici kruznici do elipsy
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Elace

Smér afinity s je rovnobézny s osou afinity o. Znadme dvojici od-
povidajicich si stfedit S a S’ kruZnice k a elipsy k.

Uzitim konstrukce (K) pfevedeme kolmé priumeéry kruznice do
kolmych pramért elipsy. Pozadavek, aby byla elipsa k' kruznici,
opét vede na rovnost (¢) a shodnost APSQ a APS'Q. Pak je
S = §’) ¢imz je uréena identita, kterd vSak neni afinitou. Tedy
zadné elace nezobrazi kruznici opét do kruznice.

Necht afinita A zobrazuje kruznici k na elipsu k’, protoze
se jednd o vzdjemné jednoznacné zobrazeni, bude inverzni afi-
nita A~! transformovat elipsu &’ do kruznice k. Miizeme tedy
Fici, Ze afinnim obrazem elipsy je budto kruZnice nebo elipsa.

Obr. 4: Sdruzené pruméry elipsy

Dale poznamenejme, Ze libovolné dva kolmé priméry kruz-
nice k se vzhledem k vlastnostem afinity (%) pfevedou do sdruze-
nych pramérd elipsy k’.

Nyni se jiz mizeme vénovat bodovym konstrukcim elipsy, které
jsou zaloZeny na afinnim vztahu mezi kruznici a elipsou. Jako
prvni pripomeneme dobie znamou prickovou konstrukci elipsy.
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Prickova konstrukce elipsy

Uvazujme dva sdruzené prumeéry KL a M N elipsy e se stiedem S.
Ta je tedy vepsana do rovnobézniku, ktery mé strany rovnobézné
s uvedenymi priaméry a jehoz vrcholy oznacime U a V stejné jako
v obr. 5. Usecky SM a MV rozdélime na stejny pocet dilkti. Na
kazdé z téchto tisecek jsou dilky navzajem stejné dlouhé. Pritom
vsak velikost dilku na tusecce SM muze byt rtznd od velikosti
dilku na tisecce MV

Délici body na tseéce SM ozna¢me Pi, Py, Ps, ..., pfiemz
bod P; je nejblize bodu S. Podobné délici body na tsecce MV
ozna¢me @1, Q2,Q3, ... s tim, Zze bod @7 je nejblize bodu V.

Pak se poloptimky K P, a LQq, resp. KP> a LQo, resp. K P;
a LQs3, ... protinaji v bodech X7, X5, X3, ... elipsy.

Obr. 5: Body elipsy

Abychom uvedenou konstrukei zdiavodnili, vepiSeme do ¢tver-
ce, jehoz jeden vrchol oznacime V', kruznici k se stfedem S’, je-
jiz kolmé pruméry AB a C'D jsou stiedni pfi¢ky tohoto ¢tverce
(obr. 6).

Usecky S'C a C'V' nyni rozdélime na stejny pocet dilkt po-
moci délicich bodt Pj, P, Pi,--- € S'C a Q},Q5,Q%,--- € CV'.
Pfitom je bod P] nejblize bodu S’ a bod Q) nejblize bodu V’.

Uvazujme dva trojthelniky, a to AAS'Py a ABV'Q),, které
jsou shodné, nebot

o |AS'| = |BV’| = r (polomér kruznice k),

o |LAS'P)| = |£BV'Q%| = 90°,

o |S'P}| = [V'Q}| = Lr (obecné k-r, kde k € (0,1)).
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Je tedy [£S'APj| = |£V'BQ%| = .
V AAX)B je pak |[ZABX)| = 90° — .

Zbyvajici ZAX,B mé tudiz velikost 90° a AAX)B je pravo-
uhly. X} je bodem Thaletovy kruZnice k sestrojené nad priimé-
rem AB.

Nyni uvazujme afinitu, kterd kruznici k prevede do elipsy e.
Protoze afinita zachovéva incidenci, rovnobéznost a délici po-
mér, prevede se situace zobrazend v obr. 6 do situace nakres-
lené v obr. 5. Body X}, X4, X%, ... kruznice k pfejdou do bodi
X1, X9, X3, ... elipsy e.

Obr. 6: Body kruznice

Dale budeme uvazovat zvlastni pripad situace zobrazené na
obr. 5. Méjme elipsu e se stfedem S takovou, ze jeji hlavni osa
AB je dvojnasobkem vedlejsi osy C'D. Kolmé pruméry AB a CD
jsou specialnim pfipadem sdruzenych primeéru elipsy, ktera je pak
vepsana do obdélnika s jednim vrcholem oznacenym jako bod V'
(obr. 7).

Vidime, ze tsecky SC a C'V rozdélime na stejny pocet dilki.
Ziskdame délici body Py, Py, P3, --- € SC a Q1,Q2,Qs, --- € CV,
pri¢emz bod P; je nejblize bodu S a bod @1 nejblize bodu V.
Podle dokéazané prickové konstrukce elipsy se budou poloptimky
AP; a BQq, resp. APy a BQs, resp. AP; a BQs, ... protinat
v bodech X7, X5, X3, ... elipsy e.
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V souladu s obr. 7 ozna¢me |SP;| = d. Pak je |VQ1| = 2d.
Necht polopiimka AP; protind polopfimku BV v bodé Ti. Ze
stejnolehlosti se stfedem v bodé A plyne, ze |BTi| = 2d. Déle
uvazujme ¢tverec takovy, ze AB je jeho stfedni pticka. Pro jeho
vrchol V' bude platit, ze |BV'| = 2-|BV|. Ozna¢me R; priseéik
polopfimky BQ; se stranou ¢tverce s krajnim bodem V', ktera je
rovnobézna s AB. Ze stejnolehlosti se stiedem v bodé B vyplyva,
7e |[V'Ry| = 2|V Q1| = 4d. Pak se poloptimky ATy a BR; protinaji
v bodé X; elipsy e.

Muzeme tedy tvrdit, Ze body elipsy lze ziskat nasledovné:
vezméme &tverec se stiedni pfickou AB a vrcholem V. Usecku
BV’ rozdélme na urcity pocet dilkd, prvni délici bod ozna¢me T3.
Stranu &tverce rovnobéznou s AB s krajnim bodem V'’ rozdélme
na tentyz pocet dilki jako jsme délili BV, pfitom délka jednoho
dilku ted bude dvojnasobnd. Prvni délici bod zde oznaéme Rj.
Poloptimky AT} a BR; se budou protinat v bodé X elipsy. Ana-
logicky pro druhy délici bod atd. Tato konstrukce se nazyva rov-
nobéznikovd konstrukce elipsy.

s Ha Ry 4d V!

S Qs Quadly

Obr. 7: Rovnobéznikova konstrukce elipsy

Dale by nas mohlo zajimat, je-li mozné tuto konstrukci modi-

fikovat tak, abychom dostali také elipsu s jinym pomérem hlavni
a vedlejsi poloosy nez jenom § = %
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Necht je tedy dana elipsa e s hlavni poloosou a a vedlejsi poloo-
sou b, ktera je podobné jako v obr. 7 vepsdna do rovnobézniku s vr-
cholem V. Usecky SC a C'V rozdélme na n stejnych dilkt, velikost
jednoho dilku na tsecce SC pak bude % a na tsecce C'V bude 2.
Z bodu A promitneme dilky z tise¢ky SC na polopfimku BV. Tim
se jejich velikost zdvojnasobi na hodnotu %b.

Nyni pomoci podobnosti s koeficientem k = ¢ zvétsime délku b
na délku a, ¢imz se jedna polovina strany rovnobéznika BV o dél-
ce b protdhne na jednu polovinu strany ¢tverce BV’ s délkou a.

Velikost dilku  na tiseCce C'V' se promitdnim z bodu B na
rovnobézku s C'V prochazejici bodem V' zvétsi na hodnotu k- =

a (l_(l2

b 'n~ bn”

Na tiseéce BV’ délky a ndm musi vzniknout n dilki, pfidem?
velikost jednoho dilku je %b.

Stejné tak na rovnobéZce s CV s krajnim bodem V' o délce 2a
2
mé vzniknout n dilkt, velikost jednoho dilku je nyni 7—. V obou
ptipadech ziskdme stejny vysledek, a to:

a 2a
E—n ?:n
n bn
an 2abn
27)_” a? ="
a 2b
— =1 — =1
2b a
a 2 b 1
b 1 a 2

Vidime tedy, ze rovnobéznikovou konstrukci lze ziskat pouze
elipsu, kterda ma délku hlavni poloosy a dvojnasobnou nez délku
vedlejsi poloosy b.

Spravnost rovnobéznikové konstrukee elipsy lze zdtvodnit také
primym dukazem, coz nyni provedeme.
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Rovnobéznikova konstrukce elipsy — parallelo-
gram method

Tuto konstrukci lze najit v [5], bézné Ceské ucebnice geometrie ji
neuvadéji.

Obr. 8: Konstrukce bodu elipsy

Necht je dén ¢étverec, jehoz stfedni pficky jsou usecky AB
a CD, jeho vrcholy ozna¢me E a H (obr. 8). Rozdélme tsecku BE
na uréity pocet dilki, tsecku FH (dvojnasobné délky) rozdélme
na dvojnasobny pocet dilkii. Velikost jednoho dilku na tseéce BE
i EH je tedy stejna. Ozna¢me jako bod F' k-tj dilek na tiseéce BE,
2k-ty dilek na tseéce FH ozna¢me jako bod G. Jestlize |BF| = d,
pak |EG| = 2d. Plati, Ze bod K, ktery sestrojime jako priisecik
polopiimek AF a BG, je bodem elipsy s hlavni osou AB a vedlejsi
osou, jejiz délka je rovna poloviné délky tsecky CD.

Abychom ukézali pravdivost tohoto tvrzeni, sestrojme nad
priumérem AB kruZnici k. Na tise¢ce BE zvolme bod F', pfi¢em?
ozna¢me |BF| = 2d. Déle zvolme na use¢ce EC bod G tak, aby
|[EG| = d. Ukdzeme, Ze bod K, ktery je prtsecikem polopfimek
AF a BG, leZi na kruznici k (obr. 9).

Uvazujme dva podobné pravouhlé trojahelniky, a to AABF
a ABEG.
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Pro AABF plati:
|AB| = 2r, |ZABF| =90°, |BF| = 2d.
Pro ABEG plati:
|BE| =r, |£BEG| =90°, |[EG| = d.
Tyto trojihelniky jsou podobné s koeficientem podobnosti k =
=1/2. Pak je |£BAF| = |ZEBG| = a, déle je |ZABG| = 90° —q..
V AAKB ma thel pfi vrcholu K velikost 90°. Bod K tedy
lezi na kruznici sestrojené nad primérem AB.

—~

Obr. 9: Body na kruznici

Nyni uvazujme afinitu, kterd prevede kruznici k£ do elipsy e.
Osou afinity je <> AB, smér afinity je na ni kolmy. Afinita pfevede
polomer SC kruznice k do vedlejsi poloosy ehpsy SCodélceb =T
(obr. 10). Charakteristika afinity je tedy k = 5

Bod K|z, y| kruznice k prejde do bodu K[z, 5] elipsy e, coZ pro
aplnost ovérime vypoétem

Bod K splnuje vztah 22+y% = r2, bod K by mél vyhovovat rov-
nici elipsy 25 + ¥z = 1. Jestlize uzijeme vztah b = 7 a dosadime-li
do jeji levé strany za proménné x a y souradnlce bodu K, bude jeji

4 2,,2 2
prava strana skutecné rovna 1, nebot % -+ 32;4 =24y ==

Nyni zavedme nésledujici (iznacenl. Necht bod L je kolmym
prumétem bodu K, resp. bodu K na stranu AB a bod N je kolmym
prumétem bodu K na stranu BE.
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TR
2d

Obr. 10: Afinita mezi kruznici a elipsou

Necht je dale bod F priise¢ikem polopiimky AK s tsetkou BE
a bod G priiseéikem polopiimek BK a EC.

Nakonec ozna¢me bod M priiseéik polopiimky BK s polopiim-
kou NK.

Usetky LK a BF jsou vzajemné rovnobé&zné, pricemz |LK| =
= 1|LK|. Ve stejnolehlosti se stfedem v bodé A bude tedy také
|BF| = %|BF|, coZ znamena, ze |BF| = d.

Z rovnobéznosti useéek LK a BF vidime, ze |LB| = |KN]|.

Dale plati, ze AKLB = AK KM, nebot oba maji stejny tihel
pfi vrcholu K, jsou pravouhlé a [KL| = |[KK].

Takze |LB| = |KM]|, a tedy |KN| = |[KM|. Neboli [NK| =
~ 3|Na).

Usecky NM a EG jsou vzajemné rovnobézné, ve stejnolehlosti
se stfedem v bodé B bude také |EG| = 3|EG|. Tedy |EG| = 2d.

Bod K elipsy ur¢ime nésledovné:
e od bodu B vyneseme na stranu BFE zvolenou délku d <
<|BE|, ¢&mz ziskdme bod F,
e od bodu E vyneseme na — EC délku 2d, tim vznikne bod G,
e bod elipsy K = - AF N — BG.
Jedna se tedy o postup, ktery jsme popsali v tvodnim odstavci.
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Jako tfeti uvedu konstrukci, kterd se v bézné literatufe ani na
internetu neuvadi. Nicméné jeji diikkaz je p€knou tilohou z plani-
metrie.

Bodova konstrukce elipsy zaloZzena na afinité
mezi kruznici a elipsou

Obr. 11: Body elipsy

Necht jsou zaddny dva sdruzené priuméry elipsy KL a MN
protinajici se ve sttedu S elipsy. Usecky SM a KM rozdélme na
stejny pocet dilkd. Délici body na tseéce SM oznacme P, Ps,
Ps, ..., délici body na tseéce KM oznacme @1, Q2,Qs3, . ..

Na obr. 11 vidime, ze se poloptimky LP; a N@Q, resp. LP;
a NQs, resp. LP3 a NQs3, ... protinaji v bodech X7, X5, X3, ...
elipsy.

Abychom ukézali platnost tohoto tvrzeni, uvazujme kruznici k
se stfedem S, kterd méa dva kolmé praméry AB a CD. Usecky
SC a AC rozdélme na stejny pocet dilka. Délici body na tsecce
SC ozna¢me Pj, Py, Pj, ..., délici body na tseéce AC ozna¢me

1, Qh,Q%, ... (obr. 12). Potom se polopiimky BP] a D@, resp.
BPj) a DQ}, resp. BP; a DQ4, ... protinaji v bodech X7, X},
X4, ... kruznice k.

Ze stejnolehlosti se stfedem v bodé C' plyne, ze usecky PjQ,
PjQ%, PiQ%, . .. jsou vzéjemné rovnobézné a jsou také rovnobézné
s useckou SA.
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Obr. 12: Body kruznice

V souladu s obr. 12 si zvolime bod Pj ve stfedu usecky SC,
bod @ je pak stfedem tusetky AC. Nyni oznaéme o =
= |£SBPj|. Dale nechf je bod X} prise¢ikem poloptimek BP;
a DQY. Vzhledem k rovnobéznosti tsecek SB a PjQ), je také
[£Q P X5| = o

Nyni dokdzeme, ze bod X} lezi na kruznici k. V pravouhlém
AQ4LPD oznacme B = |£Q4LDP)|. Pak je |£DQ4HPy| = 90° — 5.

Déle se podivejme na APSQ4, X5, /PyQ%4 X} mé velikost 180° —
— |[£DQ4P;| = 180° — (90° — B) = 90° + 3. Velikost zbyvajiciho
tfettho ZPX,Q%5 v APQ5X) je rovna 180° — v — (90° + 8) =
=90° —a— 6.

Nésledné si prohlédnéme dva trojuhelniky, a to ABSP;
a ADAQY5, které jsou vzajemné podobné podle véty sus, protoze:

e ABSP) méa pravy dhel pti vrcholu S,

ADAQ), mé pravy thel pfi vrcholu A,
(jednd se o bod na Thaletové kruznici nad pramérem CD),

e v ABSPj je |BS| =r (polomér kruznice k),

v ADAQ) je |[DA| = 2 = V12 + 12 = r\/2,

e v ABSP} je |SPs| = ir (obecné k-r, kde k € (0,1)),

v ADAQ} je |AQ}| = sz (obecné k-z).

[N
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Bude tedy platit, ze |ZSBPj| = |[ZADQ}| = .

Protoze je |ZADC)| souétem |LADQ4| a |£Q45DCY, jenz je to-
tozny s |[£ZQLDPL| = B, vychézi, ze |LADC| = a+ 3 = 45°, nebot
ACAD je pravouhly a rovnoramenny s uhly 45°,90°,45°.

Kdyz se vratime zpatky k APjQ% X}, miizeme Fici, ze velikost
/Py X5Q%, ktery splyvas ZBX, D, je 90°—a—8 = 90°—45° = 45°.

—~

Zavérem uvazujme oblouk BD kruZnice k. Stfedovy thel (tj.
ZBSD), ktery pfislusi tomuto oblouku, ma velikost 90°. Sou-
casné kazdy obvodovy tthel musi mit velikost 45°. A protoze je
|£BX,D| = 45°, jedna se o obvodovy thel patfici k oblouku BD
kruznice k. MtZeme tedy s jistotou tvrdit, Ze bod X} lezi na kruz-
nici k.

Nakonec provedeme afinni transformaci kruznice k do elipsy e.
7 vlastnosti afinity mezi kruZnici a elipsou vyplyvéa, Ze se situace
zakreslend v obr. 12 afinnim zobrazenim pievede na situaci zob-
razenou v obr. 11.

Body X7, X%, X34, .. lezici na kruznici k pfejdou do bodi X,
Xo, X3,...elipsy e.

Mezi bodové konstrukce elipsy, které vyuzivaji afinniho vztahu
mezi kruznici a elipsou, bychom mohli také zaradit trojuhelnikovou
konstrukci elipsy.

Trojuhelnikova konstrukce elipsy

Uvazujme dva kolmé pruméry elipsy AB a CD. Sestrojme kruz-
nice k1 a ko takové, Ze tisecka AB je prumeérem kruzZnice ki a isec-
ka C'D je primérem kruznice k.

Nyni zvolme libovolnou polopfimku p s krajnim bodem ve
stfedu S elipsy, ktera neni totoZzna s osami elipsy. Ta vytind na
kruznici k1 bod K7 a na kruznici ky bod K». Plati, Ze rovnobézka
s CD vedenéd bodem K; se protne s rovnobézkou s AB vedenou
bodem K, v pruseéiku X, ktery lezi na elipse e (obr. 13). Analo-
gicky ziskdme dalsi bod Y elipsy pomoci bodi L; € k1 a Lo € ko.

Abychom ovérili pravdivost této konstrukce, uvazujme kolmou
afinitu A s osou 0 = <> AB, ktera ptevadi kruznici k; do elipsy e.
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Obr. 13: Trojuhelnikova konstrukce elipsy

Pro tplnost ozna¢me C’ a D’ krajni body priiméru kruZnice k1,
jenZ je kolmy na AB. V afinité A tedy C' — C a D' — D.

Pro charakter_is;ciku této afinity plati, Ze @ = k- 3—8’ , takze
5C| = [k - |SC.

Protoze kK > 0, bude b=k - a, tedy k = g.

Nyni ovérime, ze aplikaci charakteristiky £ na bod K; kruz-
nice ky ziskdme pravé bod X, ktery proto musi leZzet na elipse e.
Ozna¢me X patu kolmice K7 X na osu o. Vzhledem k rovnobéz-
nosti tsecek Ko X a SXj jsou AK K> X a AK15X, podobné. Je
tedy

[ XoX| _ [SKa| _ b _
|X0K1| |SK1| a ’

odkud vzhledem ke k£ > 0 mtzZeme vyvodit, Ze m =k -XoK;.
Bod X je proto bodem elipsy.

7 trojuhelnikové konstrukce se jiz daji snadno odvodit obé
prouzkové konstrukce elipsy — souctova a rozdilova. Umoznuji nam
sestrojit elipsu, jestlize zname budto jeji hlavni nebo vedlejsi vr-
choly a dale obecny bod M. Tyto konstrukce jsou dobre znamé
a jsou zfejmé z obr. 14, proto je nebudeme podrobnéji popisovat.
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Obr. 14: Prouzkové konstrukce elipsy

Jejich souvislost s trojithelnikovou konstrukei znazoriiuje obr. 15.

Obr. 15: Vztah mezi trojihelnikovou konstrukei a prouzkovymi
konstrukcemi elipsy

Vedme bodem X rovnobézku s polopfimkou S K7, kterd protne
hlavni a vedlejsi osu elipsy v bodech P a Ps.
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Protoze jsou vektory 5731 a K;X totozné, bude |SKs| = | X Py |
=b. — —

Podobné z rovnosti vektorat SP, a K1 X vyplyvé, ze |SK;|
= ‘XP2| = a.

Tim jsme ukazali platnost rozdilové prouzkové konstrukce elipsy.

Déle bodem Y elipsy vedme rovnobézku s poloptimkou SLq,
¢imz vzniknou na osach elipsy pruseciky @1 a Q2. Oznacme Y
patu kolmice na ose 01 vedenou z bodu Y. Bud a = [ZQ1YY)|.
Pak je |£Q1Y La| = 90° — a.

Nyni oto¢ime bod Q1 podle stiedu Y do bodu @} € 0; o thel
2. Také bod Q2 oto¢ime podle stiedu Y do bodu @ € 0s 0 tihel
2(90° — ). Celkovy ZQ}Y Q) ma velikost 180° a body @7, Y a Q)
lezi v jedné piimce.

Je tedy [YQi| = [YQ1] = |SL2| = b, resp. [Y Q5| = |[Y Q2| =
= ‘SL1| = a.
Timto jsme odvodili souctovou prouzkovou konstrukeci.

Zavérem poznamenejme, ze z trojuhelnikové konstrukce elipsy
je dale mozné odvodit Rytzovu konstrukci, kterd ze sdruzenych
prumért elipsy umoznuje zkonstruovat jeji kolmé priimeéry. Zde ji
vSak uz nebudeme uvadét, protoze je velmi dobfe zndma, a také
jilze i s diikazem najit v literatufe nebo na internetu.
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Abstract

Definition of affinity in a plane and its properties. Ellipse as an
image of a circle in different types of affinity in a plane. The cross-
-piece construction of an ellipse and its relationship to the paral-
lelogram method. Construction of an ellipse based on affinity be-
tween a circle and an ellipse which is different from the cross-piece
construction. The draftman’s method and the trammel method of
ellipse construction and their relationship.
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