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VYUZITI ELIMINACE KVANTIFIKATORU
V RESENI JEDNODUCHYCH
OPTIMALIZACNICH ULOH

L. Honzik, J. Hora, M. KASPAROVA

Uvod

Reseni slovnich tloh je jednou z dilezitych dovednosti ucitel za-
kladnich i stfednich skol. Z tohoto divodu je do studijniho planu
uditelstvi matematiky pro 2. stupenn ZS na Fakulté pedagogické
ZCU zafazen povinny kurz Metody Feseni matematickych tiloh 3,
v némz se nasi studenti sezndmi s riiznymi zptisoby Feseni slovnich
aloh.

Kromé znamych dloh o pohybu, o smésich a o spolecné praci
v seminafich narazi i na jednoduché optimaliza¢ni tlohy, které
jsou spise jistou nadstavbou a zaci zékladnich a stifednich Skol
se s nimi setkaji spiSe v zdjmovych matematickych krouzcich nez
pfimo v hodindch matematiky. Jako pfiklad takové tlohy muzeme
uvést toto zadani:

Piiklad

Do nové haly podniku se porizuji dva typy stroji, na stroji typu I
se za sménu vyrobi 50 vyrobku A, kazdy za 100 korun, na stroji
typu II se za sménu vyrobi 90 vyrobkid B po 90 korunach za kus.
Jejich provoz je vSak limitovan poctem pracovniki, kterych mutze
byt maximalné 100, pficemz kazdy stroj typu I potfebuje k ob-
sluze 1 pracovnika a kazdy stroj typu II potfebuje 2 pracovniky.
Navic hala je dimenzovana na provoz stroju s maximalnim celko-
vym prikonem 1200 kW, pficemz kazdy stroj typu I i II potiebuje
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k provozu piikon 20 kW. Urcete, jak ma vedeni spole¢nosti nakou-
pit jednotlivé typy strojl, aby podnik mél z nové haly co nejvétsi
zisky. (Podobné tlohy viz Rie¢an a kol., 1987.)

Je ziejmé, Ze ve své podstaté ptijde o hledani extrému (v tomto
pfipadé maxima) jisté funkce vice proménnych p¥i dodrzeni néko-
lika vazebnich podminek.

Nastin resSeni
Za prvé je nutné sestavit ucelovou funkci, jejiz maximum bu-
deme hledat. Ozna¢me neznidmou z pocet stroju typu I, y pocet
stroja II. Potom pro celkovy zisk jedné smény plati

f(z,y) =50-100- 24 90-90 - y = 5000z + 8 100y.

Zaroveti musi byt splnény podminky 0 < z, 0 < y (pocty stroji
nemohou byt zdporné), x + 2y < 100 (max. pocet pracovniki je
100) a 20z + 20y < 1200 (max. piikon v hale), jejichZ prinikem je

v grafickém znézornéni ¢tyfuhelnik ABCD na obrazku 1. V této
oblasti pak hleddme maximum funkce f(x,y).
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Obr. 1: Podminkami vymezena oblast
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Vzhledem k tomu, Ze dana funkce je linearni v obou promén-
nych, mohou nastat 3 pfipady: funkce je konstantni a zadny ex-
trém nema, pak jsou feSenim vsechny body s celociselnymi sourad-
nicemi [z, y] z vymezené oblasti, pfipadné se jednd o vSechny body
s celoc¢iselnymi soufadnicemi lezici na jedné z hran ctyruhelniku
anebo je maximum v nékterém z vrcholu A, B, C' ¢i D, pokud maji
celoc¢iselné soufadnice, nebo v jeho tésné blizkosti. Ktera z téchto
t¥i variant nastane, je jiz jen otazkou dosazeni soutadnic vrchold
a nasledného vyvozeni zavéru.

Z tohoto pohledu neni feSeni jednoduchych optimaliza¢nich
uloh nikterak slozité, je vsak mozné, ze se v tcelové funkci ob-
jevi vice proménnych ve vyssich mocninach. V takovém pfipadé
by jiz nalezeni extrému nebylo triviadlni zalezitosti. Navic je také
lepsi mit k dispozici vice moznych pristupt a metod feSeni, které
pak v kombinaci nabizi i ur¢itou kontrolu spravnosti vysledku.

Jednou z takovych metod mutze byt i vyuziti n€kterého z pro-
grami pocitacové algebry, jez zvladaji eliminaci kvantifikdtort
(napf. Wolfram Mathematica pracujici pod systémem MS Win-
dows), ¢ pfimo specidlnich aplikaci (program QEPCAD pro sys-
tém Linux). (Brown, 2002; Wolfram Research, 2012)

Eliminace kvantifikatoru

Eliminace kvantifikatord je pomérné mladou problematikou na po-
mezi matematiky, logiky a vypocetni techniky, jejiz pocatky spa-
daji do prvni poloviny 20. stoleti. Tehdy se ji zabyval vyznamny
polsky logik a matematik Alfred Tarski, ktery vsak pies nemalé
aspéchy nepocital s jejim vyuzitim v bézné praxi, a to z diivodu
jejl nadmérné vypocetni slozitosti. Zlom nastal az ve druhé po-
loviné 20. stoleti s prichodem vykonnéjsich pocitaci a objevenim
metody cylindrické algebraické dekompozice (CAD) matematikem
Georgem E. Collinsem.

V zasadé se jednd o to, ze mame-li zadanu kvantifikovanou for-
muli obsahujici polynomiélni rovnice a nerovnice, je mozné tuto
formuli zapsat také pomoci ekvivalentni formule bez kvantifika-
tori, kterd byva jednodussi, nebot obsahuje pouze volné (nekvan-
tifikované) proménné z formule pivodni. Vzhledem k tomu, Ze
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velka ¢ast matematickych problémi se d& popsat pravé polyno-
mialnimi rovnicemi a nerovnicemi, naskyta se pro eliminaci kvan-
tifikdtorti Siroké pole vyuzitelnosti (mezi jinymi jmenujme FeSeni
soustav rovnic a nerovnic vcetné téch s parametry, vySetfovani
pribéhi funkei, pocitani funkénich limit, hledani prisecika velké
fady kfivek, dokazovani nékterych t¥id matematickych vét).

Cylindricka algebraicka dekompozice

Zékladni myslenkou CAD je rozdéleni n-rozmérného prostoru R",
v némz se zadanou kvantifikovanou formuli pracujeme, na konecény
pocet disjunktnich oblasti, tzv. bunék (cells). V nich pak mizZeme
pomoci vhodné zvolenych bodt — vzorki (samples) jednoduse
ovéfit, zda je dané tvrzeni (rovnice, nerovnice, soustava) v celé
prislusné burice pravdivé, ¢i ne. Pritom je ovSem nutné zajistit,
aby pro kazdou bunku rozkladu platilo, ze kazdy polynom formule
ma pii dosazeni libovolného bodu bunky pouze kladnou, zapornou
anebo nulovou hodnotu. Obecné neni tato podminka samoziejm4,
ale v pfipadé polynomialnich rovnic a nerovnic je naplnéna. Ukaz-
me provedeni CAD na soustavé nerovnic.

Priklad
Provedte CAD na soustavé dvou nerovnic

2+ —4<0,
r—y*+1<0.

Z lidského hlediska si miizeme rozklad predstavit jako roz-
déleni roviny podle pfislusnych kiivek, v tomto konkrétnim pii-
padé podle kruznice 22 + y? — 4 = 0 a paraboly  —y> + 1 = 0.
Pritom jednou oblasti bude vnéjsek kruznice a zaroven vnéjsek pa-
raboly, dalsi buiitkou je samotna kiivka kruznice a vnéjsek para-
boly, nasledovala by oblast vnitiku kruznice a vnéjsku paraboly,
atd. Takovyto pristup miize byt vcelku krkolomny a pfi véts$im
mnozstvi vyskytnuvsich se kfivek je pravdépodobné, ze néktera
z bunék muze byt jednoduse opomenuta.

Z toho duvodu je lepsi postupovat trochu vice formalnim zpi-
sobem, kdy 1ze rozklad provést zavedenim pfimek kolmych k jedné
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z os soustavy (pro tento piiklad predpokladdejme kolmice k ose x)
a to tak, aby tyto kolmice prochézely nulovymi body (¢ili pri-
seCiky kiivek s osou z) a body obrati jednotlivych zadanych k¥i-
vek (kolmice tedy budou tvofit teény jednotlivych kiivek), jako
i jejich spole¢nymi priiseéiky. Tim dostaneme rozklad D = (D;,
Dy, ..., Dy), ktery vidime na obr 2.

D, 3 D;
)4 D5

-
N

D, 7
=

Ds

-3

Obr. 2: Rozklad D prostoru R?

Upfesnéme jesté, ze oblasti Dy, D3, D5, D7 a Dg se nazy-
vaji sektory (sectors) a oblasti Dy, D4, Dg a Dg jsou tzv. sekce
(sections). V kazdé z oblasti pak provedeme rozklad jesté jednou,
pfi¢emz v sekcich budou vysledkem izolované body (priseciky kii-
vek a body obrati) a usecky ¢ polopfimky (oddélené od sebe
pravé témito izolovanymi body), v sektorech pak probéhne roz-
klad podle prislusnych c¢asti kiivek.

Ve vzniklych bunkach poté vhodné zvolime testovaci body. Na
obr 3 jiz vidime tyto testovaci body vcetné oznacenych, u nichz
bylo dosazenim ovéfeno, zZe fesi zadanou soustavu nerovnic.

Kompletnim fesenim je pak sjednoceni vsech bunék obsahuji-
cich takto oznacené testovaci body.
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Obr. 4: Grafické znazornéni reseni

Takto jednoduse za pomoci grafického znazornéni jsme mohli
rozklad ilustrovat diky tomu, Ze se pohybujeme ve dvourozmér-
ném prostoru R? a zadané nerovnosti nebyly piilis slozité. Obecné
v8ak lze prostfednictvim pocitace provadét rozklad a eliminaci
kvantifikdtort v n-rozmérném prostoru R™, pfi¢emz tento postup
je dobfe algoritmizovatelny. Sklada se ze tfi oddélenych fazi, a to
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projekéni faze, konstrukce hald a konstrukce vystupni formule.

V projekéni fazi se nejprve vytvoii tzv. projekéni mnozina,
ktera popisuje rozklad prostoru vSech proménnych vyskytujicich
se ve vstupni kvantifikované formuli. V dalsi fazi konstrukce hald
je na zakladé projekéni mnoziny vytvofena mnozina vzorkd jed-
notlivych bunék rozkladu (v podstaté se jednd o konstrukci stro-
mové struktury celého rozkladu, pricemz jeji koncové uzly kore-
sponduji s jednotlivymi bunikami rozkladu, resp. zvolenymi tes-
tovacimi body) a koneéné v posledni fazi konstrukce vystupni
formule je podle pravdivosti pfi dosazeni vzorku zkonstruovana
vystupni formule.

Podrobnéjsi informace véetné nékolika vylepseni algoritmu mo-
hou zdjemci nalézt v (Arnon, 1982), (Dupacovd, 1982).

Vyuziti eliminace kvantifikatort v feseni prikladu

Podivejme se nyni, jakym zpisobem jde eliminaci kvantifikatora
uzit k nalezeni feSeni nasi optimaliza¢ni tlohy. Nejprve je nutné
sestrojit matematickou formuli popisujici zadany problém.

Hleddme maximum uéelové funkce f(x,y), proto predpokla-
dejme, 7e existuje né&jaky bod [zg,yo], pro néjz plati nerovnost
f(xo,y0) > f(x,y) pro vSechny body [z, y] v oblasti omezené pod-
minkami.

Potom 1ze cely problém, po kraceni v nékterych nerovnostech
popisujicich vazebni podminky, vyjadfit formuli

(3[$05y0]5 Zo Z Oa Yo Z 0) Zo +2y0 S 100a Zo +y0 S 60)
(V[z,y], >0, y >0, z+2y <100,z +y < 60) :
50xg + 8lyp > 50z + 81y.

Jak jsme se jiz zminili, vystupem eliminace kvantifikatort je
formule ekvivalentni s formuli ptivodni, kterd obsahuje jen volné
proménné.

Zadejme do programu Mathematica piikaz ve tvaru
Resolve[Exists[{x0, y0}, x0>0 && y0>0 && x0+2y0<100

&& x0+y0<60, ForAll[{x, y}, x>0 && y>0 && x+2y<
<100 && x+y<60, 50x0+81y0<50x+81y]]],
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kde Resolve|] je pfikazem pro provedeni eliminace kvantifikatort
a zapisy Exists[] a For All[] zastupuji existenéni a obecny kvanti-
fikdtor. Odpovéd programu je True, coZ reprezentuje vysledek eli-
minace kvantifikitord majici tvar ve smyslu rovnosti 0 = 0. Z toho
vyplyvd, Ze n&jaké maximum ucelové funkce f(z,y) na vymezené
oblasti opravdu existuje.

Cilem ale nebylo zjistit, zda je tloha FesSitelna, ale jeji feSeni
pfimo nalézt. Toho docilime jednoduchou tpravou formule a za-
daného prikazu, a sice vypusténim tfeba proménné z(, resp. x0,
z mnoziny kvantifikovanych proménnych. Podle vyse uvedeného
bude nova vystupni formule obsahovat pouze volné proménné,
v tomto pfipadé proménnou xg (obdobné lze vypustit i yg, resp.
y0, vystupni formule pak bude obsahovat pouze proménnou yg).

Na ptikaz

Resolve[Exists[y0, x0>0 && y0>0 && x0+42y0<100 &&
x0+y0<60, ForAll[{x, y}, x>0 && y>0 && x+2y<100
&& x+y<60, 50x0+81y0 >50x+81y]]]

program odpovi vypsanim zpravy
x0 € Reals && 20 + x0 == 0.

Piepsanim do piehlednéjsiho tvaru zy = 20 dostavame z-ovou
soufadnici hledaného maxima [zg, yo].

Po dopo¢itani y-ové soufadnice pak jiz vime, Ze [rg,yo] =
= [20,40], a miZzeme tedy napsat odpovéd slovni tlohy: Nejvétsich
zisk@t bude dosazeno pfi porizeni 20 stroji typu I a 40 stroja
typu II, celkovy zisk za jednu sménu bude 424 000 korun.

Obdobné jednoduse mtzeme k celému procesu pouzit i apli-
kaci QEPCAD. Ta je na rozdil od programu Mathematica pfimo
urcena k provadéni eliminace kvantifikator.

Pfi zadavani vstupni formule zde ale nelze omezujici podminky
zapsat pfimo a je nutné zvolit trochu jiny pfistup. Vstupni formule
tentokrat bude ve tvaru implikace
(Vo,y) : (2o =0 A 5o >0 A 20+ 2yp <100 A 2o + yo < 60 A

ANx>0Ay>0 A z+2y<100 A z+y <60) =
= (5070 + 81y > 50z + 81y),
vystupni formule je pak
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Yyo+x90—60>0 V 2ys+29—100>0 V ¢ <0 V g <0V
V (2yo + 20 — 100 =0 A o+ xo — 60 = 0).

Na prvni pohled sice tato vystupni formule vypada slozité,
nicméné je tfeba si uvédomit, Ze vstupni formule byla ve tvaru
implikace a ta je pravdiva i v pfipadé nepravdivého predpokladu,
kterému odpovida disjunkce nerovnic

To+ Yo >60 V xp+2yp > 100 V 29 <0 V yo <O0.
Zajimat nas tak bude soustava dvou zbyvajicich rovnic

To + 2y0 = 100,
To + Yo = 607

jejimz feSenim je, stejné jako v predchozim p¥ipadé, bod o sou-
fadnicich [zg, yo] = [20, 40].

Dalsi priklady

Obdobnym zptsobem lze eliminaci kvantifikdtora k feSeni zadané
ulohy pouzit i pfi vysetfovani nékterych vlastnosti funkci, napti-
klad omezenosti funkce, jejich extrémt ¢i limit. Pokusme se takto
zjistit potfebné informace o konkrétnich funkcich.

Priklad
Zjistéte, zda je funkce

flz,y)=22"+y* —2y+5

omezena. Pokud je funkce omezena, urcete funkéni hodnotu a hod-
noty nezavisle proménnych v prislusnych extrémech.

Zadana funkce popisuje paraboloid, pfi¢emz pfi hledani jeho
extrému by se obecné uplatnil diferencidlni pocet. V pripadé elimi-
nace kvantifikatori vSak vystacime s popsanim daného problému
prislusnou formuli a jejim naslednym zjednodusenim.
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Pokud je funkce omezend shora, musi nutné platit tvrzeni za-
psané do formule

(BK)(V[z,y]) : 22 +y* =2y +5 < K.
V prepisu pro program Mathematica vypada pfikaz takto
Resolve[Exists[K, ForAll[{x, y}, 2x*+ y?— 2y + 5 < K]]].
Vystup pfikazu je False, dana formule tedy neni pravdiva, z ce-

hoz plyne, ze funkce neni shora omezena a nemé ani maximum.
Naproti tomu podobnéa formule

(3K)(V[z,y]) : 22° +y* — 2y + 5 > K,

tykajici se omezenosti zdola, jiz pravdiva je. Uzivatel na pocita-
covy prikaz

Resolve[Exists[K, ForAll [{x, y}, 2x*+ y?— 2y + 5 > K]]]
dostava odpovéd True. Funkce je zdola omezend a existuje tak

i jeji minimum, jeho hodnotu je ale nutné podrobit dalsimu zkou-
mani. Pozménénim predpisu do tvaru

Resolve[ForAll[{x, y}, 2x?+ y*— 2y + 5 > K]|,

jenz odpovida formuli
(Vz,y)) 1222 + 9> =2y + 5 > K,

se z proménné K stala proménné nekvantifikovana. Po provedeni
eliminace kvantifikatorti pak ztstane ve vystupni formuli zacho-
véna a bude moZné zjistit jeji hodnotu. Odpovéd poéitace po za-
déani zminéného piikazu je

K € Reals && 4 + K < 0

a lze z ni vyvodit funkéni hodnotu minima f,;, = 4.

Nalezeni hodnot nezavisle proménnych prinalezejicich hleda-
nému minimu nakonec docilime jednoduchym trikem, kdy ve for-
muli nahradime proménnou K vyrazem 2x3 +y2 —2yo+5. Formule
je nyni ve tvaru

(Vo)) s 22% +9° =2y +5 > 228 + 4§ — 20+ 5
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a v podstaté Fika, Ze lze najit takovou usporadanou dvojici [xg, yol,
jejiz funkéni hodnota je mensi nebo rovna funkénim hodnotam li-
bovolné jiné usporddané dvojice [z, y]. Pocitac tentokrat na piikaz

Resolve[ForAll[{x,y},2x%+y2—2y+5;=2x0%+y02—2y0+5]]
odpovi formuli bez kvantifikatora
x0 € Reals && y0 > 0 && 2x0%2-2y0 + y02 < 1.

Hled4me tak feSeni nerovnice 222 + y2 — 2yo < 1, kterd vSak po
doplnéni na ¢tverec prejde do tvaru 2x3 + (yo — 1)? > 0. Jejim
feSenim pii dodrzeni podminek =g € R a yy > 0 je usporadana
dvojice [0, 1].

Mizeme konstatovat, ze funkce f(z,y) ma minimum v bodé
o soufadnicich [0, 1] a jeho funkéni hodnota je 4.

Priklad

Urcete limitu funkce f(z) = g’;;% pro x — +oo.

Zadana uloha je pomérné jednoduchd, nicméné mize poslou-
zit k ilustraci netradi¢niho pfistupu hledani feseni. Tradi¢né by se
pii zjisfovani hodnoty limity v takovémto pfipadé uplatnilo vyty-
kéani nejvyssi spolecné mocniny z citatele a jmenovatele, kraceni
a nasledné ,dosazeni“. Pti eliminaci kvantifikdtori misto toho vy-
uzijeme pfimo definici limity funkce, ktera sama o sobé je kvanti-
fikovanou formuli.

Obecné pro libovolnou funkei f(x) a jeji limitu a = 1i_>m f(x)

plati tvrzeni
(Ve > 0)(3xo € R)(Vx > z0) :a—e < f(z) <a +e.

S prihlédnutim k tomu, zZe limita v této konkrétni dloze vyjde

jednoduse %, milzeme zapis upravit jako

(Ve > 0)(Jzo € R)(Vo > x0) : 3 —e < gfc;é <2+e.

Pocitacovy prikaz pak bude ve tvaru

Resolve[ForAll[e, ¢ > 0, Exists [x0, x0 € Reals, ForAll [x,
x > x0, 5/3—¢ < (5x—1)/(3x+2) > 5/3+¢ ]]]]
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a odpovéd programu zni True, jednd se tedy o potvrzeni skutec-
nosti, ze tvrzeni je pravdivé.

Kromeé potvrzeni predpokladané hodnoty limity je navic mozné
ji nechat i pfimo spocitat, v takovém pripadé staci nahradit v za-
pisu hodnotu % proménnou a a nechat program eliminovat kvan-
tifikatory ve formuli

(Ve >0)(Fzo € R)(Vr > x0) ta—e < gi;% <a +e.

Pocita¢ na prislusny prikaz odpovi pfimo vycislenim nekvantifi-
kované proménné a == 5/3.

V tuto chvili je v8ak potfeba pfiznat, Zze ur¢ovani limit funkci
je takovymto zptisobem mirné krkolomné. Eliminace kvantifika-
tort prostfednictvim CAD totiz funguje bez problému predevsim
u formuli obsahujicich polynomidlni ¢i racionalné lomené vyrazy,
u nichz lze k vysledku dojit podstatné jednoduseji tradi¢ni ces-
tou. Naproti tomu u vyrazi slozitéjsich (obsahujicich naptiklad
goniometrické ¢i logaritmické funkce) ¢asto selhava, a prestoze na-
priklad program Mathematica si s nimi prostfednictvim ptikazu
cesy nez cylindricka algebraicka dekompozice. I pies tento nedo-
statek 1ze zminénou tlohu pfijmout jako priklad motivac¢ni, uka-
zujici zaktm zajimavy zpusob FeSeni.

Zavér

Ctenére jisté napadne, Ze eliminace kvantifikdtorti vyuzita pred-
stavenymi zptsoby by se dala pfirovnat k tzv. éerné skfince; uzi-
vatel jednoduse napise ptikaz a bez jakyjchkoliv znalosti o zptisobu
vypoctu mu program rovnou vypise vysledek. Je vSak tfeba mit na
pameéti, ze situace tak jednoducha neni. Uzivani zminéného zpu-
sobu feseni uloh klade na uzivatele pomérné vysoké naroky, a to
konkrétné co se tyce jeho schopnosti formulace problému (vstupni
kvantifikovana formule musi byt sestavena precizné), interpretace
ziskanych odpovédi (i pfes zjednoduseni nemusi byt vystupni for-
mule bez kvantifikdtortt vzdy na prvni pohled piehlednd) a téz
kritického mysleni (z vystupu je nutné vybrat podstatné infor-
mace a byt schopen posoudit jejich pravdivost a spolehlivost).
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V zadném pripadé také nelze tvrdit, ze zminény postup by mél
byt upfednostinovan pred metodami tradi¢nimi, i kdyz s ohledem
na soucasné trendy zavadéni a vyuzivani vypocetni techniky v da-
Isich a dalsich oblastech lidského zivota je zfejmé, Ze i v matema-
tice jsou pocitace a programy pocitacové algebry stale castéji pou-
zivany stejné bézné jako napiiklad kalkulacky.

Zaroven na eliminaci kvantifikatortt a hlavné toto jeji vyu-
ziti mazeme nahlizet jako na dalsi moznost, kterou zak ¢i ucitel
maji kromé tradi¢nich metod pfi feSeni matematickych problémi,
pricemz jim nabizi prilezitost pristoupit k dané tloze z trochu ji-
ného sméru, zvlasté pak v pripadech, kdy jiné postupy selhavaji
nebo jsou prili§ komplikované. Navic eliminace kvantifikatoru také
miize slouzit jako jakési ovéfeni spravnosti vysledku ziskaného ji-
nou cestou.

Tento prispévek byl zpracovan s podporou grantu VS-14-029 Poci-
tacové metody Teseni matematickych uloh.
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Abstract

Quantifier elimination over real fields is a discipline connected
with mathematics, logic and computer science. Using so called
cylindrical algebraic decomposition it allows to simplify mathema-
tical formulas with quantifiers into quantifier-free formulas. Since
this is quite a complex problem, computer algebra programs (such
as Mathematica by Wolfram Research) are very helpful. Many
mathematical problems (for example, equations and inequations)
can be transformed into quantified formulas and the elimination
is a way to solve them or find out if they are solvable. Therefore
this method may be useful not only for mathematicians but for
mathematics teachers and talented pupils, too.
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