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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 3.-6.4.2016 se v Pardubicich uskutecnilo celostatni
kolo 65. roéniku matematické olympiddy kategorie A. Zvefejniu-
jeme zadani a FeSeni tloh, seznam vitézi a tspésnych Tesitelt.
Soucasné zvefejniujeme tlohy prvniho kola pristiho roéniku Mate-
matické olympiady, kategorii A, B, C pro skolni rok 2016—2017.

Ulohy celostatniho kola 65. roéniku
matematické olympiady

Praha 3.-6. dubna 2016

1. Necht p > 3 je dané prvodislo. Urdete pocet vSech uspordda-
nych Sestic (a,b,¢,d, e, f) kladnych celych éisel, jejichz soucet je
roven 3p, a pritom vsSechny zlomky

a+b b+c c+d d+e e+ f
c+d d+e e+ f f+a a+bd

maji celoc¢iselné hodnoty. (Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek)

Reseni. Ze soucinu 1., 3. a 5. zlomku vidime, Ze jejich hodnoty se
rovnaji 1, takze plati

a+b=c+d=e+ f=p. (1)
Z tvaru 2. a 4. zlomku pak plyne
f+ald+e a d+e|b+ec (2)

Odtud jednak plyne, ze f + a neni vétsi nez aritmeticky prameér
svych nasobk,

fHa<s(f+a)+(d+e)+(b+0) =p, (3)

fHa|(f+a)+(d+e)+ (b+c)=3p.
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Cislo f+a je tudiz délitelem &isla 3p a navic lezi v intervalu (2, p).
Je tedy f + a = p nebo f + a = 3. Oba ptipady prozkoumame
oddélené.

(i) Necht f + a = p. S ohledem na (3) pak plati f +a =d+
+e=0b+c=p, coz dohromady s (1) dava p — 1 FeSeni ve tvaru

(avbaC,dvevf) = (aap_aaavp_avaap_a)a
kde a € {1,2,...,p—1}.
(ii) Necht f + a = 3. V tomto ptipadé je {a, f} = {1, 2}.

Necht nejprve a = 1 a f = 2. Podle (1) pakb=p—1lae=p—2
a relace (2) maji tvar

3ld+(p—2) a d+(p—-2)|(p—-1) +ec (4)

Pii rozboru (4) rozlisime, zda d = 1, nebo d > 2.
Prod =1 je ¢ = p—1 a vztahy (4) maji v takovém piipadé
tvar
3lp—1 a p—1|2(p—1).

Zatimco prava relace plati vzdy, levé relaci vyhovuji jediné pr-
vodisla p tvaru p = 3¢ + 1 (q je vhodné pfirozené éislo). Pro
takova prvoéisla dostdvame s vyuzitim (1) feSeni

(Cl,b, & daeaf) = (17p - 17p - 17 17p - 232)

Pro d > 2 nejprve ukdzeme, Ze prava relace ve (4) je splnéna,
pravé kdyz plati d + (p —2) = (p — 1) + ¢ neboli d = ¢ + 1. Ze
vztahu d > 2 totiz plyne c=p—d <p—2,atak &islo (p—1)+¢
nemize byt netrividlnim nasobkem &isla d 4+ (p — 2), nebot

d+(p-2)>p a (p—1)+c<2p—3<2p.

Proto se obé ¢isla rovnaji. Z rovnosti c+d =p ad = c+ 1 pak
méme ¢ = 5(p—1) ad = 1(p+1). Protoze d+ (p—2) = 3(p—1),
je splnéna i leva relace ve (4), a dostavame tak dalsi vyhovujici
Sestici pfirozenych Cisel

(a,b,c,d,e,f) = (Lp* 17%(177 1)7%(p+ 1)ap7 272)
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Zbyvéa posoudit pfipad a = 2 a f = 1. V tomto pfipadé pak
plati b=p— 2 a e = p — 1, takZe relace (2) maji tvar

3ld+(p—-1) a d+(p—-1)|(p—2)+ec (5)

Protoze
d+(p—-1)>2p a (p—2)+c<2p,

je pravé relace v (5) splnéna, pravé kdyz d+ (p—1) = (p—2) +¢,
tj. pravé kdyz ¢ = d + 1. To spolu s rovnosti ¢ + d = p vede
kec=121p+1)ad= 1(p—1), takze i leva relace v (5) plati,
a dostavame tak posledni vyhovujici Sestici pfirozenych cisel

(a,b,c7d7e,f) = (27]7_ 27 %(p—’_ 1)7%(13_ 1)ap_ 171)

Zavér. Vsechna nalezend FesSeni jsou ziejmé riizna a jejich pocet
zavisi na tom, jaky zbytek pii déleni tfemi dava dané prvocislo
p > 3: Pro prvocisla p tvaru p = 3¢ + 1 tak existuje p + 2 Sestic
a pro prvocisla p tvaru p = 3¢ + 2 existuje p + 1 Sestic.

2. zna¢me postupné r a r, poloméry kruznice vepsané a kruznice
pfipsané strané BC trojuhelniku ABC. Ukazte, ze pokud plati

r+r, =|BC|,
je trojuhelnik pravouhly. (Michal Rolinek)

Resend. Pfi obvyklém znaceni stran a vnitinich thla trojihel-
niku ABC ozna¢me v nasledujicim jesté I stfed kruznice vepsané,
I, stfed kruznice pripsané strané BC a body dotyku zminénych
kruznic se stranou BC' ozna¢me postupné D a E. Protoze osy BI
a BI, obou vedlejsich thl p#i vrcholu B jsou navzajem kolmé,
coz samoziejmé plati i pro osy CI a Cl,, lezi body B, C, I a I,
na kruznici s primérem I1,. Odtud zfejmé plyne, Zze body D a E
jakozto kolmé priuméty obou krajnich bodd prameéru 77, na té-
tivu BC' jsou soumérné sdruzeny podle stiedu strany BC'.
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Ta

1
Obr. 1

1. postup. Pravouhlé trojuhelniky BID a I,BFE jsou podobné,
nebot oba thly BID a I, BE dopliiuji tthel CBI do 90° (obr. 1).
Plati tedy

|BD|: |ID|=|I,E|:|BE| neboli |BD|-|BE|=|ID|-|I,E|
a vzhledem ke zminéné symetrii také
|BD| + |BE|=|BD|+ |CD|=|BC|=7r+r,=|ID|+ |I.E|

Z obou rovnosti tak plyne, Ze dvojice ¢isel (|ID|,|EI,|) a
(|BD|,|BE]|) jsou kofeny téze kvadratické rovnice, a tak je |[ID| =
= |BD| nebo |ID| = |BE|.

Ziejmé |ID| = |BD|, pravé kdy?z je trojuhelnik BID pravouhly
rovnoramenny neboli 8 = 90°. A podobné |ID| = |BE| neboli
|ID| = |CD] (opét diky zminéné symetrické poloze bodt D a E),
pravé kdyz je pravouhly rovnoramenny trojuhelnik CI1D. V tom
ptipadé je v = 90°.

Tak jako tak je trojuhelnik ABC' pravouhly.

2. postup. Osa tétivy BC kruznice k nad pramérem I, je osou
pasu mezi rovnobézkami ID a I, E (opét diky symetrické poloze
bodt D a E na BC). Oznag¢ime-li I’ obraz bodu I v této soumér-
nosti (obr. 2), je ziejmé |I'l,| = |I'E| + |El,| = |ID| + |El,| =
= r+r,, takze dle pfedpokladu |BC| = r +r, = |I,I’|. Shodnym
t&tivam BC' a I'l, téze kruznice piisluseji shodné obvodové thly.
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Jak snadno spocteme (viz napf. obr. 1), je |4 BIC| = 90° —
—2B+90° — 2y =90° + tava [§I'CL,| = [$I'CB| + |4 BCI,| =
= %[5#(90"—%7) = B+ 3a. Je tedy bud 90° + o = B+ 3 neboli
8 = 90°, anebo (90° + $a) + (B4 2cr) = 180° neboli y = 90°. Tim
je tvrzeni dlohy dokazano.

3. postup. Oznac¢ime-li P obsah trojthelnik-u ABC, s polovinu
jeho obvodu a polozime-li x = s —a, y = s—0b, z = s — ¢, lze
znamé vzorce pro obsah P zapsat zjednodusené takto:

P? =xyzs, P=rs, P =r,.

Odtud vypocteme

TYz yzs
r2="22 a 72
s T

Zadanou podminku r+7, = y+2z umocnime a pomoci predchoziho
prepiseme jako

332yz + yzs2 = y2xs + 2%xs

neboli
(zs — ay)(ys — xz) = 0.

Po zpétné substituci do a, b, ¢ ziskdme po chvili ekvivalentnich
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aprav ocekavané
(> + b =) (a®> - b+ %) =0,
a tvrzeni tlohy tak plyne z Pythagorovy véty.

3. Mezi obyvateli jistého mésta jsou popularni matematické kluby.
Dokonce kazdé dva z nich maji alespon jednoho spole¢ného ¢lena.
Dokazte, ze miizeme obyvatelim mésta rozdat kruzitka a pravitka
tak, Ze jen jeden obyvatel dostane oboji, a pritom kazdy klub bude
mit pfi plné Gcasti svych ¢lend k dispozici jak pravitko, tak kru-
zitko. (Josef Tkadlec)

Resgend. Uvazme klub K s nejmensim poc¢tem ¢lenti (je-li takovych
klubt vice, vyberme kterykoli). Jednomu jeho ¢lenu (fikejme mu
Jakub) ddme oboji a ostatnim ¢lentim kruzitko. V&ichni zbyli oby-
vatelé dostanou pravitko. Tvrdime, ze takové rozdéleni rysovacich
potfeb vyhovuje podminkédm tlohy.

Kazdy klub, jehoz je Jakub ¢lenem, je jisté vybaven. I pokud
do néjakého klubu Jakub nepatii, tak ma tento klub s K néjakého
spoleéného clena, a tedy je vybaven alespon kruzitkem. Pokud
by v tomto klubu nebylo zadné pravitko, znamenalo by to, ze
je cely obsazen v K a ma pfitom alesponn o jednoho ¢lena méné
(neobsahuje Jakuba). To je spor s volbou K, a vidime tak, Ze je
vskutku kazdy klub radné vybaven.

Pozndmka. Neni té€zké si uvédomit, ze bez moznosti dat jednomu
obyvateli oboji by zavér ulohy neplatil. Uvedme zde pro zajima-
vost dva takové (a pritom velmi odlisné) ptipady.

Jeden obyvatel je ¢lenem vSech klubil a zaroven ma i svij jed-
noc¢lenny klub. Tento klub pak samoziejmé nebude obéma nastroji
vybaven.

Pro 2n + 1 obyvatel fekneme, ze kazdych n 4+ 1 z nich tvori
klub. Pak skutecné nejsou zadné dva kluby disjunktni, a pfitom
kdykoli rozdame pravitka a kruzitka, tak jelikoz od jednoho né-
stroje jsme rozdali alespon n + 1 kusi, nalezneme klub vlastnici
pouze tento nastroj.
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4. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ plati
(a4 c)(b* + ac) = 4a.

Urcete maximalni hodnotu vyrazu b+ c a najdéte vSechny trojice
¢isel (a, b, ¢), pro néz vyraz této hodnoty nabyva.
(Michal Rolinek)

Reseni. Zadanou rovnost sikovné upravime a odhadneme pomoci
znédmé nerovnosti a2 + b2 > 2ab takto:

4a = (a4 c)(b* 4+ ac) = a(b® + ) + c(a® + b?) >
> a(b® + ) + 2abc = a(b+ c)°.
Odtud jednak vidime, ze b 4+ ¢ < 2, a také, Ze rovnost nastane,
prave kdyz 0 < a=b<2ac=2-0>0. To je vse.

Pozndmka. Pouzijeme-li Cauchyovu nerovnost na dvojice (v/a, v/c)
a (b,+v/ac) (¢isla a, b, ¢ jsou kladnd), dostaneme rovnou

alb+¢)? < (a+c)(b + ac).
Jiné€ reseni. Uvazime-li kvadratickou rovnici
4t = (t + c)(b* +te)

s neznamou t, pak diky vztahu ze zadani vime, Ze tato rovnice ma
kofen t = a. Rovnici upravime do tvaru

et + (P + =Dt +ch* =0

a véimneme si, ze musi platit b2 + ¢ — 4 < 0. Jinak by totiz leva
strana byla pro libovolné kladné ¢ kladna, coz je ve sporu s faktem,
ze rovnice ma kladny kofen.

Skutecnost, ze uvedenad rovnice méa nezaporny diskriminant,

zapiSeme takto:

(2bc)? < (4— b2 — 2)°.

Jelikoz jsou oba zaklady mocnin kladné, lze nerovnost odmocnit
a nasledné upravit do tvaru (b + ¢)? < 4, neboli b+ ¢ < 2.
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Rovnost b+ ¢ = 2 nastane, pravé kdyz ma zminénd rovnice nu-
lovy diskriminant, a tedy dvojnasobny koren, jimz ovSsem musi byt
¢islo a. Protoze je vSak soucin kofent (podle Vietovych vztaht)
roven b?, musi byt nutné a = b. Snadno pak ovéfime, Ze trojice
(r,7,2 — r) pro libovolné r € (0,2) skuteéné rovnosti ze zadani
vyhovuji.

5. V trojuhelniku ABC plati |[BC| = 1 a zaroven na strané BC
existuje pravé jeden bod D takovy, ze |[DA|* = |DB|-|DC|. Urcete
vSechny mozné hodnoty obvodu trojuhelniku ABC.

(Patrik Bak)

Reseni. Ozna¢me E druhy prisecik piimky AD s kruZnici k troj-
thelniku ABC' opsanou. Z mocnosti bodu D ke kruznici k plyne,
7e |DB| - |DC| = |DA| - |DE|, coz porovnanim se zadanou pod-
minkou |DA|* = |DB| -|DC| davé |DA| = |DE|. Bod E tedy lez
na obraze p ptimky BC ve stejnolehlosti se stifedem A a koefici-
entem 2 (obr. 3).

I naopak plati, ze k libovolnému priseciku pfimky p s kruz-
nici k zpétné sestrojime bod D na strané BC, ktery bude zfejmé
spliiovat rovnost |DA|> = |DB| - |DC|. Aby byl takovy bod urden
jednoznacné, musi se piimka p v bodé F kruznice k dotykat.

Obr. 3 Obr. 4

Oznac¢me Sy, a S, postupné stiedy tseéek AC a AB. Ve stejno-
lehlosti se stfedem A a koeficientem % se body A, B, C, E lezici
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na kruznici k zobrazi na body A, S., Sy, D lezici na kruznici &’
(obr. 4), pfitom obrazem piimky p bude teéna BC kruznice k'
v bodé D. Z mocnosti bodu B, C k této kruznici pak dostavame
|BD|? = |BA|-|BS.| = 3|BA|> a |CD|* = |CA|-|CS,| = L|CA].
Dohromady tak pro obvod trojihelnik-u ABC plati

|BC| + |AB| + |AC| = |BC| + V2(|BD| + |CD|) =
= |BC|+V2-|BC| =1+ V72,

coz je tedy (jedind moznd) velikost obvodu trojuhelniku ABC.

Jin€ teseni. V trojuhelniku ABC s bodem D uvnitf strany BC
o stranach délek a, b, ¢ oznaéme |BD| =m, |[DC| =n a |AD| = d.
Podle Stewartovy véty! pak plati

b*m + c*n = a(d® + mn).
Piipad d? = mn tak nastane, pravé kdyz bude platit
b*m + ¢*n = 2amn.

V nasem pripadé, kdy a = 1, zavedenim m = x, n = 1 — x pro
z € (0,1) ziskdme po tipravé rovnici

P(x) =22+ (0* — 2 —2)z+c* =0.

Jelikoz P(0) = ¢ > 0 a P(1) = b* > 0, nemiize mit P(z) = 0
dva rzné kofeny, z nichZ pravé jeden lezi v intervalu (0, 1). Jedind
moznost, jak zajistit jednoznac¢nost bodu D, je dvojnasobny kofen
v intervalu (0, 1). Podle Vietovych vztahtt musi tento dvojndsobny
koien spliiovat 2 = %02, ¢imz se o poloze bodu D dozviddme, ze
nutné mv2 = ¢. Zcela analogicky 1ze odvodit i rovnost nv2 =b.
Obvod trojihelniku pak spoéteme jako a+b+c = 14+ (m+n)v/2 =

=1+v2.

IStewartovu vétu lze odvodit uzitim kosinové véty v trojthelnicich BAD
a CAD (v obou pfipadech vii¢i uhlu u vrcholu D) a néslednym vylouéenim
vyrazui s kosinem.
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6. Na nékteré policko Sachovnice 6 x 6 postavime figurku kralevice.
Ta miiZe v jednom tahu poskoéit budto ve svislém, nebo ve vodo-
rovném sméru. Délka tohoto skoku je st¥idaveé jedno ¢i dvé policka,
pricemz skokem na sousedni pole figurka zacina. Rozhodnéte, zda
lze zvolit vychozi pozici figurky tak, aby po vhodné posloupnosti
35 skoki navstivila kazdé pole Sachovnice pravé jednou.

(Peter Novotny)

Reseni. Piipustme, ze vhodna vichozi pozice a posloupnost 35
skoku existuje, a o¢islujme policka Sachovnice podle nésledujiciho
schématu:

DO [ [ [0 | =
W N[ W (N
SN ESCRE NNl YN [OV)
YR S
D[ [N =
[SCRENCR N N [UCRE )

Tahy délky jedna vedou z lichého ¢isla na sudé a naopak. Tahy
délky dva vzdy vedou ze sudého ¢isla na jiné sudé ¢islo a z li-
chého ¢isla na jiné€ liché ¢islo. Pokud navstivena policka oznacime
P, P, ..., Psg, z uvedeného vyplyva, ze mezi ¢tyfmi policky Ps,
P;, Py, P5 je kazdé z &isel zastoupeno préavé jednou (na Py a P
jsou ruzna cisla se stejnou paritou a podobné na Py, Ps s druhou
paritou). Ze stejnych diavodi je kazdé z ¢isel zastoupeno pravé
jednou ve ¢tveficich policek Pyxi2, Pag+s, Pik+a, Pak4s pro kaz-
dé k € {0,1,...,7}. Mezi ¢isly na polickich Ps, Ps, ..., P33 je tak
kazdé z cisel zastoupeno dohromady 8kréat.

Cislo 4 je na $achovnici pouze Skrat, proto Zzadné z &isel na
Py, P34, P35, Psg nemiize byt 4. Cisla na Psy a Ps5 maji stejnou
paritu a jsou rtznd (déli je skok délky 2). Jelikoz na nich neni
¢islo 4, museji byt obé licha. Pak na policku Psg musi byt sudé
¢islo a stejné tak sudé ¢islo vychézi i na policko P;. Na obou tak
musi byt ¢islo 2.

Pocatecni policko tedy musi byt nékteré z vybarvenych na
levé sachovnici. Tento argument 1ze ovsem zopakovat i pro druhé
ocCislovani vpravo, které je jen ,otocenim* ocislovani prvniho. Je-
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likoz zadné policko neni vybarveno zaroven na obou Sachovnicich,
dosli jsme ke sporu. Sachovnici tak kyZenym zptisobem projit
nelze, at je pocatecni policko zvoleno jakkoli.

1/2]3]4]1]2 2134|123
21314|1(2]3 1/2]3[4[1]2
31411|2|3|4 411121341
411(2(3]4]|1 314|123 |4
1/2(3[4]1]2 2134123
21314|1(2]3 112]3[4[1]2

Jin€ reseni. Predpokladejme, ze popsana posloupnost skoku kra-
levice existuje. Pokud tato posloupnost skokd zacind na ¢erném
poli (C), uvazujme posloupnost skokti soumérné s ni sdruzenou
podle jedné z os Sachovnice rovnobézné s jeji stranou. Takova po-
sloupnost skoku kralevice opét vyhovuje zadani a zacind na bilém
poli (B). Bez ijmy na obecnosti tak mizeme predpokladat, Ze vy-
hovujici posloupnost skokti za¢ind na bilém poli. V tom pripadé
navstivi kralevic jednotliva pole v poradi

BCCBBCCBB. .. CCBBCCB.

Oznacime-li ¢erné pole nasledujicim zptisobem

1 1 1

2 2 2

je ziejmé, ze v kazdé dvojici po sobé nasledujicich taht z cer-
ného pole na ¢erné (CC) sko¢i kralevic z pole 1 na pole 1 a z pole 2
na pole 2. Popsand posloupnost skokti kralevice tak obsahuje sudy
pocet poli 1 a sudy pocet poli 2. OvSem jak poli 1, tak poli 2 je na
Sachovnici 9, coz odporuje existenci popsané posloupnosti skoki
kralevice.
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Jin€ teseni. (Podle Jana Petra, G J. Keplera, Praha 6.) Ukazeme,
ze takova posloupnost skokii kralevice neexistuje. Pii nasledujicim
obarveni poli Ssachovnice

je ziejmé, Ze pri libovolném skoku o dvé policka zméni kralevic
barvu navstiveného pole. Dvéma po sobé jdoucimi skoky nejprve
délky 1 a poté délky 2 tak navstivi (v n&jakém potadi) dvé pole
opacnych barev. To znamen4, Ze po libovolné posloupnosti 35 tahi
projde 17 tmavych a 17 bilych poli. Bez ohledu na to, na jakém
poli zacal a na jakém skoncil, nemohl projit kazdé pole Sachovnice
pravé jednou, protoze bilych poli je na Sachovnici jen 16.
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Vysledkova listina celostatniho kola 65. ro¢niku MO

Vitézove:

0 ~J O UL W

==
N = OO

. Filip Bialas

. Pavel Turek

. Pavel Hudec

. Marian Poljak
. Lenka Kopfova
. Vaclav Voracek
. Jakub Lowit

. Krystof Kolaf

. Jan Petr

. Lucien Sima

. Daniel Pistak

. Danil Kozevnikov 6/8 GJK Praha 6, Parléfova 2

vy o

kategorie A

7/8 G Opatov Praha 4, Konstantinova 42

7/8 G Olomouc-Hejéin

6/8 GJGJ Praha 1, Truhlafska 22
8/8 GJS Pterov, Komenského 29
1/4 MG Opava

8/8 GVN Jindfichiiv Hradec

8/8 G Praha 9, Ceskolipska 373
8/8 G Brno, ti. Kpt. Jaroge 14
7/8 GJK Praha 6, Parléfova 2
8/8 PORG Praha 8, Lindnerova 3
8/8 GChD Praha 5, Zborovska 45

Dalst uspésni resitelé:

13.

14

22

Ondfej Svoboda

. Jan Gocnik
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
. Vaclav Volhejn
23.
24.

Ondfej Motlicek
Ondrej Pavelka
Jakub Maténa
Martin Raska
Jan Sorm
Robert Rossler
Michal Prevratil

Jakub Mestek
Vojtéch Lukes

7/8 G Brno, tf. Kpt. Jaroge 14
8/8 GJS Pterov, Komenského 29
7/8 G Sumperk

8/8 MG Opava

8/8 G Praha 9, Ceskolipské 373
6/8 WG Ostrava-Poruba

8/8 G Brno, tf. Kpt. Jaroge 14

8/8 GTGM Litvinov, Studentska 640

5/6 GJV Klatovy, Nar. mudedniki
7/8 GJK Praha 6, Parléiova 2

7/8 G Jihlava, Jana Masaryka 1
8/8 GLP Plzen, Opavska

42
41
36
34
29
28
26
26
25
25
24

23
21
20
17
17
16
15
15
15
14
14
13
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2016-2017
Kategorie A

A-I-1. Najdéte vSechna prvocisla p, pro néz existuje pfirozené
¢islo n takové, ze p™ + 1 je tfetl mocninou nékterého pfirozeného
¢isla. (Jan Mazak, Rébert Téth)

A-I-2. Mame n? prazdnjch krabic; kazda z nich mé &tvercové
dno. Vyska i sitka kazdé krabice je pfirozené ¢islo z mnoziny
{1,2,...,n}. Kazdé dvé krabice se lisi alespoii v jednom z téchto
dvou rozméra. Jednu krabici je dovoleno vlozit do druhé, ma-li
oba rozméry mensi a alespon jeden z rozmérd méa alespon o 2
mensi. Takto mizeme vytvorit posloupnost krabic vlozenych na-
vzdjem do sebe (tj. prvni krabice je uvnit druhé, druh4 krabice je
uvnitt treti atd.). Kazdou takovou sadu uloZime na jinou policku.
Urcete nejmensi mozny pocet polic¢ek potiebny k uskladnéni vsech
n? krabic. (Peter Novotny)

A-I-3. Je dan ostrotuhly trojuhelnik ABC s vyskami AK, BL,
CM. Dokazte, ze trojihelnik ABC' je rovnoramenny, pravé kdyz
plati rovnost

|AM| + |BK| + |CL| = |AL| + |BM| + |CK]|.
(Jaromir Simsa)

A-I-4. Najdéte vSechny funkce fN — N, které maji pro kazdé pri-
rozené Cislo m nasledujici vlastnost: pokud oznacime dq,ds, ..., d,
vsechny délitele ¢isla m, plati

fldy) - fd2) - ... fdn) = m.
(Pavel Calabek)

A-I-5. Uvnitf zakladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC'
lezi bod D. Zvolme bod E tak, aby ADEC byl rovnobéznik. Na
polopfimce opa¢né k ED lezi bod F takovy, ze |EB| = |EF|. Do-
kazte, ze délka tétivy, kterou vytina pfimka BFE v kruznici opsané
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trojuhelniku ABF, je dvojnasobkem délky usecky AC.
(Jan Kuchafik, Patrik Bak)

A-I-6. Reste v oboru realnych ¢isel soustavu rovnic

k —a* =y,
k— y2 =z,
k— 2% =u,
k—u?=x
s redlnym parametrem k z intervalu (0, 1). (Jaroslav Svréek)

Kategorie B

B-I-1. Kazdému vrcholu pravidelného 66tahelniku ptifadime jedno
z Cisel 1 nebo —1. Ke kazdé tiseCce spojujici dva jeho vrcholy
(strané nebo tihlopfi¢ce) pak pfipiSeme soucin ¢isel v jejich kraj-
nich bodech a vSechna ¢isla u jednotlivych Gsecek secteme. Urcete
nejmensi moznou a nejmensi nezapornou hodnotu takového souc-
tu. (Pavel Calabek)

B-I-2. Uréete vSechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz
ma soustava rovnic

2| +y = a,
2yl —z=0b

pravé tii reseni v oboru realnych ¢isel, a pro kazdou z nich tato
feSeni urcete. (Jaroslav Svréek)

B-I-3. Na kruznici k jsou zvoleny body A, B, C, D, E (v tomto
poradi) tak, ze plati |AB| = |CD| = |DE|. Dokazte, ze tézisté
trojihelniki ABD, ACD a BDEFE lezi na kruznici soustfedné
s kruznici k. (Tomas Jurik)
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B-I-4. Najdéte vsechna osmimistné ¢isla %2+ 0+ 1%6 se ¢tyfmi ne-
znamymi lichymi Cislicemi vyznacenymi hvézdickami, kterd jsou
délitelna ¢islem 2 016. (Jaromir Simsa)

B-I-5. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB. Ozna-
¢me D patu jeho vysky z vrcholu C' a M, N priseciky os thla
ADC, BDC se stranami AC, BC. Dokaite, Ze plati

2|AM|-|BN| = |[MN>.
(Jaroslav Svréek)

B-I-6. Urcete vSechna realna ¢isla r takova, Ze nerovnost a3 +
+ab+ b3 > a® + b? plati pro viechny dvojice redlnych &isel a, b,
kterd jsou vétsi nebo rovna r. (Jan Mazak)

Kategorie C

C-I-1. Dokazte, Ze pro libovolné realné ¢islo a plati nerovnost

a2+¥>a—|—l
a2—a+17" '

Urcete, kdy nastane rovnost. (Jaroslav Svréek)

C-I-2. Najdéte nejvétsi prirozené cislo d, které mé tu vlastnost,
ze pro libovolné prirozené ¢islo n je hodnota vyrazu

V(n)=n*+11n? — 12
délitelnd ¢&islem d. (Ales Kobza)
C-I-3. Pata vysky z vrcholu C v trojuhelniku ABC déli stranu

AB v poméru 1 : 2. Dokazte, Ze pii obvyklém oznaceni délek stran
trojuhelniku ABC' plati nerovnost

3la—b| <e.

(Jaroslav Svréek)
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C-I-4. Naleznéte viechny trojcleny P(z) = ax? + bx + ¢ s celo¢i-
selnymi koeficienty a, b a ¢, pro které plati P(1) < P(2) < P(3)
a zéroven (P(1))” + (P(2))° + (P(3))?=22.  (Tom4s Jurik)

C-I-5. V daném trojuhelniku ABC zvolme uvniti strany AC
body K, M a uvnitf strany BC body L, N tak, ze

|AK| = |[KM| = [MC|, |BL|=|LN|=|NC]|.

Déle ozna¢me E prusec¢ik thlopficek lichobézniku ABLK, F pru-
se¢ik thloptic¢ek lichobézniku KLNM a G prusecik thlopticek
lichobézniku ABN M. Dokazte, ze body E, F a G lezi na téz-
nici z vrcholu C' trojihelniku ABC, a uréete pomér |GF|: |EF)|.

(Sarka Gergelitsova)

C-I-6.

a) Maruska rozmisti do vrcholt pravidelného osmithelniku rtizné
pocty od jednoho do osmi bonbonti. Petr si pak miize vybrat,
které tii hromédky bonbonti d4 Marusce, ostatni si ponecha.
Jedinou podminkou je, ze tyto tfi hromadky lezi ve vrcholech
rovnoramenného trojuhelniku. Maruska chce rozmistit bon-
bony tak, aby jich dostala co nejvice, at uz Petr trojici vrchold
vybere jakkoli. Kolik jich tak Maruska zarucené ziska?

b) Stejnou ulohu feste i pro pravidelny devitithelnik, do jehoz
vrcholti rozmisti Maruska 1 az 9 bonbont. (Mezi rovnoramenné
trojahelniky fadime i trojihelniky rovnostranné.)

(Jaromir Simsa)



