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ARMADA V KOCOURKOVE A CINSKA VETA

SARKA PECHOUCKOVA

Na zakladni skole se pri probirani elementarnich poznatki
o délitelnosti Casto Tesi priklady, které maji procvicit nalezeni
nejmensiho spoleéného nésobku pfirozenych ¢isel. Do uéebnic ma-
tematiky jsou obvykle zarazovany ulohy nasledujiciho typu:

Uloha 1. Vrchni velitel kralovské arméady v Kocourkové nechal
své vojaky nastoupit nejprve do dvojstupu, pak do trojstupu, do
Ctyfstupu, do pétistupu a konecné do Sestistupu. Pokazdé zbyl je-
den vojak. Teprve kdyz je nechal nastoupit do sedmistupu, nezbyl
zadny. Kolik muselo byt v armadé nejméné vojaka?

Podobné tlohy jsou specidlnim pfipadem jednoho slavného
problému, ktery se objevil ve 4. st.n.1l. v Matematickém traktatu.
Jeho autorem je starocinsky matematik Sun-c’:

Uloha 2. Je dan neznamyj pocet véci. Jsou-li poéitany po troji-
cich, zbyvaji dvé; jsou-li pocitany po péticich, zbyvaji tfi; jsou-li
pocitany po sedmi, zbyvaji dvé. Ur¢i nejmensi mozny pocet téchto
véci. Najdes jesté dalsi feSeni?

I tato tloha se da vyresit se zaky zakladni Skoly a nechame na
Ctenafi, aby sam dospél k vysledku.

Teoreticky zéklad fesSeni obou tiloh spoéiva ve znamé Cinské
vété o zbytcich. Nez ji vyslovime, pfipomeneme si nékolik alge-
braickych pojmi.

Definice. Nechtf a,b jsou celd ¢isla a m je pfirozené ¢islo vétsi
ne7 jedna. Jestlize ¢islo m déli a — b (m | a — b), pak fikdme, ze
¢islo a je kongruentni s ¢islem b podle modulu m.

Zapisujeme: a = b (mod m).
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Relace ,byti kongruentni podle modulu m* je reflexivni, sy-
metrickd a tranzitivni. Jedna se tedy o relaci ekvivalence. Déle
plati:

Jestlize a = b (mod m) a z je libovolné celé éislo, pak

a+z=b+z (modm),

a-z=b-z (modm

a+c=b+d (modm),

)-

Jestlize a = b (mod m) a ¢ =d (mod m), pak
)
a-¢c=b-d (modm).

Ptipomnéli jsme si zakladni algebraické pojmy a mtizeme vy-
slovit vétu.

Véta (Cinské véta o zbytcich). Nechf r,s jsou nesoudélnd celd
¢isla vétsi neZ jedna. Necht u,v jsou libovolnd celd ¢isla. Potom
existuje takové cislo a, pro které plati:

a=u (modr),

a=v (mod s).

Obecné: Necht my,msa,...,m, jsou celd ¢isla vétsi nez jedna,
kterd jsou po dvou nesoudélnd. Necht ui,us,. .., u, jsou libovolnd
celd cisla. Pak existuje cel€ c¢islo a, pro které plati:

a=w; (modm;) proi=12,....n

Diikaz. Uvazujme s ¢isel u,u + ry,u+2r,...,u+ (s — 1)r. Kazdé
z nich je kongruentni s ¢islem u podle modulu r a zddna dvé z nich
nejsou kongruentni podle modulu s. Kdyby platilo
utir=u+jr (mods) pro0<i<j<n.
potom
utir—u—jr=0 (mod s),
r(i—j)=0 (mod s).

Protoze ¢isla 7, s jsou nesoudélné, vztah plati za predpokladu, ze
s|i—j. Protoze 0 <i < j < n, musi byt ¢ = j. Tedy ¢isla u,u +
+r,u+2r...,u+(s—1)r jsou kongruentni s ¢isly 0,1,2,...,s—1
podle modulu s v né€jakém poradi s. Proto pro nékteré i plati
u+7ri =v (mod s). Staéi tedy polozit a = u + ri.
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Obecnou vétu dokazeme pomoci matematické indukce podle k.
Necht ¢ = mq1 -mg - ... mp_1. Zvolime &islo u tak, aby platilo
u=wu; (modm;),i=1,2,...,k— 1. Vytvofime &isla u,u + ¢, u +
+2¢,...,u+ (mg — 1) c. Potom plati u + ic = u; (mod m;), i =
=1,2,...,k—1 azadné dvé z uvedenych ¢isel nejsou kongruentni
podle modulu my. O

Cinskou vétu o zbytcich miizeme pouzit pii feseni nésledujicich
probléma.

Uloha 3.

a) Existuje takovych n za sebou jdoucich celych ¢isel, ze j-té ¢éislo,
1 < j < n, ma délitele, ktery nedé€li zadné jiné cislo této po-
sloupnosti?

b) Existuje n za sebou jdoucich celych ¢isel tak, Ze j-té éislo,
1 < j < n, mé aspon j délitell, ze kterych zadny nedéli jiné
¢islo uvedené posloupnosti?

([2], s. 129)

Podivejme se nyni na zadani obou tloh, které je trochu zavadeé-
jici. Z textu totiz neni patrné, zda se jednd o prvociselné délitele
nebo o vSechny mozné délitele. Pokud bychom uvazovali pouze
prvociselné délitele, pak by hodnota n byla omezend — v tloze a)
by n mohlo byt pouze éislo 2, v tloze b) pouze ¢isla 2 a 3. Zku-
sime tedy tlohy preformulovat tak, aby bylo jasné, Ze uvazujeme
vSechny délitele cisla.

a) Existuje takovych n za sebou jdoucich celych éisel, Ze v mnozi-
né délitelu j-tého ¢isla, 1 < j < n, najdeme takového délitele,
ktery nedéli zadné jiné ¢islo této posloupnosti?

b) Existuje n za sebou jdoucich celych ¢isel tak, ze j-té éislo,
1 < j < n, mé aspon j déliteld takovych, ze zadny z téchto j
déliteli nedéli zadné jiné ¢islo uvedené posloupnosti?

Resent. Necht je dano n. Symbolem p; oznadime prvoéislo vétsi
nez n, ps bude prvocislo vétsi nez py, p3 prvocislo vétsi nez po atd.
Plati tedy n < p; <p2 <ps <...
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Polozme nyni:

g1 =P1
q2 = P2 -pP3
q3 = P4 - P5 * Pe
k(k—1
qk :pnkJrl '-~-'pnk+17 kde ng = %

Podle Cinské zbytkové véty existuje takové ¢islo a, pro které plati
a+i=0 (mod g), i=1,2,...,n.

Posloupnost a + 1,a+ 2,...,a+ n je posloupnosti s pozadovanou
vlastnosti, nebot plati

g |la+1
G| a+2

Gn|la+n

Tedy ¢islo a+7 je délitelné ¢islem g;. Z konstrukee ¢isla g; vyplyva,
ze je to délitel pouze ¢isla a + j.

Nasli jsme tedy posloupnost a + 1,a + 2,...,a + n, ktera ob-
sahuje n za sebou jdoucich celych cisel tak, ze mnozina déliteld
j-tého ¢isla a + j, 1 < j < n, obsahuje takového délitele g;, ktery
nedéli zadné jiné ¢islo této posloupnosti.

Protoze ¢islo q; = pn, 41+ - P, kden; = #, je ¢islo a+j
délitelné kazdym z j prvocisel, a protoze kazdé p; je vétsi nez n,
je to délitel pouze jednoho ¢lenu posloupnosti.

Nasli jsme tedy n za sebou jdoucich ¢isel a+1,a+2,...,a+n
tak, ze j-té Cislo, 1 < 5 < n, mé j déliteld, ze kterych zadny
nedéli zadné jiné Cislo této posloupnosti. Tvrzeni tedy plati pro
vsechna n.

Pro demonstraci tlohy 3 mtzeme pouzit konkrétni piiklady:
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a) Vybereme posloupnost deviti po sobé nasledujicich celych ¢&isel,
napt. 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29. Mnozina délitelu ¢isla 25
obsahuje c¢isla 1, 5, 25. Plati pfitom, Ze ¢islo 5 nedéli zadné
dalsi ¢islo z uvedené posloupnosti. Pokud u kazdého z dalSich
Cisel této posloupnosti vybereme z mnoziny deéliteld téchto ¢isel
nejvétsiho délitele, coz je C¢islo samo, pak tento nejvétsi délitel
nedéli zadné dalsi ¢islo z uvedené posloupnosti. Napi. nejvétsim
délitelem c¢isla 22 je pravé ¢islo 22 a to nedéli zadné z cisel 21,
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29. Podobné to plati i pro zbyla ¢isla
posloupnosti.

b) Vezmeme nyni posloupnost celjch éisel 37, 38, 39, 40. Vy-
piSeme si mnoziny délitelti téchto ¢isel a budeme sledovat uve-
denou vlastnost:

D(37) = {1,37} Cislo 37 nedéli za4dné jiné ¢islo uvedené po-
sloupnosti.

D(38) = {1,2,19,38} Cisla 19 a 38 nedéli zadné jiné ¢islo
uvedené posloupnosti.

D(39) = {1,3,13,39} Cisla 3, 13 a 39 nedéli zadné jiné ¢islo
uvedené posloupnosti.

D(40) = {1,2,4,5,8,10,20,40} Cisla 4, 5, 10, 20, 40 nedsli
zadné jiné ¢islo uvedené posloupnosti.

Vratme se nyni k matematice na zakladni skole. U¢ivo o déli-
telnosti prirozenych ¢isel nejen vyzaduje od zaku osvojit si urcité
matematické poznatky, ale také jim poskytuje prostor pro roz-
vijeni logického mysleni a schopnosti spravné usuzovat. Zaroven
formuje kombinacni mysleni déti. Slovni tlohy na délitelnost jsou
bud matematické tilohy, nebo rozmanité tlohy z praxe. Nékteré
z nich muzeme zafadit mezi tlohy zajimavé.

Nasledujici sada tloh je urcena pro zdky Sestych a sedmych
ro¢nikt zakladni skoly. Obsahuje tlohy, jejichz teoretickym zékla-
dem je Cinskd véta o zbytcich, ale i dalsi typy piikladf, které
vyuzivaji poznatky o délitelnosti pfirozenych cisel. Jejich obtiz-
nost postupné vzrista od nejjednodussich, které by méli zvladnout
vsichni Zaci, az po naro¢néjsi, vénované predevsim tém, kteri se
o matematiku zajimaji hloubé&ji.
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Uloha 4. Kterymi z ¢isel 2, 3, 4, 5, 9, 10 jsou délitelné ¢isla 456;
18 540; 457 3957

Uloha 5. Vypiste viechna ¢tyfciferna suda éisla mensi nez 6 000,
kterd lze vytvotit z ¢islic 5, 2, 6, 3. Kazdou ¢islici mtizete pouzit
jen jednou.

Uloha 6. Dopliite éislice tak, aby &isla 28 54_; 19_276; 6_28 byla
délitelna

a) Ctyfmi; b) tfemi; c) deviti; d) Sesti.

Najdéte vsechny moznosti.

Uloha 7. Najdéte viechna &isla z délitelnd Gtyfmi, pro kterd
plati:

a) x je dvojciferné ¢islo vétsi nez 78;

b) z je trojciferné ¢islo mensi nez 134.

Uloha 8. Najdéte

a) tii dvojciferna pfirozend ¢isla, mezi jejichz délitele patii i pr-
vocisla 2 a b5;

b) dvé trojcifernd ptirozend cisla, mezi jejichz délitele pat¥i i pr-
vocisla 3, 5 a 11;

c) dvé Gtyfcifernd pfirozend ¢isla, mezi jejichz délitele patii i pr-
vocisla 7 a 13.

Uloha 9. Ales se chlubi kamaradfim: ,Céastka, kterou jsem si

vydélal na brigadé, je nejmensi ¢islo, které je beze zbytku délitelné

Cisly od jedné do deseti.“ Kolik korun si Ales vydélal?

Uloha 10. Hradni straz neméla vice nez 60 vojakt. Kdyz sli
vsichni v trojstupu, zbyval jeden, ve ¢tyfstupu zbyvali dva. V pé-
tistupu zbyvali tfi vojaci, v Sestistupu C¢tyfi. Kolik vojakd méla
hradni straz?

Uloha 11. Najdéte viechna, ¢isla mensi nez 40, kterd maji ve svém
prvociselném rozkladu pravé tfi prvocisla (tato prvocisla nemusi
byt raznd).

Uloha 12. Ktera dvé &isla maji nejvétsiho spoleéného délitele
¢islo 12 a nejmensi spole¢ny nasobek ¢islo 72?7 Zadné z hledanych
¢isel neni délitelem druhého cisla.
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Uloha 13. Neni to vice nez dvanéact let, co Vitkiv dédecek oslavil
sedmdesété narozeniny. VSechna ¢isla v jeho datu narozeni (den,
mésic a rok) jsou délitelnd ¢islem 6. Urcete vSechny moznosti, kdy
se mohl Vitktv dédecek narodit.

Uloha 14. Libor a Ria pozorovali svételné napisy na mrako-
drapu. Zjistili, ze napisy se rozsvécuji a zhasinaji v pravidelnych
intervalech. Cerveny napis se rozsviti vzdy po ptl minuté, zluty
kazdych 20 sekund a zeleny v intervalu 1,5 minuty. V jednom
okamziku se rozsvitily vSechny napisy soucasné. Libor tvrdil, ze
soucasné svitit vSechny napisy uvidi nejdfive za deset minut. Mél
pravdu?

Uloha 15. K otevieni sejfu je zapotiebi zjistit tii &isla. Prvni &islo
je mensi nez 25 a délitelné Sesti. Druhé cislo je liché, vétsi nez 19
a mensi nez 25. Tteti ¢islo je souc¢tem prvnich dvou ¢isel zvétSenym
o 1. Soucet vSech tii ¢isel je 83. Dovedli byste sejf oteviit, jestlize
zédné z Cisel se neopakuje?

Uloha 16. Ohybanim dratu se muiZe vytvarovat jeden &tverec
nebo postupné osm riznych obdélnikt. (KdyZz obrazec vytvaru-
jeme, drat natdhneme a tvorime dalsi obrazec.) Jak dlouhy musi
byt drat, jestlize délky stran vSech obrazct v centimetrech jsou
pfirozena ¢isla? Uréete rozméry vsech obrazct.

Uloha 17. Dvé stény kvadru maji obsah 140cm? a 308 cm?.
Délky hran v centimetrech jsou pfirozené cisla. Jaky objem muize
mit kvadr?

Uloha 18. Sestidenni schiizky magti na Carodéjnické univerzité
ve mésté Vanku se zucastnili t¥i hosté: mag Beldnius ze Solat,
carodéj Valibus z Iberie a ¢arodéjka Darata z Larie. Kazdy z nich
cestuje dostavnikem. Do Solat odjizdi dostavnik kazdy paty den.
Dostavnik do Iberie jezdi kazdych sedm dni. Jednou za tii dny
mizete dostavnikem vyjet do Larie. VSichni magové odjizdéli ze
schizky dostavniky 7.unora. Kolikrat se mohou béhem tohoto
roku jesté setkat?

Délitelnost prirozenych ¢isel je zajimavé téma. Snad k jeho
oblibenosti prispéje i sada uvedenych tloh.
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Vysledky nékterych tloh

U1: 301 vojakt U2: nejméné 23, pak vzdy o 105 vice U5: celkem
10 ¢isel U9: 2520K¢ U10: 58 vojakta Ull: §, 12, 18, 20, 27, 28,
30 U12: 24 a 36 U13: Den: 6, 12, 18, 24, 30; Mésic: 6, 12; Rok
(zavisi na roce, kdy je tloha YeSiteliim zadéna): napf. pfi zadani
nejpozdéji v roce 2020 jsou feSenim roky 1938 a 1944 U14: ne,
uvidi je za 3 minuty U15: 18 23 42 U16: délka dratu 36 cm, ¢tverec
a = 9cm, obdélniky 1cm a 17cm, 2cm a 16cm, 3cm a 15cm,
4cm a 1l4cm, 5cm a 13cm, 6cm a 12cm, 7cm a 11cm, 8cm
a 10cm U17: 21,56 dm?; 10,78 dm?; 6,16 dm?; 1,54 dm?; 3,08 dm?;
43,12dm? U18: mohou se sejit jesté tiikrat (za 105 dni, za 210
dni, za 315 dni).

Abstract

When elementary knowledge about divisibility of natural num-
bers is being taught at elementary schools, word problems are
dealt with, whose theoretical base is the Chinese remainder the-
orem. This theorem can also be used for the solution of more
difficult problems. One of them is quoted in this article and is
intended mainly for teachers. A set of word problems for sixth-
and seventh-grade pupils, whose difficulty increases gradually, is
included. Problems based on the Chinese remainder theorem and
problems on the divisibility of natural numbers are given.
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