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RESENI KVADRATICKE ROVNICE

Dac HRUBY

Kvadratické rovnice predstavuji klasickou partii stFfedoskolské
matematiky, kterd nepfinasi zakéim ani jejich uciteliim celkem
zaédné problémy. Je velmi uzitecné, kdyz se v prubéhu studia na
stfedni skole podaii ukazat vSsechny souvislosti mezi pojmy: poly-
nom, rovnice, funkce. V nasem pfipadé se jedna o pojmy: kvadra-
ticky trojclen, kvadratickd rovnice, kvadraticka funkce

P(2) = ax® + bx + ¢;
P(z) = 0,az% + bz +c=0;
fry=Px),y=ax’+br+ec

Pri reseni kvadratické rovnice, za predpokladu, ze rovnice méa

celociselné nebo raciondalni kotfeny, mtizeme vyuzit rozkladu kva-
dratického trojc¢lenu na soucin linedrnich faktoru

ar? +bx+c=alr —x)(x — 22),a # 0.

Napi. 222 — 3z 4+ 1 =2(z — 1)(z — 1).
Je-li rovnice v normovaném tvaru, pak plati

22 4pr+q= (x — x1)(x — x2).

Napi. 22 — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3).
Pokud si na rozklad netroufame, nastupuje oblibeny diskrimi-

nant:
—b+ Vb —4dac —b++vD
2a o 2a

T12 =
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Odvozeni tohoto vzorce lze provést nékolika zpusoby, naptiklad
takto:

ax® +bxr+c=0
4a’z? + 4abx + dac =0
(2azx + b)*> = b*> — 4ac = D

|20z 4 b] = /b2 — 4ac = VD

Cilem tohoto ¢lanku je ukézat na dalsi moznosti feSeni kva-
dratické rovnice, na které, pfi bézné vyuce matematiky, neni sa-
moziejmé dostatek casu. Jistou analogii mizeme hledat u feseni
kubickych rovnic. Kvadratickou rovnici lze fesit pomoci substi-
tuce, ¢imz se vyhneme tzv. doplinovani na Cétverec, které prinasi
nékterym zakdm problémy. Je-li dédna rovnice az? + bx + ¢ = 0,
zvolime substituci x =y — %. Po dosazeni dostavame:

b\? b

2
ay27@+c:0

, b? —dac

v = 4a?
iyl = L2
yI= 2a
b v D
T+ —|=——
2a 2a

Odtud jiz snadno dostavame slavny vzorec. Na podobném prin-
cipu funguje substituce x = u + v. Po dosazeni do rovnice ax? +
+ bz 4+ ¢ = 0 dostévame:

a(u+v)? +bu+v)+c=0
au® + av® 4+ (2av +bD)u+bv+c=0
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o . p ;. A b ‘
Polozime-li nyni, bez Gjmy na obecnosti, v = —5-, pak po dosazeni
za v dostavame:

4a’u® — % + dac =0

b2 —4
W2 ac

4a?
juf = X2
ur= 2a
b vV
:c:v—i—u:——:l:—D
2a 2a

Zajimavé TeSeni kvadratické rovnice lze nalézti v ucebnici
Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fiir die oberen Classen der
Mittelschulen. Ucebnice je z roku 1891 a jejim autorem je profesor
némeckého gymnéazia v Brné Josef Gajdeczka. Kvadraticka rovnice
je zde feSena pomoci goniometrickych funkci. S timto fesenim se
nyni seznamime. Nejdiive si pfipomeneme nékteré goniometrické
identity. Necht je dén thel velikosti ¢, kde ¢ € (0, g) Ze vztahu

sin? p+coslp =1
ihned plyne

tg2cp+1:72
cos? ¢

V1+tg?e= SR
&¥= |cosp| cose’

Pfipometime si jesté vztahy mezi tgp a tg &, cotgy a cotg ¥:

a odtud

cotg? £ — 1

%)
g2
tgp = o

3

1—tg
Polozime-li tg ¥ = ¢, pak plati tg ¢ = 13—22 Odtud dostavame:

t2tg o+ 2t —tgp =0
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Vzhledem k podmince ¢ € (0, g), je t > 0 a proto se budeme
zajimat pouze o kofen

t:tgfz —Qi\/4+4tg2<p: V1+tg2o—1 _ 1—cosg0.
2 2tgp tg sin ¢

Nyni jsme jiz pripraveni fesit kvadratickou rovnici s pomoci goni-
ometrickych funkci. V tomo ¢lanku se zamérime pouze na jeden
typ rovnice a to rovnici

$2+px:q,q>0,tj.x2+px—q:0.

Pro kofeny této rovnice plati

2
_pEVPP A PE2VT A p e,
2 V1

T1,2 = = =
2

Po dalsi apravé dostéavame:

D [, 4q
.131,2:2(—1:|: 1+p2>

Polozime-li nyni tg? ¢ = —Z dostaneme 4/1 —Z =1+tg2p=

= ——. Pro kofeny nasi rovnice pak plati:

cosap
1
Z12p<1:|: >
’ 2 Cos

Ze vztahu tg? p = 24 plyne | tg | = 24 proto § Ve %.
Po dosazeni dostavame

1 1—cose
tg e cos ¢ sin ¢ 2

V4 1 1—|—cos<p %)
L R R S to =
2 tg cos Ve Vaeots 2

xr1 =
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P#iklad 1. V R feSte rovnici 22 + %x = 3.

Reseni. V nasem pfipadé je ¢ = 3,p = % a proto je tg?¢p =
= % = 108. Vzhledem k podmince ¢ € (O, g) plati, Ze tgp =
= V/108 a tedy ¢ = 84,50°. Odtud plyne tg & = tg42,25° = 0,908.
Pro kofeny z; = /qtg¥ a xo = —,/qcotg ¥ pak plati z; =
=0,908v/3 = 1,573, 25 = —1,101y/3 = —1,907.

Budeme-li fesit rovnici 22 + %x = 3 tj. rovnici 322 +2—-9=10
standardnim zptsobem, pak dostaneme

—14++/109 . —1 410,440
6 o 6

T2 = ,xy = 1,573, 29 = —1,907

Nyni se zamérime na rovnici

4 pr=—qq¢>0,tj. 22 +pr+q¢=0

Pro kofeny této rovnice plati:

Rovnice ma feseni, pokud plati % < 1. V takovém pfipadé zvo-

lime substituci sin® ¢ = %. Vzhledem k podmince ¢ € (07 %) Je

singp = %. Déle je /1 — 2—3 = /1 —sin® ¢ = cos . Pro koreny

kvadratické rovnice dostavame

V4 '
x Sinw( + cos ) \/§g2
72 = YL (-1 cosgp) = —/geotg
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Priklad 2. V R feste rovnici 22 + 5z = —3.

Reseni. V naSem p¥ipadé je ¢ = 3,p = 5 a proto je sin? p = 4q =

= %. Odtud plyne sinp = % a tedy ¢ = 43,85° a & = 21,93°.
Pro kofeny pak plati:

z1 = —V/31tg21,93° = —v/3-0,403 = —0, 697
zo = —V/3cotg 21,93° = —/3 - 2,484 = —4, 302

S goniometrickym Fesenim kvadratické rovnice se setkavame
v roce 1946, kdy nakladem Ceské grafické unie a. s. vysla Stve-
doskolskd algebra v 1000 tesenych prikladech, kterou, jak se pise
v tvodu knihy, s pouZitim , Algebry“ dr. H. Sechovského sestavil
a pfizpusobil novym osnovam dr. Karel Silhac¢ek. V publikaci se
vychézi z kvadratické rovnice ve tvaru az? +bx+c = 0 a jeji feSeni
je rozdéleno do tii ¢asti:

1. b —4ac<0

Rovnice mé kofeny x1 2 = r(cos p+isin ). Pro komplexni koreny
plati z; - 2 = 7% = 2 atedy r = \/g Vzhledem k podmince
b? — 4ac < 0 je podil ¢ vzdy kladny. Déle je x1 + 22 = 2rcosp =
= —g. Odtud jiz plyne vztah cosp = —rfw ze kterého urcime
Ghel ¢.

Priklad 3. V C feste rovnici 22 — 2z + 2 = 0.

b 2
T‘\/?\@,COSQO\Q[,QDW
a

2ar

Resend.

4
Ty = r(cosp £ ising) =2 (COS — +sin %)

f(fi\[> 144
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2. b* —4dac>0,a>0,c<0

4ac

Zde polozime tg? 2p = 3= a vypocitame o,

—ac

b

1 2
Y= 3 arctg

Pro kofeny pak dostavame

1
2(—b:|:\/b2—4ac):—( \/1+tg?2 )
a
b fcos2pt1 77£t 2% cos2¢+1
- 2a cos 2¢p - 2a & sin 2¢p
2/— [—
a:1:—< ac )Cotg<p:— —ccotggo,
2a a
[|—c
Tog =/ — tgp.
a

Piiklad 4. V R feste rovnici 22+ 2z —1 = 0.

x1,2

Resend.

4ac 1 2\/—ac

1 T
tg22g0:—b—2:1,g0:§arctg 5 :§arctg1:§

T = —ql;ccotggp: —cotgi =-2,414
a 8
w2 =] —Stgp=tg~ =0,414
a 8

Ziejmé plati:

1+cosT 2+
xlzfcotg ”1—(:054 f —V2-1
4

o9 =1t \/5—1
2 g8 cotgg f+1
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3.2 —4ac>0,a>0,c>0
V tomto piipadé zavedeme substituci % = sin® 2 a vypocitame

0, = %arcsin 2‘2%. Potom je

1 1 4
N T (bib 1@0) _

b2
S 1+4/1—sin*2 ——i(licoﬂ ) =
2 )= 2a ¥ =
b . 1+ cos2¢p
= ——sin2p0———.
sin 2¢

Pro kofeny plati:
b 2/
Ty =—7- ﬂcotggp = —\/;cotgga
a

Ty =/ —tgy

Priklad 5. V R feste rovnici 22 — 28z + 27 = 0.

Resend.

1 2 1 2427
p=5 arcsin vae =3 arcsin <_28> = —10,89339465°

b

x] = \/ECOthO = 7\/ﬁcotg (71078930) =
= V27 cotg (10,893°) = 27

Ty = —\/Stggo = —V/2Ttg (—10,893°) = v/27tg (10,893°) = 1.

Je celkem pochopitelné, Ze vyse uvedené metody feSeni kvadra-
tickych rovnic pomoci goniometrickych funkci nenasly sirsiho pou-
ziti a v druhé poloviné dvacatého stoleti je v ucebnicich matema-
tiky pro stiedni skoly nenajdeme. Nicméné ukazuji zajimavé sou-
vislosti mezi algebrou a goniometrickymi funkcemi, které nejsou
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na prvni pohled ziejmé. Mohly by poslouzit jako téma seminarni
prace z matematiky pro bystré studenty na stfedni skole.
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Abstract

The article focuses on the solution of quadratic equations, inclu-
ding the strategy of using goniometric functions.
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