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O MERENI OBSAHU
PLANIMETREM A KOLOBEZKOU

ROBERT MARIK

V tomto ¢lanku se pokusime pfipomenout néktera fakta o pla-
nimetrech — mozn4 jiz zapomenutych pristrojich uréenych na mé-
feni obsahu rovinnych obrazct. Ukéazeme si, Ze:

e funkce planimetru se da vysvétlit ¢isté geometricky a s mi-
nimem matematiky, a Ze se jedna o problematiku urcenou
vSem zajemcum, ktefi umi nasobit desetinna cisla;

e v nékterych piipadech staci k méreni obsahil tak obycejné
véci, jako ntz, varecka ¢i kolobézka, coz je atraktivni pro
vyuku: vzdyt ddme moznost urcit zdkim naptiklad obsah
kruhu kolobézkou!

Proces méfeni planimetrem a vysvétleni ¢innosti jsou v ¢lanku
popsény na obrazcich. Pro lepsi pfedstavu mohou poslouzit i ani-
mace celého procesu, které je mozné si prohlédnout na webové
strance (Matik, 2015).

Protoze obsah mnoziny je tizce spojen s pojmem urcitého inte-
gralu, uvédomme si, Ze s pristrojem na méfeni obsahil rovinnych
atvard dostavame do ruky soucasné analogovou kalkulacku pro
vypocet (méfeni) uréitého integralu!

1. Malé ohlédnuti do historie méreni obsahu

V historii védy mélo méfeni obsahti vzdy nezastupitelné misto.
Vyuzivali je zejména kartografové pfi stanoveni vymér pozemki,
ale 1 geologové pti odhadu objemu kopce (pomoci obsahti mnozin
ohranicenych jednotlivymi vrstevnicemi), hydrologové p¥i odhadu
objemu vodni nédrze (stejny princip jako u kopce, pouze smérem
dolt), meteorologové pii stanoveni stiedni hodnoty teploty za-
znamenané automatem na milimetrovém pasu, lékafi pfi odhadu
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velikosti organt ¢ jejich ¢asti na snimcich a dalsi. Spole¢né s dal-
setrvadnosti! a byl uZiteény pro strojafe a stavitele lodi.

Neni divu, ze James Clerk Maxwell, sjednotitel teorie elek-
trického a magnetického pole, vSe vystihl nasledujicimi slovy?:
The measurement of the area of a plane figure is an operation
so frequently occurring in practice that any method by which it
may be easily and quickly performed is deserving of attention.

V dobé kdy J. C. Maxwell napsal ¢lanek zacinajici témito slovy
(leden 1855) vSak problém jiz nebyl aktudlni, coz se Maxwell do-
zvédél az z ¢lanku publikovaného J. Amslerem v tinoru 1856.

2. Prytzuv sekyrkovy planimetr

Prvni planimetry se objevily v roce 1814 a vinou konstrukénich ne-
dokonalosti moc tGspésné nebyly. S tim souvisi i vySe uvedené po-
stesknuti J. C. Maxwella a jeho nasledna snaha stavajici pristroje
vylepsit. Situace se dramaticky zménila objevem Amslerova pla-
nimetru v roce 1854, kdy byla konkurence okamzité a na mini-
malné 130 let odsunuta na vedlejsi kolej. Vskutku, az do 90. let
20. stoleti se bézné pouzival kompenzacéni poladrni planimetr, ktery
je v podstaté planimetrem Amslerovym s oddélitelnym ramenem.
V 70. letech se objevily i planimetry digitalni, které vSak pouze na-
hradily ¢teni na stupnici digitalnim displejem a nijak nevylepsily
ani princip planimetru ani pfesnost méfeni. Tyto planimetry, af
jiz digitalni nebo s analogovou stupnici, maji své misto na trhu
dodnes. Jejich role vsak s digitalizaci podkladi pro mapy a stro-
jirenské vyrobky postupné ztraci na vyznamu. Je velmi zajimavé,
ze pres veskery védeckotechnicky pokrok ve dvacatém stoleti byl

1Means and graphical method of calculating moments of inertia, patent
US 4127941 A z 5.12.1978, http://www.google.com/patents/US4127941

2Viz napi. The Scientific Letters and Papers of James Clerk Maxwell:
1846-1862, strana 275, Draft of paper on the platometer read to the Royal
Scottish Society of Arts, January 1855, nebo The Scientific Papers of James
Clerk Maxwell, Vol. I, Description of a new form of the platometer, an in-
strument for measuring the areas of plane figures drawn on paper, strana
230.
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Amslertiv koncept planimetru piekonan az v roce 19862 piistro-
jem, ktery funguje prakticky jako jednotucelovy scanner.

Za celou dlouhou vice nez sto let trvajici éru Amslerova pla-
nimetru se objevila jedna jedina zivotaschopné alternativa k pti-
vodnimu Amslerovu konceptu. V roce 1875 byl sestrojen histo-
ricky nejjednodussi typ planimetru — Prytztv planimetr. Jedna
se o ty¢, kterd je na jednom konci opatfena hrotem (viz konec
oznaceny jako T na obr. 1) a na druhém konci obloukovitym se-
kyrkovym ostfim ve sméru planimetru (Q). Diky tomuto ostii
se pri pohybu konce T pohybuje konec Q) vzdy ve sméru plani-
metru. V nékterych realizacich Prytzova planimetru byva ostii
v bodé @) nahrazeno malym ostrym koleckem. Dalsi soucasti pla-
nimetr nemé, nebo jsou pro zakladni funkci nepodstatné. Praveé
své neuvéritelné jednoduchosti Prytzv planimetr vdécil za sviij

aspéch.
Q ‘vf
\ N
Q T
Obr. 1: Prytziv planimetr Obr. 2: Méfeni Prytzovym
podle encyklopedie planimetrem. Uzivatel pri
Britannica. Zdroj: meéreni drzi hrot T' ve vzpiimené
wikimedia.org poloze, konec () se volné

pohybuje. U tohoto planimetu
je v bodé @ malé ostré kolecko.

3Evropsky patent EP 0169379 Al dostupny na http://www.google.to/
patents/EP0169379A1. Pozor na preklep ve vzorci pro vypocet obsahu.

4 Autor &lanku je piesvédéen, ze jednoduchost konstrukce byla i hrobafem
tohoto pristroje. Dnes je Prytztv planimetr v podstaté nedostupny a je velmi
tézké sehnat realné pouzivany pristroj tohoto typu. Malo lidi totiz dokaze
v kusu divné zahnutého Zeleza odhalit, Ze se jedna o kompletni méfici pristroj
a ne jenom o néjakou soucastku ze starého stroje nebo ,divné pravitko“.
Naproti tomu historické i moderni planimetry jinych typt jsou bézné k dostani
na ebay.com nebo u vyrobcu.
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Méfeni Prytzovym planimetrem probihéd tak, ze odhadneme
stfed mnoziny (tézist€), jejiz obsah uréujeme, umistime do néj
hrot T' a vyznacime si polohu konce ). Protoze tento konec miva
sekyrkové ostfi, staci na planimetr zatlacit shora a poloha se vy-
zna¢i sama ryhou v predloze. Poté posunujeme hrotem 7: po
pfimce jej posuneme z odhadnutého stfedu k obrysu méfené mno-
ziny, objedeme hranici mnoziny a po stejné pfimce, po které jsme
zacali, se vratime zpét do vychoziho bodu v odhadnutému stfedu.
Konec ) nechame volné se pohybovat. Sekyrkovym ostiim je za-
jisténo, ze se pohyb konce ) bude realizovat ve sméru planimetru
a nebude uhybat do stran, pokud nebudeme pfi praci s planime-
trem pusobit na konci T torznim momentem. Zatlacenim na ko-
nec () planimetru vyznac¢ime polohu po dokonc¢eni méfeni. Vzda-
lenost mezi znackami vymezujicimi poc¢ateéni a koncovou polohu
konce @ zméfime pravitkem.

Obsah mérené plochy urcime jako soucin vzddlenosti znacek
vyznacenych na zacdtku a konci meéreni se vzddlenosti mezi hro-
tem T a sekyrkovym ostrim planimetru Q).

Neuvéritelnd mechanickd jednoduchost Prytzova planimetru,
zdanlivé nesmyslny postup méreni, kdy jeden konec nechame ,aby
si délal, co chce“, a pfekvapiva souvislost mezi obsahem méiené
mnoziny a zménou polohy planimetru vede k tomu, zZe se vétsina
populace na takové méfeni diva s neduvérou jako na néco, co hra-
nici se Sarlatanstvim. A coz teprve, pokud si uvédomime, Ze plani-
metr je mozno nahradit ¢imkoliv, co se pohybuje stejnym zptiso-
bem, tedy vzdy ve sméru planimetru. Potom neni problém nahra-
dit planimetr vhodné tvarovanym nozem, kolobézkou nebo pouze
kusem Zeleza ohnutého do vhodného tvaru a na jednom konci roz-
klepaného do sekyrkového ostfi. Na YouTube je mozné najit vi-
dea, kdy je planimetr nahrazen kdvovou lzi¢kou®. V tomto ptipadé
vSak méfeni neni moc presné, spis jde o ismévnou modifikaci prin-
cipu Prytzova planimetru. Naopak zcela vazné byl minén patent®

5viz Google a heslo ,spoon planimeter®

6Ceskoslovensky patent 102246, P¥istroj k méfeni ploch, z roku 1959, viz
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spocivajici v doplnéni klasického kruzitka o dvé drobné soucastky,
které kruzitko zméni v Prytziiv planimetr.

Planimetry byvaji konstruovany tak, aby se pfi méfeni postu-
povalo po sméru hodinovych rucicek. U Prytzova planimetru toto
vsak nehraje roli. Pokud mame podezieni, ze ostfi planimetru neni
presné ve sméru planimetru, doporucuje se métit jednou po sméru
hodinovych rucicek, jednou proti sméru a vysledky zprtimérovat,
aby se chyba vykompenzovala.

Jak vyplyne z dalsiho textu, Prytzav planimetr poskytuje pou-
ze pribliznou hodnotu obsahu mnoziny. Pfitom jiz vime, ze od roku
1854 byl k dispozici Amslertv polarni planimetr: maly mobilni
pristroj, ktery bylo mozno vyrabét hromadné a ktery umoznoval
obsah mnoziny mérit piresné. Tento pfistroj byl pozdéji doplnén
variantou linearniho planimetru se stejnymi vlastnostmi. Prytzuv
planimetr presto nasel uplatnéni diky své jednoduchosti, absenci
pohyblivych soucastek, nizké porizovaci cené a diky tomu, ze pii
spravném pouziti neni principidlni chyba planimetru o moc vétsi
nez chyba, kterou zptisobi uzivatel tim, Ze nedokéze zcela presné
kopirovat obrys mérené mnoziny. V nasledujicich odstavcich vy-
budujeme aparat, ktery ndm umozni snadno vysvétlit funkci vsech
t¥ planimetrti — Amslerova, linedrniho a zejména Prytzova.

3. Pohyb usecky rovinou

Pro vysvétleni funkce planimetri pouZijeme geometricky pfistup
publikovany v (Crathorne, 1908) a (Foote, 2007). Zakladem teo-
rie planimetr1 je studium pohybu tisecky (ty¢e) opatiené koleckem
(tzv. integracnim koleckem) umisténym kolmo k ty¢i. Kolecko se
otaci pri pohybu, a protoze je stale kolmo k tyc¢i, zaznamenava
pouze pohyb ve sméru normaly k ty¢i. Komponenta pohybu ve
sméru ty¢e nema na pohyb kolecka vliv. Na obr. 4 je nakreslena
tato ty¢ jako tisecka s normalovym vektorem a integracnim kolec-
kem pfi pohledu shora, kdy se kolecko jevi jako kratka silna tisecka
kolmé na tyc¢.

http://spisy.upv.cz/Patents/FullDocuments/102/102246.pdf
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Obr. 3: Amslertiv polarni Obr. 4: Usecka se
planimetr. Kratsi rameno zakreslenym integra¢nim
s integra¢nim koleckem koleckem, normalovym
odpovidéa pohybujici se vektorem, trajektorii pohybu
usecce. Pravy konec opisuje levého a pravého konce
hranici méfené mnoziny, levy a s vyznacenym smeérem
konec tisecky je v misté spoje pohybu obou konct tsecky.
obou ramen. Zdroj: Animaci pohybu usecky je
wikimedia.org mozné zhlédnout na adrese

bit.ly/1REPYFY.

U poléarniho i linedrniho planimetru integra¢ni kolecko dokéa-
zeme snadno identifikovat na rameni planimetru: jeden konec ra-
mene obsahuje hrot pohybujici se pfi méfeni podél hranice mérené
mnoziny, nékde na rameni planimetru je kolecko a druhy konec
je jednoduchym mechanismem vézén bud na pfimku (v pfipadé
linedrniho planimetru), nebo na kruzmici (v pfipadé Amslerova
planimetru). Zaklad teorie Prytzova planimetru je stejny, pfes-
toze u tohoto planimetru integrac¢ni kolecko chybi.

Uvazujme tedy tsecku délky L s pevné zvolenym normalo-
vim vektorem. Usecku nechme pohybovat se v roviné tak, aby
se normalovy vektor neotocil o 360° a aby se po dokonceni po-
hybu tsecka vratila na ptvodni misto. Kazdy konec usecky se
tedy pohybuje po hranici jisté uzaviené mnoziny. Uvazujme ta-
kovy pohyb, pfi kterém se tyto mnoziny neprotnou (tj. tsecka je
dostateéné dlouhd v porovnani s velikosti mnozin). Situace miize
vypadat napfiklad tak, jak je nakresleno na obr. 4 v animaci po-
hybu odkazované v popisku tohoto obrazku.
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Bude nas zajimat mnozina vSech bodi, kterymi tisecka pii po-
hybu projde. Pfitom nebudeme uvazovat klasicky obsah, ale obsah
orientovany definovany nasledovné.

Definice orientovaného obsahu mnozZiny vytvorené pohy-
bujici se aseckou. Uvazujme usecku pohybujici se v roviné. Na
usecce zvolme pevné orientaci normdlového vektoru.

o Orientovany obsah mnoziny bodi, kterymi isecka nebo cdst
usecky pri pohybu projde ve sméru zvoleného normdalového
vektoru”, je roven obsahu této mnoZiny.

e Orientovany obsah mnoZiny bodu, kterymi usecka nebo cdst
usecky pri pohybu projde proti sméru normdlového vektoru,
je roven zdporn€ vzatému obsahu této mnoZiny.

e Orientovany obsah mnoZiny bodu, kterymi usecka pii pohybu
projde vicekrdt, je roven souctu jednotlivych orientovanych
obsahii.

Jako dalsi pozorovani uvazujme pohyb, pti kterém levy a pravy
konec tsecky opisou mnoziny A a B podle obr. 4. Potom vSechny
body mnoziny A projde primka pravé jednou v kladném sméru,
vSechny body mnoziny B v zdporném sméru a ostatnimi body
roviny pfimka bud neprojde viibec, nebo jednou v kladném a jed-
nou v zaporném sméru. Jsou-li tedy S(A) a S(B) orientované
obsahy mnozin A a B, potom je S(A) soucasné (klasickym) obsa-
hem mnoziny A a S(B) je zaporné vzatym (klasickym) obsahem
mnoziny B. Usecka pfi pohybu opise mnozinu o orientovaném ob-
sahu S(A4) + S(B).

K tsecce nyni pfipojme integrac¢ni kolecko. To, jak jiz bylo
feceno, se volné otaci kolmo k tiseCce a ma zaoblené hrany, diky
kterym nereaguje na pohyb ve sméru tsecky. Pii pohybu tsecky
tedy kolecko zaznamenava jenom komponentu pohybu ve sméru
normalového vektoru k tsecce. Dale predpokladejme, Ze kolecko
obsahuje stupnici a pocitadlo otacek, které umozni sledovat drahu
ujetou timto koleckem. Podobné jako u obsahu i u kolecka budeme

"Normalova komponenta vektoru rychlosti v daném bodé je souhlasné rov-
nobézna s normalovym vektorem k tsecce.
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sledovat orientovanou vzdalenost: Pokud se ta ¢ast tsecky, kde
je pripojeno kolecko, pohybuje se ve sméru normaly, zapocitame
ujetou vzdalenost kladné, v opa¢ném piipadé zaporné.

Pokud se tisecka pohybuje piimocaie ve sméru normalového
vektoru, vytvari v roviné obdélnik a na integra¢nim kolecku bude
po dokonceni pohybu zaznamenana délka strany obdélnika. Po-
kud se tisecka pohybuje pfimocafe smérem jinym neZz smér nor-
malového vektoru, potom v roviné opisuje rovnobéznik a kolecko
zaznamend vysku tohoto rovnobéznika. VSimnéme si, Ze v obou
pripadech je obsah vytvareného obrazce pfimo imérny pootoceni
kolecka, kde konstantou tmeérnosti je délka tsecky. Toto tvrzeni
plati, i pokud uvazujeme orientované obsahy a orientovanou vzda-
lenost zaznamenanou koleckem.

Pokud se tisecka pohybuje tak, ze levy konec ztistava na misté
a pohybuje se jenom pravy konec, opisuje tsecka kruhovou vysec
a integra¢ni kolecko zaznamendva délku oblouku. Opét je (ori-
entovand) plocha opsand tise¢kou imérna (orientované) drize za-
znamenané koleckem. V tomto pripadé konstanta imérnosti zavisi
nejenom na délce tsecky, ale i na poloze kolecka na tuisecce.

Ve vysvétleni funkce planimetrd ma zasadni postaveni nésle-
dujici véta.

Véta o planimetrech. (Foote, 2007, Theorem 7, Theo-
rem 8: str. 82 a 84): Orientovany obsah mnoZiny opsané useckou
pri pohybu v roviné, pri kterém nedojde k otoceni normdlového
vektoru o 360° a usecka se vrdti do puvodni polohy, je roven
soucinu délky usecky a orientované vzddlenosti zaznamenané€ in-
tegracnim koleckem.

Matematicky zapsano, je-li W orientovana vzdalenost zazna-
menand na kolecku, L délka tsecky a S(A), S(B) orientované
obsahy obrazcii opsanych levym a pravym koncem usecky, plati

S(A)+ 8(B) =W - L. (1)

Hlavni myslenka dtikazu (podrobnéji viz napt. (Foote, 2007))
spo€iva v tom, ze pohyb tsecky v roviné, ktery ma dva stupné
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volnosti, rozlozime na dvé nezavislé slozky: na dva vysSe uvazo-
vané specidlni pohyby, kdy tsecka vytvaii bud rovnobéznik, nebo
kruhovou vyse€. Pii prvnim z téchto pohybu se integra¢nim kolec-
kem zaznamenéva pouze komponenta pohybu ve sméru normaly
k tiseéee (v teéném sméru kolecko prokluzuje), pti druhém z téchto
pohyb1ti k prokluzovani kolecka nedochézi a pohyb se zaznamenava
,beze zbytku“. Protoze se tisecka vraci do piivodni orientace, vliv
pohybti, pii kterych tsecka opisuje kruhovou vysec, je v celko-
vém souctu roven nule. Zustavaji tedy prispévky k orientovaném
obsahu z té ¢asti pohybu, kdy tsecka opisuje rovnobéznik. Tyto
prispévky je mozno vyjadrit souinem drahy zaznamenané kolec-
kem a délky tusecky.

A

S

i N A
Y,

Obr. 5: Pokud levy Obr. 6: Métfeni obsahu kruhu
konec usecky vazeme Prytzovym planimetrem. Draha
na k¥ivku, je sekyrkového ostii @) je hranici mnoZiny
S(B) =0. B. V obrazku je vyznacen norméalovy

vektor, trajektorie obou konctu
orientované tsecky a smeéry pohybu
obou konct tsecky po téchto
trajektoriich.

Pokud jednim koncem usecky kopirujeme hranici mnoZiny A,
pohyb druhého konce jesté neni dan jednoznacné. Pravé toho je
mozno vyuzit k sestrojeni planimetrd. Princip linedrniho plani-
metru a Amslerova polarniho planimetru spocivd v tom, Ze si
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konstrukei vynutime, aby byl levy konec pohybujici se tsecky va-
zan na kiivku: pfimku v pfipadé linearniho planimetru a kruznici
v pripadé polarniho planimetru. Abychom toho docilili, staci levy
konec linearniho planimetru pfipojit na vozik, ktery neumi za-
tacet, viz schematicky obr. 5 a fotka linedrniho planimetru na
(Marik, 2015). Podobné levy konec polarniho planimetru je pfi-
pojen na konec tusecky pevné délky a s nepohyblivym druhym
koncem (viz obr. 3). Vazbou konce vytvafejictho mnozinu B na
k¥ivku docilime toho, Ze v rovnici (1) plati S(B) = 0 a (oriento-
vany) obsah mnoZiny A je pfimo Gmérny (orientované) draze W
zaznamenané koleckem:

S(A) =W - L.

4. Vysvétleni Prytzova planimetru

Vzhled a funkce Prytzova planimetru se na prvni pohled lisi od
vySe popsaného. Vzdytf Prytziv planimetr neobsahuje integracéni
kolecko a proces méfeni ani nespliiuje podminku, ze po dokonceni
méfeni se cely planimetr vrati do pavodni polohy. Jak uvidime
nize, specifickym umisténim integrac¢niho kolecka a specifickym
pohybem planimetru dosdéhneme toho, ze dokadZeme drahu ujetou
koleCkem zméfit pravitkem. Tim se integrac¢ni kolecko stane po-
stradatelnou soucasti planimetru.

Pro vysvétleni funkce Prytzova planimetru tedy uvazujme opét
usecku s integrac¢nim koleckem. Tentokrat bude integracni kolecko
umisténo v levém krajnim bodé, v bodé (). Konstrukce Prytzova
planimetru zajistuje, Ze bod Q se vzdy pohybuje ve sméru ramene
planimetru a normélova komponenta rychlosti pohybu v tomto
bodé je nulova. Integrac¢ni kolecko tedy nezaznamené zadny po-
hyb. Schéma a pohyb takového planimetru pii méfeni obsahu
kruhu je na obr. 6, po¢itac¢ova animace tohoto pohybu je na (Ma-
fik, 2015), na téZe strance je mozné zhlédnout video z realného
méfeni Prytzovym planimetrem.

Zpusob méfeni obsahu Prytzovym planimetrem byl vyloZen
v Kapitole 2. Zejména pripomenime, Ze po dokoncéeni méfeni se
do vychozi polohy vraci pouze konec T' a pro stanoveni obsahu
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méfime zménu polohy konce ). Abychom mohli aplikovat vétu
o planimetrech z Kapitoly 3, musime po méfeni vratit cely pla-
nimetr do pavodni polohy. Pravy konec T, ktery sledoval obrys
méfené mnoziny, jiz je na konci méfeni na svém misté a je nutno do
vychoziho stavu vratit levy konec () — konec s imaginarnim inte-
gra¢nim koleckem, které zatim nic nenaméfilo. Tento konec se pii
navratu do vychozi polohy bude pohybovat po kruznici (protoze
konec T zUstavd na svém misté) a integracni kolecko pii tomto
pohybu naméri délku oblouku navratu. Pokud oblouk neni pii-
lis dlouhy, je mozné jej nahradit tétivou a cteni otacek kolecka
nahradit méfenim pravitkem.

Integracni kolecko jsme tedy vibec nepotiebovali. Stacilo pro
né zvolit specidlni umisténi a zajistit pohyb planimetru tak,
abychom dokazali urcit hodnotu, kterou by kolecko namétilo.

Pro aplikaci véty o planimetrech je jesté nutno urcit S(B).
Toho vsak neni mozné nijak jednoduSe dosdhnout a pfi meéreni
Prytzovym planimetrem velikost S(B) zanedbavdme. Proto obsah
plochy pfi méfeni Prytzovym planimetrem urcujeme jako soucin
zmény polohy a délky planimetru. Tento obsah neni vysSe uvede-
nym postupem urcen piesné, protoze v sobé obsahuje dvé prin-
cipidlni chyby: zanedbani S(B) a chybu vzniklou p¥i nahrazeni
oblouku navratu bodu @ do vychozi polohy tétivou.

Vhodnym postupem pii méfeni je mozné principidlni chybu
Prytzova planimetru minimalizovat. Je doporuceno zacit s méfe-
nim blizko stfedu méfené mnoziny, aby pfi (mysleném) navraceni
konce () po oblouku z kone¢né do vychozi polohy byla ptiblizné
polovina mnoziny B na jedné strané a druhd polovina na druhé
strané oblouku névratu. Tim docilime toho, ze pfiblizné polovina
mnoziny B mé kladny a druha polovina zaporny orientovany ob-
sah a soufet téchto orientovanych obsahil, S(B), je maly. Pokud
v situaci nakreslené na obr. 6 volime normalovy vektor tsecky
tak, aby na poc¢atku pohybu smétfoval vzhiiru a méfeni provadime
proti sméru hodinovych rucicek, skldada se mnozina B ze t¥i kii-
vocarych trojihelnikd. Orientovany obsah dvou mensich (vpravo
od délici ¢ary) je kladny, orientovany obsah tfetiho trojihelnika
je zaporny. Numericka simulace ukazuje, ze pii poméru délky pla-
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nimetru a poloméru méreného kruhu tak, jak je zachyceno na ob-
razku, je celkovy orientovany soudet S(B) pouze 0,8 % z obsahu
mnoziny A.

V literatufe je casto navrhovano pouzit jako ndhradu Prytzova
planimetru vhodné tvarovany kapesni nebo kuchynsky ntz. Je
pouze nutno zajistit, aby ostfi noze bylo prohnuté a mélo kontakt
s podlozkou na kratkém tseku a aby druhy konec (7') umozioval
tazeni po hranici méfené mnoziny. Pfi takové nahradé musi uzi-
vatel dbat na to, aby planimetrem pohyboval lehce a neovlivioval
nevhodnym ot4¢ivym momentem v bodé T pohyb bodu Q.

5. Kolobézkovy planimetr Prytzova typu

e

br. 7: Kolobézka | Obr. 8: Draha planimetru pii
a podlozka na stiil meéfeni obsahu obdélnika.

Protoze realny Prytztv planimetr, ktery jsem mél k dispozici
pro studium, pfipominal stolni kolobézku s hrotem misto pred-
niho kole¢ka (fiditka, t&lo kolob&zky a zadni kolecko kolobézky, viz
obr. 2), rozhodl jsem se pfi psani tohoto ¢lanku experimentalné
ovérit pouzitelnost bézné kolobézky k méreni obsahii. Protoze ko-
lobézka ma kolecka na potieby planimetrovani pomeérné Siroka,
je vhodné méfit posun bodu @ na vybrané boc¢ni strané zadniho
kola kolobézky. Skutecnost, ze Fiditka, hlavové slozeni, stied pred-
niho kolec¢ka a kontakt predniho kolecka s podlozkou nejsou presné
v jedné vertikale, zptisobi dalsi principialni chybu planimetru. Li-
mitujicim faktorem je velikost mnoziny. Aby bylo mozné nahradit
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oblouk mezi pocateéni a koncovou polohou bodu @ tétivou, do-
porucuje se, aby priimér méfené mnoziny nepiesahoval polovinu
délky planimetru.

Jako méfenou mnozinu jsem pouzil podlozku na sttl ve tvaru
obdélnika o rozmérech 40 krat 60 centimetri. Kolobézka byla
klasicka skladaci kolobézka, u niz jsem naméfil vzdéalenost ko-
lecek 61 cm. Nebyla tedy zcela optiméalné splnéna podminka dosta-
tecné velikosti planimetru vzhledem k méfené mnoziné. Kolobézka
i méfend podlozka na stil jsou vyfoceny na obr. 7.

Obdélnik jsem méfil stejnym zplusobem jako je uvedeno na
obr. 8. Posun zadniho kolecka c¢inil 37,5 cm a naméfena hodnota
obsahu je tedy 2287 cm?. Odchylka od skuteéného obsahu méiené
mnoziny ¢ini cca 5%. Na obr. 8 je zachycena i trasa zadniho ko-
lecka. Z tohoto obrazku plyne, Ze ani zahajeni a ukonceni méreni
ve stfedu nemusi vzdy snizit dostatecné principialni chybu plani-
metru zptsobenou zanedbanim S(B). Vlivem znaénych rozmeéra
mnoziny vzhledem k rozmérim planimetru doslo k tomu, ze pro-
stfedni z trojthelnik vzniklych na trajektorii zadniho kolecka
ma zietelné vétsi obsah, nez je soucet zbylych dvou mensich. Bylo
by optiméalnéjsi zahdjit a ukoncit méreni mirné vpravo od stredu
obdélnika. Pti praktickém méfeni vSak trasu koncového bodu ne-
mame nijak podchycenu a analogickd ivaha a korekce chyby pla-
nimetru vétSinou neni mozna.

Zavér
Na zavér uvedeme nékolik moznosti vyuziti vyse uvedenych tivah
a postupl ve vyuce, pfi praci s matematickymi talenty nebo pro
vlastni potéSeni. Zajemci o matematiku, které problematika pla-
nimetru zaujala, vSak budou mit jisté celou fadu dalsich napadi.
7 teoreticky zaméfenych ¢innosti je napfiklad mozno sestro-
jit detailni dikaz Véty o planimetrech pripadné odvodit variantu
této véty pro pripad, kdy se planimetr nevraci do vychozi polohy.
Dale je vhodné peclivé vysvétlit fakt, Ze piestoze se ve Vété o pla-
nimetrech vraci cely planimetr do vychozi polohy, pouze u kom-
ponenty pochézejici z kyvného pohybu argumentujeme tim, Ze
celkova orientovana draha kolecka z této ¢asti pohybu je nulova.
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Pro procviceni geometrie a algoritmického mysleni je mozno
popsat matematicky pohyb tsecky v roviné a vytvorit animaci
pohybu tsecky z Véty o planimetrech. Tim je mozno vétu ovérit
na nékolika konkrétnich pfipadech®. Je mozno dale ovéfit a uka-
zat, Zze pro stejnou mnozinu A neni mnozina B uréena jednozna-
¢né. Pokud se ndm podafi animovat pohyb Prytzova planimetru,
mizeme na konkrétnich piikladech sledovat vliv vychoziho bodu
a vliv délky planimetru na chybu méfeni.

Manualné zruéni zajemci jisté vyuziji prilezitosti k sestrojeni
Prytzova nebo jiného planimetru vlastnimi silami. Priklady vyu-
ziti stavebnice Lego je mozno najit na Internetu, fantazii se vsak
meze nekladou.

Na webové strance (Mafik, 2015) je mozno si prohlédnout vi-
deo? s nahrazenim Prytzova planimetru vafeckou, véetné zviditel-
néni tvaru mnoziny B. Tim je umoznéno srovnani ptipadu, kdy
zacéneme mérit od okraje mnoziny A a kdy za¢neme z jejiho stiedu.
Tento experiment si mize kazdy snadno zopakovat samostatné na
bézném elektrickém sporaku.

Vsichni zdjemci se také mohou pouze rozhlizet okolo sebe
a zkouSet, které predméty se chovaji pfi tahnuti jako Prytzav
planimetr. Uvidite potom fadu véci novyma oc¢ima.
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Abstract

The paper describes the Prytz hatchet planimeter — a tool for
measuring areas of irregular shape. We explain both the usage
and the mathematical background of the planimeter. At the end
of the paper we suggest (and test) some possibilities how to replace
the planimeter by things of daily use, such as scooter.
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