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MATEMATIKA

Poznamka o délitelnosti ¢isel

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu
Moznéa vés uz nékdo ,,pfekvapil® tvrzenim, ze
¢islo (p—1)(p+1) = p? — 1, kde p je prvocislo v&tsi nez 3,

je delitelno 24. (viz napf. [1] nebo [2]).
Jednoducha tabulka

p P’ p? -1
25 24 =24 x 1
7| 49 48 =24 % 2
11| 121 120=24 x 5
13 | 169 168 =24 x 7
17 | 289 288 = 24 x 12
277 | 76729 | 76728 = 24 x 3197

néas ujisti a napovi nam, ze tvrzeni ma souvislost s tim, ze kazdé prvocislo
p > 2 ma tvar

p =6k — 1, anebo p = 6k + 1, pro vhodné ¢&islo k.

Tato vlastnost je bezprostfednim dusledkem toho, Ze kazdé prvocislo
p > 2 je ¢islo liché, tedy tvaru p = 2k+1, a proto obé &isla p—1 a p+1 jsou
sudé a jedno z nich musi byt dokonce nasobkem 4. JelikoZ v posloupnosti
p—1, p, p+ 1 musi byt téZ jedno ¢&islo délitelné 3 (a prvodislo p to byt
nemize), sou¢in (p — 1)(p + 1) je nésobkem ¢isla 24.

Podobné4 tivaha miize byt nyni rozsifena pro kazdé prvocislo p > 5 na
soudin

ap,=(p-2)p—-Dp+1)(p+2) =@ -1 —4).
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MATEMATIKA

V posloupnosti p—2, p—1, p, p+ 1, p+ 2 je jedno z ¢isel délitelno 5
a dvé jsou délitelna 3. Tedy a,, je pro kazdé p > 5 délitelno 360.
Dokazali jsme tak prvni dvé tvrzeni této véty:

Véta 1. Necht p je prvocislo.
(i) Je-li p >3, je p* — 1 celociselngm ndsobkem 24 = 4 - 3! = 4!.

(i) Je-li p > 5, je ap = (p? — 1)(p* — 4) celociselngm ndsobkem cisla
360 =3 - 5.

(iii) Je-lip > 17, je b, = (p*> —1)(p* —4)(p* — 9) celociselngm ndsobkem
40320 =8 - 7! = 8!,

(iv) Je-lip > 17, jec, = (p*> — 1)(p? — 4)(p® — 9)(p* — 16) celociselngm
ndsobkem 1814400 =5 - 9!.

Diikaz tvrzeni (i)—(iv) a tvrzeni tykajicich se podobnych vyrazi je zalo-
zen na znamém faktu, ktery je zifejmym disledkem toho, zZe kombinaéni

¢islo (n> nn—1)(n-2)...(n—k+1)

k)~ k!
je celé &islo. Pro kazdé celé kladné ¢islo n soudin k po sobé jdoucich ¢isel
nn+1)(n+2)...(n+k—1) je délitelny &islem k! =1-2-3-...-k. (x)

Dokazme nyni tvrzeni (iii) a (iv) véty 1.
(iii) Tvrzeni (x), které aplikujeme pro n = p — 3 a k = 7, doplnime
poznatkem, Ze jeden z Cinitelti soucinu

pbp = —=3)(p—2)(p—plp+1)(p+2)(p+3)

je nasobkem ¢&isla 8, a Ze tedy b, je nasobkem ¢isla 128. Pripomeiime, Ze
¢isla p a 40320 jsou nesoudélna, tudiz 40320 déli by,.

(iv) Zde aplikujeme tvrzeni (x) pron = p — 4 a k = 9 a zjistime, Ze
dva Cinitelé soucinu

pep,=@—4)(-3)(p—-2)p—-plp+1)p+2)p+3)(p+4)

jsou nasobky ¢isla 5 a Ze tedy ¢, je nasobkem ¢isla 25. Opét zdtraznéme,
ze C¢isla p a 1814400 jsou nesoudélnd, tudiz 1814400 déli c,,.

Clanek zakondeme nékolika ikoly:
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MATEMATIKA

Cviceni. Zdivodnéte, Ze
(1) (p®>—1)(p?—9) je celoéiselnym néasobkem 1920 pro kazdé prvoéislo
p > 5.

(2) (p*>—1)(p*—25) je celo¢iselnym nésobkem 1152 pro kazdé prvocislo
p > 5.

(3) (p*>—1)(p*—9)(p*—25) je celo¢iselnym nasobkem 322560 pro kazdé
prvodislo p > 7.

(4) (p* — 1)(p? — 25)(p® — 49) je celodiselnym nasobkem 414720 pro
kazdé prvocislo p > 7.

Zduaraznéme jesté roli, jakou hraji v naSich tvahach mald prvocisla
pro souciny blizkych ¢initeli. MiiZeme je totiz snadno identifikovat jako
délitele danych soucinii:

24=2%.3, 360=2%-32.5, 40320=2"-3%.5.7,
1814400 =27 -3*.52.7, 1920 =27-3.5, 1152 =27.32
322560 = 219.32.5.7, 414720 = 20 . 3% . 5.

Vsimnéme si téz, ze uvedeni spoleéni délitelé piislusnych soucint jsou
co do velikosti optimalni. O tom se v jednotlivych pfipadech snadno pres-
v&déime vhodnou volbou malych prvocisel. Tak napt. v pripadé véty 1(ii)
a1; = 14040 = 360 - 3 - 13 a a;3 = 27720 = 360 - 7 - 11. Je tedy 360 opti-
malni. Podobné v pfipadé cvifeni (1) je soucin pro p = 13 roven 1920-2-7
a prop = 23 jeroven 1920-11-13. Je tedy 1920 optimalni. Pfesvédcte se,
7e v piipadé cviceni (3) sta¢i pro dikaz optimality 322 560 zvolit p = 11
ap=23.

Nakonec poznamenejme, Ze vysledky této poznamky jsou zobecnény
v ¢lanku [3] touto vétou:

Véta 2. Necht p je prvocislo spliiujici p > 2n + 1. Potom je soucin

P =1 —)@*—9)...(»* —n?)

deélitelny cislem 2- (n+1)- (2n+ 1)! = [2(n+ 1)]!, je-li n liché, a cislem
(n+1) - 2n+ 1) =1-12(n+1)]!, je-li n sudé.
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Nekonecna

Martin Dvotdk, IST Austria, Klosterneuburg
Jonds Havelka, MFF UK, Praha

Clanek vychézi ze studijnfho textu M&M [1]. Korespondené¢ni seminaf
M&M se vénuje prevazné matematice, fyzice a informatice.

V ramci korespondencéniho semindfe M&M navrhujeme riazna témata,
nad kterymi miZou ucastnici (pfevazné st¥edoskolaci) badat, a k nim
zvefejiujeme studijni texty a doprovodné tlohy. Nejlepsi Tesitelé byvaji
dvakrat roéné zvani na soustiedéni.

Hilbertuv hotel

Predstavme si, Ze spravujeme hote kde je nekone¢né mnoho jedno-
liazkovych pokoji. COVID-19 ustupuje, takze nam kone¢né bylo umoz-
néno oteviit, coz zpusobilo obrovsky zajem, tudiz mame vSechny po-
koje obsazené. Abychom se v hotelu vyznali, o¢islovali jsme pokoje ¢isly
{1,2,3,...} tak, 7ze kazdé &islo je vyuZito pravé jednou a kazdy pokoj
ma pravé jedno ¢islo. Tedy mame tolik pokojt, kolik je pfirozenych ¢isel.
Tento pocet (tedy nase nekonecno) oznaém jako Ng.

Najednou nam na vchodové dvefe zaklepe novy host. Nejprve ho
chceme odmitnout, vZdyt prece mame vSechny pokoje obsazené, ale pak

DS timto myslenkovym experimentem piigel v prednasce ,,O nekoneénu® roku 1924
némecky matematik David Hilbert, jemuZ v matematice vdé¢ime za mnoho poznatki.
Viz: https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_paradox_of_the_Grand_Hotel

2)Symbol oo se obecné pro nekoneény podet nepouziva, protoze jak uvidime dale,
neni nekoneéno jako nekone¢no. Symbol R (alef, prvni pismeno hebrejské abecedy)
jsme nevybrali ndhodné, o tom tu v8ak nechceme vypravét. Zvidavé jen odkazeme
na: https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph_number

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://www.youtube.com/watch?v=ZMkIiFs35HQ
https://math.stackexchange.com/questions/855/for-any-prime-p-3-why-is-p2-1-always-divisible-by-24
https://math.stackexchange.com/questions/855/for-any-prime-p-3-why-is-p2-1-always-divisible-by-24
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert's_paradox_of_the_Grand_Hotel
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph_number

