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MATEMATIKA

Obsah a obvod obdélnikd

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Cilem tohoto ¢lanku je nabidnout zakladnim a stFfednim Skolam jedno-
duse formulovanou otézku, jejiz feSeni a rozbor by mohl pfispét k vyuce
matematiky. Budeme zkoumat vztah mezi obvodem a obsahem obdél-
niku. Pro¢? Chceme se vénovat otazce, kterou Liping Ma, profesorka
university Berkeley (pivodem éiﬁanka), nadhodila ve své proslulé knize
Knowing and Teaching Elementary Mathematics [2] ur¢ené u¢itelim ma-
tematiky a vénovala ji celou ¢tvrtou kapitolu. Jeji kniha byla pfelozena
Jifim Rakosnikem do ¢estiny s ndzvem Zndt a ucit elementdrni matema-
tiku [3]. Kazda skola by méla mit tuto knihu ve své knihovné. Zevrubna
recenze Jindricha Becvare v Pokrocich matematiky, fyziky a astronomie
[1] zdtraziuje nejen obsah, ale téZ historickou dileZitost této publikace.

Clanek rozdslime podle naro¢nosti na dvé ¢ésti.

1. ¢ast

_ Liping Ma ve své knize ([2], [3]) popisuje nasledujici 8kolni pithodu.
Zakyné prijde do hodiny matematiky cela rozzarena, oznamuje, Ze obje-
vila vysledek, ktery nebyl v hodiné matematiky probiran. Vysvétluje, ze
nalezla nasledujici tvrzeni:

Jestlize obvod obdélniku vzroste, vzroste téz jeho obsah. (1)

Své tvrzeni podpofila nasledujicim obrazkem (viz [3], str. 102):

4 cm 8 cm
4 cm 4 cm
obvod = 16 cm obvod = 24 cm
obsah = 16 cm? obsah = 32 cm?
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MATEMATIKA

Liping Ma se ve své knize ptd 23 americkych uéiteld a 72 ¢inskych
ucitelti:

Jak byste té Zikyni odpovédéli?

Reakcim uéitela vénuje celou kapitolu, vice nez 20 stranek! Nékteri
uvérili bez jakéhokoliv zavahéani, Ze tvrzeni je spravné. Jini pozadovali
¢as, aby mohli nahlédnout do ucebnic. Shriime zde velice stru¢né, k ja-
kému vysledku profesorka Ma dospéla: Pouze jedna americka ucitelka
(z 23 zacastnénych) podala spravnou odpovéd a vysvétlent:

Tvrzent je neplatné!

Poznamenejme jesté, ze ze 72 zucastnénych céinskych ucitelid tento
spravny vysledek odvodilo 50. Tuto statistiku poukazujici na nedosta-
te¢nou kvalifikaci fady ucitelt zde nebudeme diskutovat. Uvédomme si
jenom (a to je jeden z cilii profesorky Ma), jak negativni dopad ma
dnedni stav vyuky matematiky na zaky — a jak posléze vede k obavam,
az strachu z tohoto predmétu.

Studiu vztahu mezi obvodem a obsahem obdélniku pfedeSleme po-
znamku, Ze velikost obvodu a obsahu daného obdélniku budeme vzdy
popisovat ve stejuych (zvolenych) jednotkach, at uz jsou to centimetry,
metry & kilometry (tedy cm a cm?, m a m? & km a km?) a nebudeme je
zminovat. P¥ipomenime, Ze naSe formulace zahrnuji i piipad degenerova-
nych obdélnika, tj. pripad, kdy délka jedné strany obdélniku je nulova.

Vztah mezi obvodem a obsahem obdélniku podame odpovédi na tuto
velmi prirozenou otazku:

Ezistuje obdélnik, ktery md libovolné velky obvod

a zdroveri libovolné maly obsah? (2)

Kladna odpovéd ukazuje zcela raznym zptsobem, Ze tvrzeni (1) neplati.
Podlozme tvrzeni z otazky (2) n&kolika piiklady.

Uvazujme obdélniky, jejichZ strany jsou uvedeny v prvnich péti fad-
cich nasledujici tabulky. Jiz zde vidime, Ze tvrzeni (1) je neplatné (k tomu
staci porovnat libovolné dva z téchto fadkt) a Ze hodnoty pfislusnych
obvodu a obsahti naznac¢uji kladnou odpovéd na otézku (2).
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MATEMATIKA

Délky stran obdélniku x a y Obvod P Obsah &
4 a4 16 16
8al 18 8
16 a 1 32,5 4
32a 64,125 2
64 a g 128,03125 1
N 2¢e 4e
5 a N N+ N > N E
N+\/JX2—165 a N—\/IX2—165 N €

Radek, ktery v tabulce nasleduje, kladnou odpovéd na otazku (2)
potvrzuje. Zde miizeme za N zvolit libovolné velké ¢islo a za € libovolné
malé ¢islo. Strany obdélniku, ktery ma obvod rovny (pfesné) N a obsah
rovny (pfesné) e jsou udany v poslednim fadku.

Tento Fadek popisuje obdélnik o stranach x a y, x > y > 0, které jsou
feSenim soustavy dvou rovnic

2c+y)=N a ay=c.
Jelikoz zy = 1 [(z +y)* — (z — y)?], = a y jsou FeSenim soustavy

VN? —16¢

N
2 2

r+y= a r—y=

Reseni bezprostiedné ukazuji, Ze obsah S (= ) a obvod P (= N) kazdého
obdélniku spliiuje vztah
P\ 2
<(=) .
5=(3)

Rovnost § = (2)2 nastava v piipadé, ze obdélnik je ¢tvercem.

Poznamka. Pfipomenime si zde, Ze obsah obdélniku se rovna ¢tverci
geometrického priméru Geom(z,y) = /ry jeho stran, tj. geometricky
pramér stran obdélniku udava stranu ¢tverce o stejném obsahu. Obvod
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MATEMATIKA
o4y
2

obdélniku se rovna &tyinasobku aritmetického priméru Arit(z,y) =
jeho stran. Harmonicky primér stran obdélniku Harm(z, y) = j%ryy udava
¢tyinasobek podilu jeho obsahu a obvodu a je tedy rovny nejvyse ¢tvrting

obvodu. Vztahy mezi témito veli¢inami geometricky ilustruje obr. 1.

_aF |[EC| =2
TN ICF| =y
e \\y |AB|:|EB|:AI‘1t(q;,y>:IT+y
d N |AC| = Geom(z,y) =y
\\ _ _ 2z
|AD| = Harm(z, y) = 5%

|
I
|
|
As by
' 2zy (=)
\ z+y 2(z+y) N
\
\ N
\
\ N
\
\ \Zty
\ \ 2
\ \
\ \
\
\ \\
\\ \
N \
N \
\\ \\
~. .
SF

Obr. 1: Aritmeticky, geometricky a harmonicky pramér

Podobnym zpiisobem, jakym jsme popsali vztah mezi obsahem a ob-
vodem obdélniku, miuzeme téz vyjadrit vztah mezi obsahem a thlop¥ic-

kou obdélniku. Odpovéd na otézku
ka obdélniku vzroste, vzroste téZ jeho obsah?

N

Jestlize uhlopiic

je zaporna. Plati obecnéjsi tvrzeni:
Ezistuje obdélnik, kteryy md libovolné dlouhou uhlopricku

a zdroven libovolné maly obsah.

K dikazu nadm opét muze poslouzit jednoducha tabulka, ktera vyja-
dfuje vztahy téchto veli¢in pro nékolik obdélnikt. V poslednim fadku
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tabulky jsou N a e libovolna kladna &isla (tedy i libovolné velké N a
libovolné malé ¢).

Délky stran obdélniku x a y uhlopficka u Obsah S
4a3 5 12
8al 8<u<9 8
16 a & 16 <u <17 4
32a1—16 32 <u <33 2
64aG—14 64 < u < 65 1
N>lag u>N €

Uvedme té7 nasledujici vyrazy pro strany obdélniku, jestlize zname
délku uhlopiicky u a obsah S obdélniku:

Vu2 £28 +Vu2 =28 a Vu2 28 —Vu2 =28
T = Y= )
2 2

Ptesvédcte se, ze ekvivalentni vyrazy pro strany obdélniku jsou

x_\/u2+\/u4—482 . y_\/uQ—\/u4—4S2
-V 2 -V 2

Uhlopficka u a obsah S obdélniku splimji tedy vizdy vztah S < “72
Rovnost § = “72 nastava pravé tehdy, kdyz obdélnik je ¢tvercem.

Cviceni. Predeslé uvahy muzeme aplikovat na pravoihlé trojihelniky.
Formulujte pfislusné tvrzeni.

2. Cast

V této druhé ¢asti doplnime popis vztahti mezi stranou z, thlopfic-
kou u, obsahem S a obvodem P obdélniku a znazornime tyto vztahy
geometricky v roviné s kartézskou soustavou soutradnic.

Zakladnim jednozna¢nym popisem obdélniku je udéani jeho stran x
a y s podminkou z > y > 0. Poznamenejme, Ze rovnost x = y znadi,
ze obdélnik je ¢tvercem, zatimco rovnost y = 0 popisuje degenerovany
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obdélnik, tj. ,zdvojenou“ stranu x (obvod je tedy v tomto pfipadé 2x).
Geometricky popiSeme tuto situaci obrazkem 2. MnoZina vSech obdél-
niki je v jednoznaénémvztahu s body roviny, které lezi ve vysrafované
oblasti, véetné hrani¢nich polopiimek (tak, jak je to v obrazku popsano).

y = strana

10 Na pfimce y = x lezi ¢tverce

3 Z OBDELNIK
_ ZDE NELEZI A
ZADNE OBDELNIKY

SECHNY OBDELNIKY

1 Na piimce y = 0 lezi
degenerované obdélniky

01 2 3 4 5 6 7 893710 11

Obr. 2: Obdélniky uréené stranami = a y

Vztah mezi stranou a obvodem obdélniku je téZz jednoduchy, linearni.
Kazdému obdélniku o (delsi) strané = a obvodu P odpovida druhé strana
P -2z

2 b

y:

a tedy P > 2x. Jelikoz y < z, plati P < 4x. Dvojice (z,P), které od-
povidaji obdélnikiim o strané = a obvodu P muzeme zobrazit v roviné
s pravoihlymi soufadnicemi x a P: jsou to vSechny body prvniho kvad-
rantu, které lezi na polopifimkach P = 2z, P = 4x a mezi nimi, jak uka-
zuje obrazek 3. Oblast obdélnikii je opét vysrafovana. Poznamenejme,
ze jednotky jsou zvoleny na soufadnych osach x a P riazné.

DPrave kvili této jednoznacnosti predpokladame, ze x > y.
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P = obvod

Na piimce P = 4x lezi ctverce :
VSECHNY OBDELNIKY:
71 :

_ ZDE NELEZI
ZADNE OBDELNIKY

T Na pfimce P = 2z lezi
, degenerované obdélniky
|
1
1
1

' ZDE NELEZI
ZADNE OBDELNIKY

xr = strana

1
I
I
I
& o

25 3 4

2

Obr. 3: Obdélniky (z,P) urcené stranou a obvodem

Cvic€eni. Podobné miZeme vyobrazit vSechny obdélniky urcené stranou
x a uhlopfickou u nebo thlopfickou u a obvodem P. Odvodte prislusna
omezeni a vysvétlete obr. 4, ktery tato omezeni ilustruje.

VSECHNY OBDELNIKY LEZI

Obr. 4: Obdélniky (x,u) a (u, P)
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Zavérem uved me geometrické znazornéni vztahu mezi obvodem a ob-
sahem obdélniku, odvozeném v prvni ¢asti tohoto ¢lanku. Obr. 5 popisuje
celou situaci graficky: VSechny obdélniky jsou jednoznaéné znazornény
body (P,S) (vyjadiujicimi obvod a obsah) lezicimi v oblasti prvniho

2
kvadrantu omezené parabolou & = % a osou P.

S = obsah
95 §--mm-m-- B e E P LR P
|
1
1
1
|
ZDE NELEZ{ ZADNE OBDELNIKY i
I
I
|
1
16 ¢~ TTTTTTTTTTTTTTTTToTToTmmm o :
1 1
1 1
1 1
1 1
2
NA PARABOLE /S = % LEZI CTVERCE
OBDELNIK 0 obsahu 10
10 - - Q a obvodu 18
) 1 ] 1
9 A
] (] ]
] (] ]
] (] ]
] (] ]
1 ] [} 1
VSECHNY OBDELNIKKY LEZI ZDE
g §rmmmmmmmmmmmmmmmmmees OBDELNIK 0 obsahu 7 |
T Peemmcccccccaa/ T i a obvodu /89 '
A Lo
1 Q@---—m—mm- : = : : = : P = obvod
& O—0 & & & &
0 4 8 V8 12 16 18 20

Obr. 5: Obdélniky urcené svym obvodem a obsahem
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