Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

A. Jancdatik; Tomas$ Kepka
Skupinové testovani — oddélujici systémy
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 66 (2021), No. 4, 230-237

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/149294

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiku a fyzikd, 2021

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents strictly for
personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
\J http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/149294
http://dml.cz

Skupinové testovani — oddélujici systémy
Antonin Jancarik, Tomas Kepka

Abstrakt. Otazkami spojenymi s testovanim vzorku se v souvislosti s pandemii covid-19 zacala
zabyvat i sirsi verejnost. Jednou z otazek, kterd byla v souvislosti s testovanim diskutovana,
byla i otazka tzv. poolovani. Cilem predkladaného clanku je predstavit jeden z matematickych
néastroju — oddélujici systémy, ktery lze pii spojovani vzorkl a jejich nésledném testovani
efektivné vyuzit. Vsechna odvozeni jsou realizovana jen s vyuzitim elementdrni matematiky
tak, aby bylo mozné dosazené vysledky nejen pouzit pfi vlastnim testovani, ale také jako
priklad praktické aplikace ve vyuce matematiky ¢i informatiky.

Uvod

V souvislosti s pandemii covid-19 se siroka verejnost zacala zabyvat otdzkami spoje-
nymi s testovanim vzorkt. Soucasti kazdodenniho zpravodajstvi byly informace o po-
¢tu realizovanych testi, poctu pozitivnich vyskytt, poctu nemocnych. Mnoho odbor-
niku se zabyvalo moznostmi, jak zvysit kapacitu testovani, zvysit jeho spolehlivost
i snizit cenu. Cilem tohoto ¢lanku je predstavit zadklady metody skupinového testovani
(combinatorial group testing), které stoji na pomez{ mezi matematikou a informatikou
a mohou byt za jistych podminek vyuzity i pro zefektivnéni testovani v pribéhu pan-
demie. Predstaveni metod skupinového testovani je jednim ze zplsobt, jak propojit
vyuku informatiky a matematiky s realnym svétem a ukéazat praktickou uplatnitelnost
nékterych ,teoretickych® témat matematiky, jako je napriklad zapis ¢isla v soustavach
o jiném zakladu, pri feseni situaci z bézného zivota.

Obvykle vyuzivanym néastrojem pro popis algoritmi pro skupinové testovani je
maticovy zapis. Ten vsak muze byt nékdy na prekazku vysvétleni principu testovani
zékam nizsich roc¢nika. Pravé s ohledem na pouziti pokud mozno jen nastroji ele-
mentarni matematiky byl zvolen jiny pristup, ktery vyuzivad pouze mnoziny a s nimi
spojenou terminologii. Oba pristupy jsou samozrejmé navzajem prevoditelné. Autorum
clanku vsak neni znamo, ze by problém byl jiz podobnym zptsobem preformulovan,

.....

1. Skupinové testovani

Skupinové testovani (group testing) bylo poprvé predstaveno v roce 1943 jako néstroj
pro ekonomicky vyhodnéjsi testovani vzork krve [3]. Cilem skupinového testovani je
pomoci co nejmensiho poctu testt odhalit vzorky, které se lisi (jsou infikovdny) od nor-
malu. Pri testovani se predpoklada, ze lze soucasné testovat velké mnozstvi vzorki tak,
Ze pritomnost jednoho vadného (infikovaného) vzorku kontaminuje celou skupinu a ta
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je testem rozeznana. Cilem skupinového testovani je vyraznym zplisobem snizit pocet
potifebnych test. V praxi jsou vyuzivany jak metody, které pouzivaji testovani vsech
vzorki ve stejném okamziku, kterym se budeme dale vénovat, tak i metody, které pra-
cuji s vice kroky [4]. Ukazuje se, ze praktické nasazeni matematickych metod by mohlo
velmi efektivné prispét ke zvySeni dostupnosti PCR testovani a snizeni jeho ceny [1].
Myslenka skupinového testovani, vychézejici pavodné z potieb zdravotnictvi, se uka-
zala jako uplatnitelnd v mnoha dalsich oblastech, jako je genetika [5], informatika [2],
¢ technika [7]. Diskuze o mozném vyuziti adaptivnich a neadaptivnich vicekrokovych
algoritmt byla v ¢eském prostied{ oteviena i v rdmci tohoto ¢asopisu [6]. V tomto
textu si dovolujeme navazat a predstavit zakladni matematicky aparat vyuzitelny pro
testovani, pri kterém je mozné vSechny potiebné testy realizovat soucasné, bez nutnosti
dalsich navaznych kroki.

2. Trochu matematiky

Uéelné zavedeme vhodné matematické prostiedky a znacent.

Necht M je konecnd mnozina obsahujici alespon dva prvky. Pocet prvka této
mnoziny ozna¢ime m (tj. m = |M| 2 2). Jak je zvykem, mnozinu vSech podmno-
7in mnoziny M ozna¢ime P(M) (tzv. potence mnoziny M, |P(M)| = 2™). Oznacme
jesté P*(M) mnozinu vSech vlastnich neprazdnych podmmnozin mnoziny M (pak
|P*(M)] =2™ —2).

Pro nase tcely bude mnozina M predstavovat mnozinu vzorki, které chceme otesto-
vat. Pokud testujeme tak, Ze nékolik vzorku spojime (seskupime, slijeme atd.) a vyhod-
nocujeme soucasné, nevyhodnocujeme testy jednotlivych vzorka — prvka mnoziny M,
nybrz podmnozin mnoziny M, tedy vyhodnocujeme jednotlivé prvky potence mno-
ziny M. Pti konstrukei testu tak budeme vybirat, které prvky potence mnoziny M
chceme testovat a které nikoli. Testem je tedy ndsledné podmnozina P(M), neboli
prvek mnoziny P(P(M)), ktery budeme nadéle nazyvat systémem podmnoZin mno-
ziny M.

Pro danou mnozinu M existuje 22" systémi podmnozin. Tento pocet zcela vylu-
¢uje, aby i pro relativné malé mnoziny M bylo redlné mozné prochazet vsechny systémy
podmnozin mnoziny M a hledat takové, které jsou pro testovani vhodné. V informatice
hraji tlohy, jejichz FeSeni vyzaduje projiti vSech podmnozin (napi. problém batohu —
knapsack problem, viz [8]) vyznamnou roli. Neexistence zndmého algoritmu, ktery by
tlohu byl schopen fesit v polynomialnim case, je velkou prekazkou pro praktické reseni
i pro relativné malé mnoziny. Prochazeni vSech podmnozin mnoziny vsech podmnozin
pak predstavuje z hlediska praktického nasazeni programatorskou no¢ni muru. Pokud
ma mnozina M pouhych sto prvki, existuje 1 267 650 600 228 229 401 496 703 205 376
podmnozin této mnoziny. Pocet systémt podmnozin mnoziny M pak predstavuje as-
tronomické c¢islo, které ma 381 600 857 690 147 056 244 358 827 361 mist.

Ve skutecnosti nds pro praktické reseni zajimaji jen takové systémy podmnozin,
které maji méné nez m prvku (jsou lepsi, nez testovani kazdého vzorku samostatné).
I tak se muze jednat o netimeérné velky pocet. V dalsim textu si ukazeme, jaké vlastnosti
musi mit systém podmnozin, aby byl prakticky vyuzitelny jako test, ktery detekuje
urcity, predem dany, pocet infikovanych vzorkt. Proto zavedeme nésledujici uzitecné
znaceni. Necht A je systém podmnozin mnoziny M (tj. A C P(M)). Je-li A # 0, pak
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definujeme

A = {A Ae A}
Vsimnéte si, ze A=A, P(M) = P(M) a P*(M) = P*(M). Nelze zaméhovat systém
dopliikt A s doplitkovym systémem A" = P(M) \ A.
2.1. Oddélujici systémy

Aby bylo mozné néjaky systém podmnozin pouzit jako test pro vyhledavani infekénich,
resp. vadnych vzorkd, musi tento systém mit jisté velmi specifické vlastnosti, které se
pokusime v dalsim textu popsat. Nejprve zavedeme nékolik podminek, které miize
neprazdny systém A spliiovat:

(p1) NA=0;

(p2) INA[=1;
(p3) UA= M;
(p4) [M\UAl=1;
(p5) A je podmnozinou P*(M);
(p6)

je-li B neprazdnd vlastni ¢ast systému A, pak prinik N B a N(A\ B) je nejvyse
jednoprvkovy (tj. je bud prazdny, nebo jednoprvkovy);

(p7) AN B ={ pro vsechna A, B € A, A # B;

(p8) AUB = M pro vsechna A, B€ A, A+# B.

Je zjevné, ze mezi jednotlivymi podminkami plati nejriznéjsi vzajemné vztahy, kte-
rymi se ale nyni nebudeme zabyvat. Pouze na tomto misté konstatujme, ze podminka
(p1) je silngjsi nez podminka (p2) a podminka (p3) je silnéjsi nez podminka (p4).
Pomoci uvedenych podminek zavedeme pojem, ktery bude pro dalsi avahy zdsadnim.

Necht M je konecnd mnozina, m = |M| 2 2. Systém A podmnozin mnoziny M na-
zveme oddélujicim, jestlize A spliiuje podminky (p2), (p4) a (p6). Navic o oddélujicim
systému A budeme tikat, ze je:

e prvniho druhu, jestlize jsou splnény podminky (pl) a (p3);

e druhého druhu, jestlize je splnéna podminka (p3), nikoli vSak (p1);

e tietiho druhu, jestliZe je splnéna podminka (pl), nikoli vSak (p3);

e Ctvrtého druhu, jestlize nen{ splnéna ani jedna z podminek (pl) a (p3);

e Fadny, jestlize splituje podminku (p5).
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2.2. Pouziti oddélujicich systému

Necht A je neprazdny systém neprazdnych podmnozin mnoziny M, m = |M| = 2. Pro
kazdé a € M definujeme R(a) = {A € A:a € A} (tj. mnozinu vSech podmnozin z A,
které obsahuji prvek a). Nésleduji snadnd pozorovéni:

e R(a) # 0, pravé kdyz a € U A.

e Je-li UA= M, pak R(a) # 0 pro kazdé a € M.
e R(a) # A, pravé kdyz a neni prvkem N A.

e Je-li N A =0, pak R(a) # A pro kazdé a € M.
e a €N R(a) pro kazdé a € M.

e Jestlize A spliiuje podminku (p2) a jestlize a, b € M jsou takové prvky, ze
R(a) = A= R(b), pak a = b.

o Jestlize A spliiuje (p4) a jestlize a, b € M jsou takové prvky, ze R(a) = ) = R(b),
pak a = b.

o Jestlize A spliiuje (p6) a jestlize a, b € M jsou takové prvky, ze R(a) = R(b) # 0,
pak a =b.

o Jestlize A je oddélujici systém, potom systémy R(a), a € M, jsou po dvou ruzné.

o Jestlize A je oddélujici systém prvniho druhu, pak @), A # R(a) a systémy R(a),
a € M, jsou po dvou rizné.

Nyni jiz mizeme pristoupit k vlastnimu vyuziti oddélujicich systémt pro testo-
vani. Predpokladejme, ze mame mnozinu M vzorki, které jsou dvou druht — vadné
a bezvadné. Mdme k pouziti test (¢i metodu), ktery odhali, zdali v n&jaké skupiné
(rozuméj podmnozing) vzorkt je obsazen alespon jeden vadny vzorek. Samoziejmé,
pokud otestujeme kazdy vzorek samostatné, nalezneme snadno vSechny vadné vzorky.
Tento postup vsak vyzaduje m = |M| testl, coz, zejména pro velké mnozstvi vzorku,
muze byt nevyhodné ¢i dokonce neprijatelné. Pii testovani ndm jde o to, abychom pfi
co nejmensim mnozstvi testu zjistili o mnoziné vadnych vzorkt co nejvice, tedy pokud
mozno nalezli vsechny vadné vzorky. Také ndm z ruznych diavodi mize jit o to, aby
vSechny testy probéhly (takika) soucasné. Nelze tedy upravovat testované skupiny na
zakladé castecnych vysledki testovani.

Ze vzorkt lze utvaret skupiny, které pak vytvori systém podmnozin mnoziny vzor-
kt. Podivejme se nyni na to, co ndm mohou prinést oddélujici systémy.

Necht A je fadny oddélujici systém prvniho druhu (neprazdnych, vlastnich) pod-
mnozin (podskupin) mnoziny vzorkt M. Zacnéme tim, ze otestujeme vSechny skupiny
systému A. To ¢ini |A] testi. Co se mize prihodit:

1. Z&dna ze skupin neobsahuje vadné vzorky. Pak ale jsou viechny vzorky bezvadné.

2. Pokud alespon jedna ze skupin vykazala vadny vzorek, tak oznacime G # ) systém
vsech skupin, u kterych se pti testovani odhalila pritomnost vadného vzorku. Nyni
rozlisime dva piipady, kdy bud G = R(z) pro néjaké z € M, nebo G # R(z) pro
vSechna z € M.
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3. Nejprve se zabyvejme piipadem, kdy pro vSechna z € M plati G # R(z). V tomto
pripadé jsou minimalné dva vzorky vadné a navic musi platit, ze pokud je z vadny
vzorek, tak R(z) je podmnozinou G. Neplati vSak obecné obrdcend implikace.
V soucasnosti jsou zndmy metody, jak konstruovat oddélujici systémy, kde plati
i opa¢nd implikace, za predpokladu, ze pocet vadnych vzorkt neprekroci predem
dané cislo. Témi se vsak nebudeme nyni zabyvat.

4. Zbyva pripad, kdy G = R(z) pro néjaké z € M. Jestlize z jakéhokoli duvodu vime
nebo predpoklddame, ze pouze jeden vzorek je vadny, pak je to vzorek z. Nevime-li
to, pak by bylo mozné se pomoci jediného dalsiho testu presvédcit, zda z je vadny
vzorek ¢i nikoli. Pokud z neni vadny vzorek, existuji alespon dva vadné vzorky.
Je-li z vadny vzorek, pak ovSem nevime, zda existuje dalsi vadny vzorek ¢i nikoli.
Zkusme tedy predpokladat, ze existuje jesté jiny vadny vzorek x; nutné plati, ze
R(z) je (vlastni) podmnozinou R(z). Potom v systému A existuje skupina, kterd
obsahuje pouze prvek z, ale nikoli prvek z. Pouzijme tedy systém A. Je-li systém
A fadny oddélujici systém prvniho druhu, je i systém A fadny oddélujici systém
prvniho druhu. Otestujme tedy systém A a ozna¢me G # () systém vsech skupin,
u kterych se pfi testovani systémem A odhalila p¥itomnost vadného vzorku. Mohou
nastat dva pripady:

e G = R(z) a x je jedingm vadnym vzorkem,

e GG # R(x) a vmnoziné M existuji minimalné dva vadné vzorky.

Shrneme uvedené tvahy o fadném oddélujicim systému prvniho druhu A. Pokud
jsme presvédceni o existenci nejvyse jednoho vadného vzorku, pomoci soucasné pro-
vedenych |A| testi jsme schopni rozhodnout, zda néktery ze vzorku je vadny a tento
vzorek urcit.

Pokud si nejsme jisti tim, ze vadny vzorek je nejvyse jeden, otestujeme vzorky
soucasné testy A a A, tedy provedeme 2|A| méfeni. Na zdkladé vysledki téchto testi
jsme schopni nejen urc¢it, zda systém obsahuje vadny vzorek, ale také zda je tento
vadny vzorek pravé jeden a tento vzorek identifikovat, anebo zda existuje vadnych
vzorku vice.

Nyni si vyse uvedené tivahy ukazeme na prikladu.

Priklad 1. Nechf M je mnozina obsahujici 2" vzorki. Oznacme vzorky z této mno-
Ziny celymi ¢isly od 0 do 2 — 1. Systém A sestavime z n podmnozin mnoziny M tak,
ze podmnozina A; obsahuje pravé ty prvky mnoziny M, které maji v bindrnim zapise
pridéleného ¢isla na pozici ¢ ¢islici 1.

Nejprve ukazeme, ze systém A je fadny oddélujici systém.

e N A je jednoprvkovy a je tvofen vzorkem, jehoZ ¢islo je v bindrni soustavé tvofeno
samymi jednickami, tedy vzorkem, ktery je oznacen ¢islem 27!, Systém A tedy
spliiuje podminku (p2).

e U A obsahuje viechny vzorky, jejichz éiselné oznadeni v bindrnim zapisu obsahuje

alespon jednu jednicku, tedy neobsahuje pouze jediny vzorek, a to ten, jehoz ¢iselné
oznaceni je 0. Systém A tedy spliiuje podminku (p4).
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e Je-li B neprazdnd vlastn{ ¢ast systému A, pak prinik 0 B N M (A \ B) obsahuje
pouze jediny vzorek, a to ten, jehoz ¢islo je v binarni soustavé tvoreno samymi
jedni¢kami na pozicich odpovidajicich prvkum A a nulami na zbyvajicich pozicich.
Systém A tedy spliiuje podminku (p6).

e Je zjevné, ze systém A neobsahuje prazdnou ani celou mnozinu, proto spliuje
podminku (p5).

Systém A je tedy radny oddélujici systém ¢tvrtého druhu.

K ¢emu lze takovy systém pouzit? Pokud vime, ze mnozina M obsahuje prave
jeden vadny vzorek, mizeme jej pomoci systému A nalézt. Testovani pomoci systému
A diky testu A; ovéri, zda v Ciselném zépise vadného prvku je na pozici ¢ Cislice 1
(pokud je test A; pozitivni), nebo ¢islice 0 (pokud je test A; negativni).

Priklad 2. Testovani pomoci systému A z predchoziho piikladu funguje diky tomu,
Ze vime, ze mnozina obsahuje pravé jeden vadny vzorek. Co vsak v piipadé, kdy vime,
ze mnozina M obsahuje maximélné jeden vadny vzorek? V této situaci nelze systém
A pouzit, protoze pokud vsechny testy vyjdou negativni, nejsme schopni rozhodnout,
zda mnozina M neobsahuje vadny vzorek, nebo je vadnym vzorkem ten, co je oznaceny
Cislem 0. Je to disledek faktu, ze U A # M.

Miizeme vSak velmi snadno vytvofit systém A, ktery se od systému A lisi pouze
tim, Ze obsahuje jesté jeden test navic. Test testujici mnozinu obsahujici jediny vzorek,
a to vzorek oznaceny pravé c¢islem 0.

Je zjevné, 7e takto vytvofeny systém A je radny oddélujici systém prvniho druhu
(spliiuje podminky (pl) a (p3)), a proto jej lze pouzit v situaci, kdy vime, Ze mno-
7ina M obsahuje maximalné jeden vadny vzorek. Na zékladé aplikace systému A jsme
schopni rozhodnout, zda mnozina M obsahuje vadny vzorek. A za pouziti vyse uvede-
ného predpokladu, ze mnozina M obsahuje nejvyse jeden vadny vzorek, mizeme také
tento vadny vzorek jednoznac¢né urcit.

Priklad 3. Pokud jsme v situaci, kdy oc¢ekdvame, ze mnozina M bude obsahovat
maximalné jeden vadny vzorek, ale mtze teoreticky obsahovat i vice vadnych vzorki,
nejsme schopni pomoci systému A z predchoziho piikladu ve vétsing pifpadi (s vyjim-
kou detekce préavé jednoho vadného vzorku s ¢islem 0) urdit, jestli se v piipadé zachy-
ceni jednoho vadného vzorku jedna o jediny vadny vzorek, nebo soubor obsahuje vice
vadnych vzorkt. Podle vySe popsané teorie miizeme pouzit soubor A = AU A, pomoci
kterého miizeme rozhodnout, zda soubor obsahuje zadny, jeden, nebo vice vadnych
vzorki. Pokud soubor obsahuje pravé jeden vadny vzorek, muzeme jej i jednoznacné
urcit.

Soubor A pro kazdou pozici i obsahuje test A;, kterym ovérujeme, zda vadny vzorek
mé na pozici 4 v bindrnim zépise svého ¢iselného oznaceni &slici 1, a test A; pomoci
kterého ovérujeme, zda vadny vzorek ma na pozici ¢ v bindrnim zapise svého ¢iselného
oznaleni &slici 0. Navic soubor A obsahuje test, kterym je testovan jediny vzorek,
a to ten, ktery je oznacen ¢islici 0, a ddle doplnék tohoto testu, kterym jsou soucasné
testovany vsechny vzorky s nenulovym oznacenim. Je zjevné, Ze pro pouziti souboru
A nemaji posledni dva testy zadny pifnos, protoze nim neprinaseji nové informace
a muzeme je tedy ze souboru vynechat. Pro otestovani mnoziny M muzeme se stejnym
vysledkem pouzit soubor 4 = AU A, piicemz | 4| = 2n.
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Navrzeny soubor 4 je schopen rozeznat, zda mnozina M obsahuje zadny, jeden,
nebo vice vadnych vzorki. Pokud mnozina M obsahuje dva vadné vzorky, dokaze je
systém 4 jednoznaéné uréit pouze v pripadé, ze se jejich &iselné oznaceni v bindrni
soustavé lisi na jediné pozici. V ostatnich pf¥ipadech neni mozné pomoci systému A
urcit, zda mnozina M obsahuje dva, nebo vice vadnych vzorki, ani je jednoznac¢né ur-
¢it. Test vsak muze prispét k ¢astecné eliminaci, tedy uréeni podmnoziny mnoziny M,
kterda nemtze obsahovat vadné vzorky. Tuto mnozinu tvori takové vzorky, pro néz
alespon jeden test, do kterého byly zarazeny, vysel negativni.

Je nutné ale mit na paméti, ze i v situaci, kdy mnozina M obsahuje pravé dva
vadné vzorky, muze nastat situace, kdy vSechny testy vyjdou pozitivni. Tedy neni
mozné uvedenym zpusobem oznacit zadny vzorek jako negativni.

3. Zavér

Cilem tohoto ¢lanku bylo predstavit koncept skupinového vyhledavani a zavést za-
kladni pojem oddélujiciho systému. Aplikace, kterd byla zminéna v prikladech v za-
véru ¢lanku, vychézi z teoretického predpokladu, Zze muzeme soucasné testovat libo-
volny pocet vzorku a ze dany soubor neobsahuje vice nez jeden vadny vzorek. Oba tyto
predpoklady v praxi obvykle nejsou naplnény. Technické limity, predevsim senzitivita
testu v pripadé PCR testovani, omezuji pocet soucasné testovanych vzorku na jed-
notky, maximalné desitky. Navrh testu pak musi vychazet z konkrétnich technickych
omezeni.

Druhé omezeni, predpoklad nejvyse jednoho vadného vzorku, se pri velmi nizké
urovni zachytt (ve zlomcich promile) v plosném testovani (napt. ve Skoldch), nemusi
jevit jako nerealny. Presto je samoziejmé lepsi navrhnout testovaci systém tak, aby
byl schopen zachytit a presné urcit vice nez jeden vadny vzorek. Takové systémy jsou
v soucasnosti znamé. Je mozné je vytvorit pro kazdy predem dany nejvyssi ocekavany
pocet vadnych vzorku. Ne vzdy je ale mozné pozadovany systém vytvorit tak, aby jeho
pouzitim doslo ke snizeni poc¢tu potrebnych testu.
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