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FYZIKA

Jak provokovat, kdyz dostanete tlohu
o padu zelezné a drevéné koule Il

Leos Dvordk, MFF UK, Praha

Uvod: co o padu té&les uz vime a co dosud ne

V ¢lanku [I] jsme si trochu ,zaprovokovali* ohledné ulohy tykajici se
otazky, zda dfevéna a zelezné koule pusténé ze stejné vysky dopadnou
soucasné, resp. kterd dopadne diiv. Kromé provokovani jsme odvodili
vztah pro zrychleni koule pfi padu v odporujicim prostiedi (konkrétné
ve vzduchu):

ar = g'(1 — Kv*), (1)
kde
- 1—&) 2
g g( o (2)
& 3 1
ov
K=%2Zc_—. 3
o8 ¢'R ®)

Pritom g je tihové zrychleni, o, hustota vzduchu, g hustota materialu
koule, R jeji polomér a C koeficient, ktery se vyskytuje v Newtonové
vzorci pro odporovou silu; pro kouli je v Sirokém rozsahu rychlosti roven
0,47. Vztah () zohlediuje i vztlakovou silu piisobici na téleso, jeji vliv
je ale pro télesa ze dfeva ¢i Zeleza velmi maly.

V ¢lanku [I] jsme pii rozboru problému dospéli jednak k aproximaci
pro hodné malé rychlosti, tedy tésné na zacatku padu, a jednak k apro-
ximaci pro pad trvajici dlouho, kdy se tihova sila a sila odporu prostiedi
prakticky vyrovnaji, rychlost dosdhne tzv. mezni rychlosti a dal uz se
nezvysuje. Mezni rychlost jsme spocetli, je

1
Um Nid (4)
7 uvedenych vztaht jasné plyne, Ze mezni rychlost Zelezné koule je vy-
razné vyssi nez mezni rychlost stejné velké koule dfevéné (dosazeni (3))
do @) da vy ~ /0x), takze Zelezna koule zfejmé dopadne difv nez Ze-
lezna. (Ne Ze by nés to prekvapilo, z kvalitativnich avah nam to bylo
jasné. Ted to ale mame podloZeno i vzorcem.)
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Zatim ale nevime, za jak dlouho se padajici téleso mezni rychlosti
vyznamné piiblizi a jak dlouhou drahu pfitom urazi. Takze také nevime,
o jakou dobu bude Zelezna koule ,,na cilové pasce®, tedy na zemi, diiv.
Abychom to zjistili, musime pad koule v odporujicim prostiedi spocitat
podrobné. Bude to chtit zapojit trochu vic matematiky, ale to zvladneme.

Presné&jsi vypocet padu koule: rychlost

Pii vypoctu vyjdeme z rovnice () pro zrychleni. Zrychleni a, je zména
rychlosti délena ¢asem, za ktery se rychlost zméni:

Lot + AL —u(t)  Av
R VNV )

Pozndmka: Tento vzorec dava hodnotu zrychleni s ur¢itou chybou, proto
v ném piSeme =. Chybu ale miZeme zmenSovat tim, Ze zmensime At.
Presnou hodnotu zrychleni dostaneme, kdyz At zmensSujeme az k nule.
7 poméru ﬁ’; tim vyjde takzvané derivace rychlosti podle casu %' Pokud
derivace znéate, vite, o¢ jde; jestli je zatim neznate, predstavujte si prosté,
ze At volime , hrozné moc malé“. ®

Kombinaci () a (&) dostaneme

Av

=g Ke?), (6)
Tohle je rovnice, ktera urcuje ¢asovou zavislost rychlosti. Potfebujeme
tedy najit takovou funkci v = v(t), kterd bude rovnici () spliovat, tedy
pri dosazeni da stejnou levou i pravou stranu.

Na to, jak tuto rovnici fesit, bychom se mohli ptat matematiki. Pro
takovy dotaz je ale vhodné rovnici co nejvic zjednodusit. (Matematikim
vétsinou bude jedno, co znamenaji nase konstanty ¢’ a K a jaké jednotky
maji veli¢iny v dané rovnici.) Zkusme tedy zjednodusovat.

Ze vztahu (@) vidime, Zze Kv? = (v/vy,)?. MiiZe nas tedy napadnout,
7e bude prirozené zavést novou veli¢inu

. W

v P~ (7)
M4 vyznam rychlosti, ale je to veli¢ina bezrozmérna. Kdyz ji pouzijeme,
bude zavorka na pravé strané rovnice (B) prosté 1 — #2. Pro tpravu
levé strany (6]) si uvédomime, ze v = vy, D, a tedy priristek rychlosti je
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Av = vy AD. Vydélime-li (@) konstantou ¢’, miZeme levou stranu upravit
na tvar

1 Av v AD AD

g AL g At LAE

To nas muze privést k myslence, zavést novou proménnou

!
=4 1=-gVEKt 8)

v m

t ma vyznam ¢asu, ale opét jde o bezrozmérnou proménnou. Rovnice (@)
ma po zavedeni novych proménnych jednoduchy tvarD]

AD

— =1-?

At

a my se miizeme ptat matematiki, jaké ma feSeni. ProtoZe ale At ma
byt ,,hrozné malé“, budeme na levé strané psat derivaci

do

— =1-% 9

0 (9)
Této rovnici uz bude matematik rozumét (byt by si ji sm spis zapsal
ve tvaru g—z = 1 — y?) a snadno ji vyiesi. Je to prosté rovnice, v niz

se vyskytuje derivace. Takovym rovnicim se Fika diferencidlni rovnice.
Matematika jich ma vyfeSeno neuvéritelné mnozstvi a existuji tlusté pii-
rucky, kde jsou sepsany spousty rovnic a jejich FeSeni. Dnes muzeme
vyuZit i online zdroje, naptiklad WolframAlpha [2].

My chceme rovnici (@) vyfesit pro pfipad, kdy 9(0) = 0. (Takovémuto
zadani hodnoty FeSeni pro danou hodnotu nezavisle proménné se Fika
pocdtecni podminka.) Matematici, chytré prirucky, WolframAlpha nebo
jiné zdroje nas poudi, Ze feSenim je funkce, které se rika hyperbolickd
tangenta (nebo hyperbolicky tangens, zkratka je tgh nebo tanh) Tuto

D Protoze kdyz prirtstek Casu je napf. At = to — t1, pak pfiristek nasi nové pro-
ménné je AL = o — t1 = (¢’ /vm)t2 — (¢’ /vm)t1 = (g’ /vm)(t2 — t1) = (g’ /vm)At.

2)V piikladech ve WolframAlpha [2] jsou funkce, které hledame jako FeSeni, ozna-
Geny f(t) a derivace se znadi ¢arkou. P¥imo naSe rovnice v prikladech neni, nej-
blize je ji priklad f'(t) = f(t)"2 + 1. Zménou jediného znaménka vSak ziskdme
f'(t) = —f(t)"2+ 1, a to uz je naSe rovnice. Jako feSeni po fuknuti na symbol rov-
nitka WolframAlpha uréi funkci (€2t — e2¢1)/(e?1 + e2t). Nasi pocatecni podmince
odpovida c¢; = 0; po tpravé odsud dostaneme dale uvedené reseni (I0).
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funkei najdete na lepsich kalkulackach a také v Excelu (tam se oznacuje
TGH). Da se vyjadfit také pomoci exponencialni funkce:

e’ —e "

(10)

Pro malé hodnoty = (do nékolika desetin) je tgh(x) = x, pro velka x jde
tgh(z) k 1, viz obr. 1.

0.8 1
0.6
0.4}
0.21

0 1 2 3 4
Obr. 1: Prabéh funkce tgh(z)
Regeni rovnice (@) je tedy

() = tgh(f) = % (11)

Pokud umite derivovat, muzZete si zkontrolovat, Ze po dosazeni do (9) se
leva strana opravdu rovna pravé.
Reseni nasi pivodni rovnice (@), resp. piislusné diferencialni rovnice

dv , 9
— =g (1-K
gy g'( v7),

dostaneme pomoci [7) a () jako

v(t) = vy, tgh <g—/t> :

v m

Oznac¢ime-li navic

(12)
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dostane feSeni tvar
t
v(t) = vy tgh <—> . (13)
T

Tento vysledek uz se d& velmi dobfe interpretovat. Rychlost v béhem
padu plynule vzrista od nuly k mezni rychlosti vy,. Na obr. 1 vidime, jak
rychle se v bliZi k mezni rychlosti: Pro ¢t = 7 dosahuje témér 80 % vy, pro
t = 27 pres 95 % v, presndji si to miizete sami spoéitat na kalkulacce.
Pro t = 37 se uz rychlost od mezni lisi 0 méné nez pul procenta. Hodnota
7 tedy predstavuje charakteristicky ¢as, za ktery se rychlost vyznamné
pribliZi rychlosti mezni.
Z @), @) a @) dostavame pro tento cas vysledek

8 R
=y ST (14)
ov 3C ¢’
Pro konkrétni pfipady, které jsme uvazovali v ¢lanku [I], jsou charak-

teristické Gasy (zaokrouhlené na desetiny sekundy) uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1: Charakteristicky ¢as 7 pro pad Zelezné a dievéné koule

. ¢as 7 pro prumér koule
material koule

1 cm 10 cm

zelezo 44 s 13,8 s

dfevo 1,0 s 3,38

Presnéjsi vypocet padu koule: urazena draha

Zname tedy rychlost padu — ale nevime, jakou vzdalenost padajici
koule za uréity ¢as urazi. A neumime také odpovédét na otézku sou-
visejici se zaddnim tlohy: Jak moc se budou ligit doby padu zZelezné a
dievéné koule ze stejné vysky?

Drahu uraZzenou za urcity ¢as mizeme spocitat se¢tenim kouski dréhy,
které téleso urazi v malych ¢asovych intervalech At. KdyZ se tenhle
»vagné nahozeny“ postup precizuje, vede k tomu, ze draha je integrd-
lem rychlosti.

Pokud jste se s integraly dosud nesetkali, nezoufejte, podrobné zde
vypodet provadét nebudeme. Ostatné, i vy, kdo jste se s integraly uz
potkali, jste asi malokdy integrovali funkci hyperbolicky tangens — coZ
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je to, co je k vypoc¢tu drahy padajici koule potifeba. Pomoci ndm muze
op&t WolframAlpha [3] B Zjistime, ze J tgh(z) dz = In(cosh(z))+konst.,
kde cosh(z) je hyperbolicky kosinus, coz je funkce definovana vztahem
cosh(z) = (e + e~ %)/2. Integracni konstanta uvedena ve vztahu pro
integral je v naSem pfipadé (pro z = 0 chceme nulovou hodnotu funkce)
rovna nule. Pribéh funkce In(cosh((x)) ukazuje obr. 2.

2.5

21
151
11

0.5+

0

0 05 1 15 2 25 3%
Obr. 2: Pribéh funkce In(cosh(z))

Vysledna dréaha h, kterou padajici téleso urazi za ¢as t, je dana vzta-
hem

h(t) = Ty In(cosh(t/7)) = q'T? In(cosh(t/7)). (15)

(Podrobné zde tento vztah odvozovat nebudeme. Kdo umite derivovat,
milZzete se piesvédéit, Ze derivaci drahy (1) podle ¢asu ziskame rychlost
(@3); to je kontrola, 7ze vztah (5] je spravng.)

Zavislost urazené drahy na Case ukazuje obr. 3. Vidime z né&j, ze die-
véna koule opravdu dopadne pozdéji nez zelezné. Rozdil je pfitom vétsi
u malych kuli¢ek; vyraznéji se oviem projevuje az pti vysce padu nejméné
nékolik metri.

Pokud chceme znét dobu padu pri zadané vysce padu h, musime
k funkci (IH) najit funkei inverzni. Pro nazornost je vhodné piepsat si
(@5 nejprve na tvar h/(g't?) = In(cosh(t/7)). Inverzni funkei k logarit-
mu je exponenciala, takZze odsud dostaneme cosh(t/7) = eh/(9'™*) | Pak
uz zbyvé aplikovat jen inverzni funkci k hyperbolickému kosinu. Ta se

3V casti Integrals zvolte Compute an Indefinite Integral a do daného poli¢ka na-

piste integrate tanh(x) dx. Pozor, ve vysledku WolframAlpha piSe log(cosh(x)), ale
symbolem ,log* mini pFirozeny logaritmus, ten my bézné zna¢ime symbolem In.
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oznacuje argcosh Cas padu je tedy dan vztahem % = argcosh eh/(ngz),
¢ili

2
t = T argcosh (eh/(g T )) . (16)
h/m h/m
30 . 30 ’
// /
7 '/
e 4
20 e 20 /
// //
e
7
10 s 10
//
//
0 0
0 1 2 3 4 t/s 0 1 2 3 4 t/s
a) b)

Obr. 3: Pad Zelezné a dievéné koule ve vzduchu. Plna kiivka: Zelezna koule,
¢arkovana kiivka: dfevéna koule. Pramér kouli: a) 1 cm, b) 10 cm.

Po dosazeni vyjde, Ze pro pad z vysky napiiklad 5 metria dopadne
zelezné kulicka o priméru 1 cm o 77 milisekund dfive nez dfevéna, pro
koule o praméru 10 cm je rozdil jen necelych 9 ms. Naméfit takovy rozdil
uz muze byt pii jednoduchém experimentovani docela vyzva. Tézké neni
naméfit ¢asy dopadu. Bouchnuti kuli¢ek o né&jakou desku muze zachy-
tit mikrofon, a tieba v programu Audacity muZzeme urcit ¢as presnéji
nez na desetinu milisekundy. Vétsi problém bude s takovouto presnosti
vypustit kulicky ve stejny cas. Takze pro jednoduché pokusniceni radéji
porovnavejte pad tfeba zelezné koule s kouli z polystyrenu.

Vétsi rozdily v ¢asech samoziejmé nastavaji pii padech z vétsich vy-
Sek: pii padu 1 cm kulic¢ek z 28 metri je rozdil ¢asii uz prakticky 1 sekun-
da, a u 10 cm kouli asi desetina sekundy. Ale poustét z takové vysky
¢tyrkilogramovou kouli, pro to uz by bylo naprosto nezbytné striktné
zajistit, aby na dopadové ploSe nikdo nemohl byt ani nahodou] Takze
takovéto pokusy radéji neprovadéjte.

Pojdme se radéji na problém padajicich kouli podivat jesté trochu
detailnéji.

YNekdy také arcosh nebo arccosh; ve WolframAlpha ArcCosh, v Excelu pak
ARCCOSH.

5)Spoctéte si kinetickou energii takové dopadajici koule, je pfes 1000 J. V [4] se
v odpovédi na dotaz uvadi: ,,na nechranénou zivou silu v polnim stejnokroji je nutna
kinetickd dopadova energie stfely min. 100 J“. Zfejmé se tim mini energie nutné pro
zabiti. Sice u stfely jsou mechanismy smrticiho a¢inku jiné nez u padajici koule, ale
stejné. ..
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Realita je jesté slozité&jsi. ..
Zatim jsme p¥i na8ich vypoctech uvazovali, Ze odporova sila je pfesné
umérna druhé mocning rychlosti. Ale uz v ¢lanku [I] jsme zminili, Ze ve

vztahu (1.2) 5] tedy
1
F, = §CQVSU2a

neni pro v8echny rychlosti C' pfesné konstantni. Na internetu miZzeme
najit grafy, které tuto nekonstantnost ukazuji. Vypadaji zhruba tak, jak
ukazuje obr. 4.

c

10t

10°

107t

1072

100 10! 102 10 104 10° 108 Re
Obr. 4: Zavislost koeficientu odporu C na Reynoldsové ¢isle

Takovéto grafy najdete napiiklad ve vysokoskolskych skriptech (napf.
[5]), ale tfeba i na strankach NASA [6]. Zavislost C na rychlosti se promé-
fuje experimentalné ve vétrnych tunelech. Graf na obr. 4 byl sestrojen
s vyuzitim vzorce v ¢lanku [7, ktery aproximuje experimentéilni vy-
sledky.

Vyse jsme mluvili o mozné zavislosti C' na rychlosti v, v grafu na
obr. 4 je ale na vodorovné ose pro mnohé mozna neznadméa veli¢ina Re.
Jde o takzvané Reynoldsovo ¢islo. To je dano vztahem

Re = —, (17)

6)
7)

Tim minime vztah (2) v ¢lanku [I].

Je zajimavé, Ze a¢ jde o dvoustrankovy ¢lanek ve Wordu zverejnény ziejmé jen na
internetu, byl podle Google Scholar jiz 89krat citovan jinymi autory. To neni zrovna
maly pocet citaci.
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kde d je prumér koule, p hustota prostfedi (v naSem piipadé vzduchu) a
7 jeho dynamicka viskozita. Pro vzduch je n = 1,8 - 10~° kg/(m - s), jak
miZzeme najit v riznych tabulkiach (i v [8]) nebo t¥eba na internetu na
[9. Viskozita vzduchu s teplotou mirné roste, uvedena hodnota plati
pro teplotu 15 °C a normalni tlak, ale zména neni vyrazna, pii teploté
35 °C je hodnota viskozity 1,9 - 107° kg/(m - s).

Pro kouli o priaméru 10 cm vychazi p¥i rychlosti 1 m/s Reynoldsovo
¢islo necelych 7 - 103. Piesné to nepotiebujeme uréit, z grafu vidime,
ze zavislost C' je pro oblast Reynoldsovych ¢isel asi od 10% do 2 - 10°
dosti plocha. To znamené, ze C' mizeme brét za priblizné konstantni od
rychlosti nékolika cm/s az po asi 30 m/s.

Pro dfevénou kouli tedy muzeme ocekavat, ze nas vypocet bude pla-
tit viceméné po celou dobu padu; pro Zeleznou kouli by ale pii vyssich
rychlostec odpor klesl a nas vypocet uz by pohyb nepopisoval dobfe.
Takze tentokréat priroda zase provokuje nés...®

Korektni odvozeni padu koule pfi vyssich rychlostech poéitajici s po-
klesem C' by uz neslo udélat jednoduse ,,s tuzkou a papirem“, tedy tak,
aby feseni mélo tvar funkei, jako byly (I3) a (I3)). Museli bychom se uchy-
lit k numerickému feSeni a vyuzit pocita¢ — ale to uz by Slo za ramec
tohoto ¢lanku.

Jak tomu bude pro mensi kulicky?

Pro kuli¢ky o priitméru 1 cm je Reynoldsovo &islo rovno 10? pii rych-
losti asi 15 cm/s a hodnoty 2 - 10° by dosahlo aZ pii rychlosti skoro
300 m/s, pritom mezni rychlost pro Zeleznou kulicku je jen 43 m/s,
viz tabulku 1 v [I]. P¥i vyssich rychlostech je tedy nas vypodet poci-
tajici s F, ~ v? v potadku, i kdyby kulicka byla z platiny nebo tieba

urant. ..

Dodejme, Ze Reynoldsovo &islo neni ,.jen tak néjaki vymySlenost”, ale
dulezity adaj. Pouziva se k urceni, zda dvé proudéni jsou si podobnéa. Na-
priklad maly model letadla a velké letadlo se pfi stejné rychlosti budou
chovat jinak: jsou ruzné velké, a tedy obtékani bude charakterizovano
raznymi Reynoldsovymi ¢isly. Aby 8lo chovéani letadla a modelu porov-
nat, musi byt Reynoldsova ¢isla stejna.

8)Tam je oviem viskozita znacena symbolem p.

9 Viz mezni rychlosti v tabulce 1 v &lanku [I].

10>Kdybyste poustéli z velké vysky platinové kulicky a par jich pfitom poztraceli,
dejte védét, kde to bylo, za slusné nalezné se jisté najde dost dobrovolniki, ktefi
pomohou s hledanim. ©®
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Zavér (aneb pokrafovani jesté pristé, pijdeme do vakua)

Pad kulicek ve vzduchu uz jsme rozebrali docela podrobné a vime,

7e zelezna koule opravdu dopadne dfiv nez difevéna. Ale ve vakuu bude
doba jejich padu urcité stejna! Nebo ze by i ve vakuu $lo pfijit s néjakou
provokativni namitkou?

No, nebyli bychom to my, §tourové, abychom néco nevymysleli. Takze

prece jen jesté jednou v tomto serialu:

— to be continued —
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