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Laszlo Lovasz a jeho matematika
(Abelova cena za rok 2021)

Jaroslav Nesetril

Abstrakt. Tento ¢lanek je napsidn u prilezitosti udéleni Abelovy ceny za rok 2021 Laszlé
Lovészovi.

Lovasz je predni svétovy matematik. Kdyby v matematice a informatice existovala
kultura hvézd, mohl bych i napsat, ze je také hvézdou soucasné matematiky a teore-
tické informatiky. Mélo by to, myslim, plné opravnéni. Ale matematici vzdy pristupuji
s velkou opatrnosti (a nediavérou) k podobnym ,excelentnim® piivliastkim, které po-
vazuji za klisé. V néasledujicim textu se pokusim vysvétlit, proc¢ v pripadé Lovasze jsou
podobnd oznaceni na misté.

Léaszl6 Lovéasz se narodil v roce 1948 v Budapesti. Studoval na univerzité Loranda
Eotvose (ELTE) a studium ukonéil v roce 1971, pricemz titul CSc. (Ph.D.) ziskal
soucasné (vlastné jiz roku 1970). Byl skvélym studentem na univerzité i gymndziu
(t¥ikrat ziskal zlatou medaili na mezinarodni matematické olympiadé). Jeho skolitelem
byl T. Gallai, ale velky vliv na néj méla predevsim madarska kombinatorickd skola (mj.
V.T. S6s, P. Turdn, A. Rényi, A. Hajnal a predevsim P. Erdds).

Lovasz zahy vynikl svymi schopnostmi a v priznivé atmosfére konce 60. let jezdil na
velké zahrani¢n{ konference (napiiklad v Calgary 1969, kde jsem se s Lovdszem setkal
poprvé) a prednaskové pobyty. Jiz v roce 1972/1973 byl hostujicim profesorem na Van-
derbiltové univerzité (na pozvan{ Bjarni Jénssona). Pro nékoho mtize byt prekvapivé,
7e jedna z prvnich Lovaszovych cest nebyla v kontextu diskrétni matematiky a kom-
binatoriky, ale univerzdlni algebry. Duvodem byly ¢lanky [15], [13], které rozvedeme
jesteé nize.

Lovasz ptisobil 7 let na Univerzité v Szegedu a od roku 1983 na své materské
univerzité v Budapesti, a to jak na katedre informatiky, tak v matematickém ustavu
ELTE. Lovéasz pracoval dlouhodobé v zahranici, kde byl profesorem napt. na Univer-
zité ve Waterloo (1978/1979), v Bonnu (1984/1985), Yaleové univerzité (1993-2000),
opakované na Princetonské université a tamnim Institutu pro pokrocila studia a rov-
néz ve slavné Theory Group v Microsoft Research (1999-2006) jako senior researcher.
Je mozno fici, ze na kratsich pobytech byl hostem vétsiny z prednich svétovych ma-
tematickych pracovist. Tak také prednesl v roce 1986 prvni matematické kolokvium
na Matematicko-fyzikdlni fakulté UK (druhé kolokvium piednesl P. Erdds) v sérii
kolokvii, kterd trva dosud. Lovdsz byl (hlavné v 70. a 80. letech) ¢astym hostem Ces-
koslovenskych konferenci z teorie grafti a zimnich skol poradanych Zdenkem Frolikem.

Prerusme nyni na chvili popis Lovaszova zivota a vénujme se popisu jeho védecké
¢innosti. Lovasz pracoval prevazné v diskrétni matematice, kombinatorice a teoretické
informatice. Mél sStésti (stejné jako my ostatni), ze béhem jeho zivota se z téchto
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Obr. 1. Lé&szl6 Lovész v Praze (23. ¢ervna 2016)

reknéme okrajovych matematickych disciplin staly obory hlavniho zdjmu. To ma sa-
moziejmé mnoho divodil, z nichz snad nejpodstatnéjsi je nebyvaly rozvoj technolo-
gie pocitactly, ale podstatnym faktorem je rovnéz kvalita vyzkumu a kvalita vysledki
v téchto oborech, o které se zaslouzilo mnoho matematikt a Laszl6 Lovéasz zvlasté. Lze
tedy Tici, ze Lovasz tomuto Stésti hodné pomohl.

Lovaszova ¢innost je vsak rozsdhld a mnohovrstevna a nalezi do nékolika oblasti
matematiky a teoretické informatiky. Jestlize bych mél vystihnout jeho pfinos pouze
par slovy, tak by asi bylo na misté: hloubka, elegance a souvislosti.

Hloubka — Lovész vytesil radu dulezitych a znamych problému, u kterych vycitil a roz-
vinul zdénlivé odtazita a specidlni témata do Siroce platnych kalkuli.

Elegance — jeho FeSeni byla mnohdy prekvapivé (a nékdy jen zdanlivé) velmi jednodu-
chd, odrazela Uplné jiny pristup, a casto byla matematicky velmi krasna.

Souvislost — jeho FeSeni byla mnohdy zdkladem dalsiho vyzkumu a dokonce i zakladem
celych teorii.

Vsichni vime, jak obtiZzné je hodnotit (na jakékoliv tirovni) kvalitu védecké prace.
Domnivam se, ze zdkladem kvalitniho posouzeni je komplexnost, zticastnény a detailné
védecky pohled a piistup. Lovdsz samoziejmé vykazuje enormni (v kontextu matema-
tiky, ale i mimo ni) bibliometrickd data: Jeho h-index dle Google Scholar je 105, ma
65 083 citaci, jeho maximum pro ¢asopisecky ¢lanek je 5396. Dle WoS je to podobné.
A presto tato data nevystihuji jeho vyznam a dulezitost pro matematické a infor-
matické spolecenstvi. Proto je tieba uvést dalsi skutecnosti. Pokusil jsem se nékteré
vyjadrit tfemi vyse uvedenymi aspekty.

Vlastneé jsou tyto ti aspekty v protikladu: matematici se ¢asto déli na fesitele pro-
blémi a na budovatele teorii (jak pékné parafrazoval Tim Gowers praci C.P. Snowa
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o ,dvoji kultute*). Uspésné feseni problému je c¢asto v protikladu k eleganci. A ko-
necné autori krasnych miniatur zpravidla nebuduji teorie. Jenom si to predstavte:
trapite se slozitym problémem, o kterém vite, Zze ma historii netispésnych pokust rady
vynikajicich matematikl. V této situaci zajisté nepremyslite o eleganci. A o vlivu toho,
co délate, se vdm muze jen snit. Pokud se ale tyto aspekty sejdou, je mozné mluvit
o stésti, ale také o mimoradném vykonu.

Matematici samoziejmé miluji krdasu jednoduchosti. Jifi Matousek napsal zndmou
knihu Thirty-three miniatures 28] — elegantni piiklady napfi¢ matematikou a staletimi.
Jind zndmé kniha podobného zaméreni je Proofs from THE BOOK [1], kterd zahrnuje
krésné ,definitivni* diukazy (podle Erddse ,,Book Proofs“) z celé matematiky. V obou
knihach je zastoupen také Lovasz.

Uvedme tedy par priklada, které snad dokumentuji opravnénost vyse uvedenych
tvrzeni a které snad vystihuji silu a rychlost matematiky v Lovaszové podani. Zvolil
jsem vysledky, které lze snadnéji popsat. Nejsou razeny chronologicky, i kdyz zacinaji
vysledky z pocatku Lovaszovy kariéry.

1. Tarského problém — logika a univerzalni algebra

Zac¢néme problémem, ktery neni kombinatoricky. Necht A, B jsou konecné struktury
a predpoklddejme, Ze je definovan souc¢in A x B. Kdy je mozno takovy soucin kratit
podobné jako pro ¢isla?

To samoziejmé zavisi na tom, jaky soucin mame na mysli, ale plati alespon pro
bézné souciny, ze kdyz A x A je isomorfni B x B, potom i A je isomorfni B?

To byla jedna z otazek, které Alfred Tarski (jehoz zdk byl jiz vySe zminény B. Jéns-
son) kladl v 60. letech svym studenttun v Berkeley. Byly to otdzky nevyfesené jiz pro
nejbéznéjsi (kategoricky) soudin, tedy soudin, pro ktery jsou projekce homomorfismy.
Lovész tento problém vyiesil velmi origindlnim zptisobem v pracich [15], [13]. Reseni
plyne z nasledujiciho tvrzeni.

Véta (Lovaszuv invariant). Uvazujeme konecné struktury, napr. grafy, algebry, ¢ds-
tecnd usporaddni. Necht hom(A, B) oznacuje pocet homomorfismi ze struktury A
do struktury B. Jestlize plati hom(A, B) = hom(A, C) pro kazdou strukturu A, po-
tom struktury B a C' jsou isomorfni. Jinymi slovy, funkce hom(—, B) je invariant pro
izomorfismus struktur.

Protoze hom(A, B x B) = hom(A, B)?, dostdvame ihned fesen{ Tarského otazky
pro kategoricky soucin (a mnohé dalsi souciny). Navic diukaz véty neni slozity (viz
napt. [22], [9]) a véta plati za mdalo omezujicich podminek (které je mozno vyjadrit
v Tedi teorie kategorif).

Metoda pocitdni homomorfismi je velmi originalni pristup. Pravée tento algebraicky
vysledek byl bezprostiednim divodem pozvani Lovasze k prvnimu zahrani¢nimu pred-
naskovému pobytu. Vyse uvedend véta ma vétsi dulezitost, nez se zda na prvni pohled:
PYi jeji analyze Lovéasz definoval pojem exponencidlni struktury AP, kterd se mnohem
pozdéji stala zédkladem pro studium soucini grafu (jako pfirozeny adjunkt) a pro ne-
davné vyreseni tzv. Hedetniemiho problému o barevnosti soucinti. Jinou souvislosti je
ovéteni (v obecnosti dosud nevytesené) Ulamovy domnénky o rekonstrukei grafi pii
znalosti vSech vlastnich podgrafi pro grafy majici vice nez polovinu moznych hran [17].
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Tento vysledek byl zéhy zesilen Vladimirem Miillerem [29] (opét metodou podciténi
homomorfismii) pro pocet hran vétsi nez n - log n, coz je dosud (jiz 45 let!) nejlepsi
vysledek. A tieti souvislost je velmi neddvného data: Lovaszuv invariant predstavuje
vychodisko a motivaci pro charakteristiku v8ech funkei typu hom(—, B) (a obecnéji
particénich funkci) [6]. To bylo studovédno v Tadé praci v kontextu asymptotickych
vlastnosti velkych graft a siti a jejich limit.

2. Barevnost konstruktivné (na cesté k expanderim a Ramanujanovym
grafiim)

Barevnost x(G) grafu G je minimélni pocet barev, které staci k obarveni vrcholu
grafu G tak, ze dva vrcholy zaddné hrany nejsou obarveny stejné. Barevnost je snad
nejstudovanéjsi kombinatoricky pojem. Proc¢ je tomu tak? Za néco mize historie, ale
faktem také je, ze tento v podstaté jednoduchy pojem vystihuje podstatu (obtiznosti)
mnoha problémii.

Takze tiplny graf K, m& barevnost n a kazdy strom (s alespon 2 vrcholy) mé ba-
revnost 2. Erd6s ukazal jiz v roce 1958, ze existuji priklady graft, které maji libovolné
velkou barevnost a pritom jsou lokdlné stromy: Pro kazdé k, | existuje graf Gy, tak,
ze X(Gr1) 2 k a ptitom graf Gy ; neobsahuje kruznice délky mensi nebo rovné .

Erdésuv dikaz je jednou z klicovych aplikaci pravdépodobnostni metody, ale ne-
poskytuje zadny navod pro konstrukeci grafu Gy;. Konstrukce grafi Gy byla dlou-
hou dobu otevienym problémem, nez byla popsana Lovaszem v jedné z jeho prvnich
praci [14]. (Tento vysledek byl také jednim z vrcholit vySe zminéné konference v Cal-
gary.)

Pozdéji se ukazalo, jakou dilezitost podobné grafy maji a proc je dulezité je expli-
citné znat a umét sestrojit. To vedlo k celé teorii na pomezi teorie grup, teorie ¢isel,
algebraické teorie grafti a samoziejmé kombinatoriky, kde jsou klicovymi pojmy ex-
pander, Ramanujanovy grafy a sparsifikace. Konstrukce a struktura graf podobnych
G, byla a je jednim z klicovych problémi koneéné kombinatoriky a rovnéz teoretické
informatiky a méa charakter sdgy (viz napt. [10], [30]).

3. Shannonova kapacita grafu — teorie informace

Jeden ze zakladateld teorie informace Claude Shannon polozil v roce 1956 otézku, zda
opakovanim symboli mtzeme dosahnout vétsi propustnosti kandlu, v némz dochazi
k chybdm zamény symboli. To lze matematicky vyjadrit jako nezameénitelnost (nezé-
vislost) v silném soucinu X mnoha kopii vychoziho grafu, ktery vystihuje zdménnost
symbolti. Jestlize maximaln{ pocet nezaménitelnych symboli (nebo jejich posloup-
nosti) oznacime «, potom Shannonova kapacita 0(G) grafu G je limitni hodnotou
vyrazu o(G R GK . .. K G)Y* pro souéin k kopii grafu G.

Nalézt Shannonovu kapacitu je obecné velmi obtizné, napt. jiz pro cyklus délky 7 je
kapacita dosud nezndmaé. Lovasz v8ak dosdhl v roce 1979 prvniho pokroku v préci [21].
Dokézal ur¢it Shannonovu kapacitu pro velkou tridu graft. Specialné ukazal, ze
0(Cs) = /5. Piipomenme, ze a(Cs) = 2 a tedy 2 je dolni odhad pro 6(Cs). Ale
jiz a(C5 ¥ C5) = 5 a tedy 0(Cs) = /5. Nalezeni tésného horntho odhadu viak trvalo
ctvrt stoleti.
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Metoda pouzitd v [21] byla také velmi zajimava. Lovdsz nasel novy invariant 9(G),
Lovdszovu funkci 19, ktery spoc¢iva v minimalizaci jisté kvadratické funkce, a ukéazal,
ze pro kazdy graf G plati o(G) £ 0(G) < 9(G).

Clanek [21] piedstavuje také jednu z prvnich kombinatorickych aplikaci nelinedr-
nich metod (specidlné semidefinitniho programovdni). V souvislosti s polynomidlnimi
algoritmy pro linedrni programovani prosly tyto nelinearni metody renesanci. Kniha
M. Grotschela, L. Lovasze a L. Schrijvera [8] je dnes klasickou knihou, ktera motivovala
dalsi intenzivni vyzkum (je to také nejcitovangjsi Lovaszova kniha).

Zpét k 0(Cs): Reprezentace C5 dokazujici 0(Cs) = 9(C5) je geometricka (pFipo-
mind destnik, je zndma jako tzv. Lovdsziv destnik). Dokonce i tento dilé{ vysledek
byl inspiraci pro mnoho podobnych reprezentaci. Lovasz sam o tom nedavno napsal
knihu [23]. Co vSechno vznikne z péticyklu! Ale zdédni klame. Vhodnéjsi je rici: Co
vsechno vznikne z pékného limitniho Shannonova problému.

4. LLL poprvé — teorie Cisel

Nejcitovanéjsi Lovaszovou praci (a praci explicitné zminénou v materidlech Abelovy
ceny) je vysledek, ktery se tyka nalezeni nejkratsiho vektoru v dané celo¢iselné miizce.
Presnéji se jedna o nasledujici situaci: V realném n-dimenziondlnim prostoru R™ a pro
néjakou jeho bazi by, ..., b, uvazujeme mnozinu L vsSech celociselnych linedrnich
kombinaci Y z;b;, kde z; jsou celd ¢isla.

L se nazyva celociselnd mrizka. Mtizky se vyskytuji nejenom v modernim kontextu
diskretizace spojitych problémt, ale byly jiz ddvno studovany napt. v kontextu teorie
C¢isel (pripomernme alespori jména Gauss, Minkowski; dulezité vysledky v této oblasti
patii také Vojtéchu Jarnikovi).

V mnoha aplikacich se vyskytuje nasledujici tloha: Pro danou mrizku naleznéte
délku nejkratsiho (samoziejmé nenulového) vektoru v L. Oznacme tuto délku A(L)
(samoziejmé (L) muze byt podstatné mensi nez délky generujicich vektori b;). Nalézt
A(L) a piislusny vektor neni snadné a jsou zndmy pouze odhady. Ve skutecnosti uz
jenom nalezeni priblizného feSen{ je obtiZzné (ve smyslu teorie slozitosti).

Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra a Ldszlé Lovasz nalezli v praci [12] polynomidlni
algoritmus, ktery najde nenulovy vektor b v dané mfizce L, jehoz délka je nejvyse
2(n=1)/2\(L) (multiplikativni chybu je mozno jesté zlepsit, ale je exponencidlni v di-
menzi miizky). Pi zpétném pohledu se tento algoritmus jevi jako prirozené zobecnéni
2dimenzionélni verze problému (kterou jiz vytesil Gauss). Navic je to algoritmus jed-
noduchy.

LLL-algoritmus zpusobil revoluci v kryptografii, celo¢iselném programovani a v teo-
rii cisel, kde vedl rovnéz k vyvraceni staré Stieltjesovy—Mertensovy domnénky, souvi-
sejici s Riemannovou hypotézou [31].

5. LLL podruhé — pravdépodobnost
Tentokrat mé zkratka LLL jiny vyznam a oznacuje také jiny vysledek. Lovdszovo
lokalnd lemma (tedy LLL v tomto odstavci) je vysledek z elementdrni teorie prav-

dépodobnosti. Motivujeme ho nésledujici ivahou: Uvazme mnozinu ndhodnych jevi
X1, ..., X, a predpoklddejme, ze pravdépodobnost kazdého jevu je mensi nez 1.
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Potom plati, ze pravdépodobnost, ze Zddny z jevl nenastane, je kladnd (i kdyz tieba
velmi mald). LLL tuto tvahu kvalitativné zobectiuje pro zévislé jevy:

Véta (Lovészovo lokdlni lemma [5]). Necht X1, ..., X, jsou ndhodné jevy, z nichz
kazdy se vyskytuje s pravdépodobnosti nejvyse p < 1. Jestlize kazdy jev X; je nezavisly
na alespori n — d jinych jevech, a jestlize plati 4pd < 1, potom pravdépodobnost, Ze
zadny z jevil nenastane, je kladna.

(Odhad 4pd < 1 je z puvodni prace [5] a lze ho zlepsit na epd < 1. Lemma mé také
mnozstvi variant.)

Tento vysledek byl pivodné motivovan problémy, které se tykaly rozkladd geo-
metrickych objektt a mnozinovych systému (jiz struktura systému trojic s barevnosti
vétsl nez 2 je slozitd). Jeden z problému pochdzel od Ernsta Strause (mj. asistenta
A. Einsteina) a lze jej formulovat nasledovné:

Existuje pro kazdé kladné k ¢islo f(k) tak, Ze pro libovolnou mnozinu S celych
¢isel velikosti alespon f(k) existuje obarveni vSech celych ¢éisel pomoci k barev tak, ze
libovolné posunuti (translace) mnoziny S bude obarveno pomoci vsech k barev?

Erdés a Lovasz vytesili Straustv problém pomoci lokalniho lemmatu a ukazali, ze
f(k) £ O(k log k).

Lokalni lemma se zahy ukazalo jako velmi uzite¢né a naslo mnoho aplikaci v kom-
binatorice, teorii ¢isel i jinde. Je to dnes jeden ze standardnich trikd, ktery se casto
vyucuje v zakladnich kurzech. Jak vtipné poznamenal Joel Spencer: Lokalni lemma
Ize pouzit pro dukaz existence jehly v kupce sena. Ale pouze existence, nebot dukaz
lokélniho lemmatu je pravdépodobnostni a nedava metodu, jak jehlu nalézt. Teprve
mnohem pozdéji bylo lokalni lemma dokazano konstruktivné. Za tento vysledek ziskali
Godelovu cenu v roce 2020 R. Marcus a G. Tardos. (Poznamenejme, ze konstruktivni
FeSeni Strausova problému je jiz v préci [2].) LLL (jakozZto v roce 2020 kombinatoricky
princip) m& mnoho souvislosti. V posledni dobé se studuji také nekonecné (méritelné)
verze LLL (A. Bernshteyn, G. Kun, O. Pikurko a jinf; viz napfiklad [3]).

6. Vnéjsi algebra

Jiri Matousek napsal nékolik skvélych knizek a jeho knizka Thirty-three miniatures [28]
je obzvlast oblibend. Je to kniha krasnych prikladu napii¢ matematikou, jak jsme se
zminili uz v dvodu. Jeden z jeho prikladu je metoda wnéjsi algebry. Ilustrujme to
piikladem prazZské dimenze grafu (opirdme se pritom o ¢lanek [24]).

Lze snadno dokdzat, ze kazdy graf je (indukovanym) podgrafem soucinu tplnych
grafii. Dimenze podgrafu dim(G) grafu G je potom minimalni pocet tplnych grafi,
které staci vynasobit, aby vznikly soucin obsahoval kopii grafu G. Je snadné dokézat,
ze dim(K,) = 1, a také, ze dimenze soucinu ¢ kopii grafu K, je nejvyse ¢t (tedy
dim(K!) < t). Je velmi pékné, ze plati dokonce dim(K') = t pro kazdé n = 2,
piipadt pouziti metody vnéjsi algebry (navrzené Lovaszem jiz v préci [18]): Protoze
K2 je isomorfni grafu Ky + Ka, je také K& isomorfn{ parovan{ (tj. disjunktnim hranam)
velikosti 2¢~1. Potom je mozné ukazat (a je to obsazeno v [24]), ze kazd4 reprezentace
parovani pomoci souc¢inu k tplnjch grafii vede na 2¥~! nezavislych vektorti vnéjsi
algebry a tedy nutné k = ¢.
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7. Perfektni grafy — Bergeova hypotéza

Perfektni grafy jsou v jistém smyslu protikladem grafii zminovanych v kapitole 2. Jsou
to pravé ty grafy, pro které plati x(G') = w(G’) pro kazdy (indukovany) podgraf G’
grafu G, kde w(G’) je maximalni velikost tiplného podgrafu grafu G'. Jeden z pionyri
teorie grafti francouzsky matematik Claude Berge formuloval na konci 50. let dvé
(pozdéji velmi proslulé) domnénky:

1. Graf G je perfektni, pravé kdyz je perfektni jeho doplnék. (Pfipomenme, ze doplnék
grafu G je tvofen pravé vSemi nehranami grafu G.)

2. Graf G je perfektni, pravé kdyz G ani jeho doplnék neobsahuji kruznici liché délky
vétsi nez 3 jako (indukovany) podgraf.

Ziejmé plati 2 = 1 a proto byly tyto domnénky zndmy jako mald a velka (v anglické
literature Castéji weak and strong) Bergeova hypotéza. Nejsou to izolované problémy.
Mnoho zdkladnich t¥id grafa jsou tiidy perfektnich grafi a v kontextu matematické
optimalizace a zvlasté pak (celo¢iselného) linedrniho programovani se jednd o centralni
problémy, které maji radu ekvivalentnich formulaci. Pro kazdy perfektni graf G také
plati a(G) = Y(G) = 0(G) (viz kapitola o Shannonové kapacité).

Lovasz v roce 1972 vyresil malou Bergeovu hypotézu velice elegantnim zptuso-
bem [16] tim, ze dokdzal v podstaté jednoduché tvrzeni, které tvoii jaddro problému.

Lemma. Je-li graf perfektni, potom i graf, ktery vznikne zdvojenim nékterého vrcholu,
Jje perfektni.

Zde zdvojeni vrcholu v v grafu G = (V, E) spoéiva v priddni nového vrcholu v/,
ktery tvori hranu s v a také se vSemi vrcholy, s nimiz tvorf hranu v (v grafu G).

Pouzitim tohoto lemmatu se d4 jiz snadno dokdzat mald Bergeova hypotéza (mno-
hondsobnym opakovanim lemmatu). Poznamenejme, ze velkd Bergeova hypotéza byla
vyTfeSena mnohem pozdéji (v roce 2006 v préci [11], kterd ma 179 stran v jednom
z nejlepsich matematickych casopisil! Spoluautorem tohoto dila je Robin Thomas.)

8. Barevnost pomoci topologie

Jako posledni konkrétni priklad chci zminit Kneserovu domnénku. Znamy némecky
matematik Martin Kneser formuloval v roce 1955 zdanlivé prostinkou otazku:

Necht X je mnozina s n — 2k + 2 prvky, ozna¢me ()k( ) mnozinu vSech k-prvkovych
podmnozin. Jestlize rozdélime ()k( ) na méneé nez n — 2k + 2 ¢asti, potom lze vzdy najit
dvé disjunktni mnoziny, které jsou ve stejné ¢éasti.

Snadno se nahlédne, ze Kneseruv problém je vlastné otazka, zda Kneseruv graf
KG(n, k) ma barevnost n — 2k + 2. Zde KG(n, k) je graf, jehoz vrcholy jsou vSechny
k-prvkové podmnoziny X, pricemz dvé mmnoziny tvori hranu, pravé kdyz jsou dis-
junktni. Nakreslete si sami graf KG(5, 2), ma 10 vrcholi a 15 hran a nazyva se Pe-
tersenuv graf. M4 pozoruhodné vlastnosti! Je snadné nahlédnout, ze x(KG(n, k)) <
< n — 2k + 1. Nalézt dolni odhad je mnohem obti{Zznéjsi a problém byl dlouhou dobu
otevreny.
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Lovész v préci [19] podal kladné feseni Kneserova problému pomoci metod alge-
braické topologie. To bylo velmi pfekvapivé a inspirovalo to fadu matematik v nej-
ruznéjsich oborech. Lovaszuv dikaz neni nejjednodussi. Nebyl to sice ,,Book Proof,
ten podal zdhy poté Imre Barany, Lovasziv dikaz vSak oteviel stavidla pro souvis-
losti extremélnich problémi a algebraické topologie a stal se inspiraci pro celou teorii.
Tyto metody prispély k FeSen{ mnohych dalsich problému (napf. problému barevnosti
soudint, ktery jsme zminili v prvni kapitole). Jaddrem dikazu je Borsukova—Ulamova
véta. Pozdéji Matousek nalezl kombinatoricky dikaz Lovaszovy véty a po radé ¢lankt
(napf. spolu s G. Zieglerem a A. Bjornerem) vénoval celou knihu [27] aplikacim to-
pologickych metod v kombinatorice a jinde. V predmluvé Matousek pise, ze Lovaszuv
dukaz Kneserovy véty je ,,masterpiece of imagination®.

9. Zavér

Zakonceme tento ohnostroj krasnych vét naptri¢ matematikou a teoretickou informati-
kou. Ctenaf mize snadno nabyt dojmu, ze vyse uvedené vysledky jsou jen mistrovské
miniatury. To nepochybné také jsou, nebot nékteré byly zarazeny do kontextu podob-
nych krasnych dikazi napf. v jiz zminénych knihdch [28] a [1]. (Kniha [1] obsahuje
dtikaz pomoci Lovédszova destniku.)

Stava se vsak velmi ziidka, ze znamy a dlouho otevieny problém se podari elegantné
vyresit a toto Feseni okamzité obohati cely obor. Je neuvéritelné, ze prave takova reseni
Lovész opakované predklddal svétové verejnosti (a samoziejmé kromé mnoha svych
dalsich védeckych publikaci a aktivit).

Do tohoto ¢lanku jsme vybrali pravé vysledky, které maji obecnéjsi platnost a které
se staly zdkladem intenzivniho vyzkumu, nebo ptrimo celych teorii. Obory jako kom-
binatoricka optimalizace, aplikace elipsoidové metody, algebraicka teorie grafu (a zde
zvlasté homomorfismové problémy), topologické metody v teorii grafu si lze tézko
predstavit bez pionyrskych praci L. Lovasze.

Nékteré z téchto obort jsme uvedli drive, ale jiné oblasti jsme tplné opominuli.
Nebylo tak misto se podrobnéji zminit o pracich tykajicich se topologickych reprezen-
taci grafi v prostoru (napriklad charakteristika linkless vnofitelnych grafu, tj. graft
vnofitelnych do prostoru bez propletenych cykli) nebo predstavit rozsahly vyzkum
v teoretické informatice a ndhodnych grafech a obecnéji ndhodnych strukturach (které
moznd predstavuji nejvétsi dil jeho publikaci). Uplné jsme opominuli také soucasny
Lovésziv vyzkum v hrani¢nich oblastech teorie grafli, funkciondlni analyzy a teorie na-
hodnych grafi a teorie siti predstavovany teorii grafovijch a strukturdlnich limit. Této
velmi rychle se rozvijejici oblasti (kterou Lovasz vybudoval se svymi spolupracovniky,
kterymi byli a jsou napf. B. Szegedy, J. Chayes, Ch. Borgs, viz napiiklad prace [26],
[4]) vénoval Lovdsz monografii [22].

Knizni publikace jsou Lovaszovou silnou strankou. Dosud napsal 11 knih a vSechny
jsou vyznamné, pocinaje Combinatorial problems and excercises, kterd se v 80. le-
tech stala doslova svétovou bibli kombinatorikti [20]. Je to kniha (vétSinou) snadno
formulovanych otdzek a problému, kniha struénych navoda pro jejich reseni a kniha
zevrubnych diukazti. V této souvislosti poznamenejme, ze jina jeho stard kniha o pa-
rovani [25] (sepsand spolu s M. Plummerem) je dosud aktivné pouzivina a casto cito-
vana.
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Obr. 2.  Oznameni konference u prilezitosti udéleni cestného doktoratu na Univerzité Karlové
(ndvrh Andrew Goodall a Jaroslav Nesetril)

P1i recenzi knihy [22] v Casopise Bulletin of the American Mathematical Society
jsem ocitoval Michela Mendes France, ktery mi jednou tekl, ze spravny pocit pri ¢teni
krésné matematiky je zévist. A ze podobné pocity mize mit ¢tenar pri ¢etbé knihy [22].

Lovasztv mimotradny vyzkum a rovnéz znalost a prehled o matematice jako celku
se odrazi rovnéz v jeho verejnych vystoupenich a prehledovych ¢lancich. Napriklad do
rozs&hlé knihy [7] ptispél hned ¢tyfmi kapitolami. Jiné prehledové prace maji napii-
klad nazvy One mathematics nebo Discrete and continuous: Two sides of the same?
Lovéasztv vliv na souc¢asnou matematiku je tézké pominout. Lovasz je velkd osobnost.
Byl jsem opakované svédkem toho, jak radikalné ovlivnil védecké prostredi v instituci,
pro kterou pracoval (napiiklad v Szegedu nebo v Redmondu).

Vysledkem Lovaszovy védecké excelence bylo mnoho vyznamnych ocenéni, napt.
rada cestnych doktoratt, véetné Univerzity Karlovy z roku 2020; Kjotska cena 2010,
Wolfova cena Statu Izrael 1999, Godelova cena 2001, dvakrat Fulkersonova cena 1982
a 2012, Pélyova cena 1979 a nékolik statnich vyznamenani Madarska vcéetné nejvyssiho
Radu svatého Stépana v roce 2021. Lovasz je rovnéz ¢lenem 10 viznamnych zahranic-
nich akademii.

Lovasz prednesl radu dulezitych prednasek vcéetné plenarni prednasky na Mezina-
rodnim kongresu matematiki v roce 1990 v Kjotu (které jsem mél Cest predsedat).
20 let poté byl Lovész zvolen prezidentem Mezindrodni matematické unie (v roce 2010
v Hyderabadu) a po dvé (nelehkd) obdobi byl pfedsedou Madarské akademie véd.

Abelovu cenu za rok 2021 ziskal Lovéasz spolu s Avi Wigdersonem z Princetonu.
Citace oduvodnéni udéleni této ceny zni: Za zdkladni prispévek k teoretické informa-
tice a diskrétni matematice a jejich vedouci roli v pretvorent téchto disciplin na jedny
z centrdlnich oblasti moderni matematiky.

Svédectvi o tom jsem se pokusil podat v tomto ¢lanku.
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Obr. 3. Praha 2020 (foto Univerzita Karlova)

Podékovani. Dékuji Helené Nesetrilové za cetné pripominky k textu.
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