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GONIOMETRICKE RESENI KUBICKE ROVNICE

JOSEF POLAK

Piispévek je inspirovdn ¢lankem Daga Hrubého Reseni kvadra-
tické rovnice v &isle 3 (99) rocniku 24 (2016) U¢itele matematiky,
v némz se autor zabyval zejména goniometrickym resenim kvadra-
tické rovnice (tj. jejim feSenim pomoci vhodnych goniometrickych
substituci). P¥itom pro kvadratickou rovnici v normovaném tvaru
pouzil postup, se kterym se setkal v némecky psané ucebnici: Jo-
sef Gajdeczka Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fiir die obe-
ren Klassen der Mittelschulen z r. 1891 (Wien: F. Tempsky) a pro
kvadratickou rovnici v obecném tvaru uzil postup uvedeny v ceské
sbirce tloh: Karel Silhacek Stredoskolskd algebra v 1000 vesengjch
prikladech z v. 1946 (Praha: Ceské grafickd unie). Poznamenejme,
ze obdobné postupy goniometrického feSeni kvadratické rovnice
byly podrobné probirany jiz diive v ¢eskych stFfedoskolskych uceb-
nicich (Machovec, 1886), (Taftl, 1887) a v dalsich stfedoskolskych
i vysokoskolskych ucebnicich algebry vydanych na konci 19. stoleti
a v prvni poloviné 20. stoleti (véetné uvedeni pfedpokladii téchto
postupt a jejich zdtivodnéni). Probirani goniometrického feSeni
kvadratickych rovnic v téchto ucebnicich bylo motivovano tim,
Ze je vyhodné oproti algebraickému FeSeni (podle vzorce) v pfipa-
dech, kdy kvadraticka rovnice ma koeficienty s velkym poctem ¢is-
lic (tj. velka celd ¢isla nebo desetinné ¢isla o vét$im pocétu desetin-
nych mist) a pak jeji goniometrické feSeni je vhodnéjsi z hlediska
logaritmicky provadénych vypoéti (pomoci tabulek ¢i logaritmic-
kého pravitka). Jako ilustrativni ptiklady v téchto uéebnicich jsou
proto vesmés volena goniometrickd feseni kvadratickych rovnic,
jejichZ koeficienty jsou desetinnd ¢isla s vice desetinnymi misty.
V citovaném c¢lanku vSak uvedend motivace neni zminéna a go-
niometrické feseni kvadratickych rovnic je ilustrovano jen na pfi-
kladech kvadratickych rovnic s celymi jednocifernymi koeficienty
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(pFimo zadanych v tomto tvaru nebo v ekvivalentnim tvaru), jez
jsou podstatné jednoduseji feSitelné algebraicky. Pfi vypoctech
uzitim kalkuldtord ovSem tato motivace ztratila zasadni smysl.
Goniometrické feseni kvadratické rovnice ma presto dosud sviij
vyznam v souvislosti s goniometrickym fesenim kubickych rovnic.

Algebraické feseni kubickych rovnic

Vyjdeme ze zdkladnich poznatku o algebraickém feseni kubickych
rovnic (viz (Poldk, 2014) str. 193-196):

Kazdou kubickou rovnici s komplexnimi (specidlné redlnymi)
koeficienty a neznamou z € C

a3?® +agz? + a1z +ag=0 (ag #0) (4)

lze vydélenim koeficientem a3 pfevést na normovany tvar
24 az +bz4+c=0. (5)
Uzitim linedrni substituce z = x — § se rovnice (5) zjednodusi
na kubickou rovnici v redukovaném tvaru (tj. bez kvadratického

¢lenu)
23 fpr+q=0, (6)

—p_L142 g=—p_1 2 43
lfdep—b 'Sa,q—c/gab—i—ﬂa. / / '
Reseni rovnice (6) lze ziskat tak, Ze v ni nezndmou z vyjadiime
ve tvaru souctu dvou pomocnych neznamych u, v, tj. ve tvaru

T =u-+v. (7)
Po dosazeni do rovnice (6) dostdvame
(u+v)>?+plut+v)+q=0
a po upraveé
u® +v* 4+ (Buv + p)(u+v) +q=0.

Tato rovnice bude jisté splnéna, polozime-li zaroven

ud + 03 = —q, uv = —g. (8)
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Umocnime-li druhou rovnici na tfeti, dostavame odtud soustavu

rovnic
3

3 3 3,3 p
u® +v° = —gq, uvt = ——. 9
q o (9)
Je-li p # 0, nemiZe byt zddné z ¢isel u, v rovné nule. Lze tedy
napf. ¢islo v vyjadrit ve tvaru v = —3% a po dosazeni do prvni

rovnice (9) plyne odtud ekvivalentni rovnice

v’ r’
u3—ﬁ+q20 cili u6+qu3—E:O. (10)
Polozime-li v druhé rovnici (10)
y =, (11)

dostavame kvadratickou rovnici nazyvanou kvadratickd rezolventa
kubické rovnice (6):
3

2 p
N — 12
y ey =5z =0 (12)

Obdobné se odvodi, ze tataz kvadratickéa rovnice plati, polozime-li
y = v>. (117
Diskriminant kvadratické rezolventy (12) je
3 3 2
p q
Dy=¢*>+4--=4D, kde D= =.
2 q + 27 ) € 4

+ (13)

l\D"B
-3

Kofeny kvadratické rezolventy (12) jsou

Y12 = —% = (VD),, (14)

kde (VD) je jedna (zakladni) hodnota druhé odmocniny z D
v oboru C. Na zakladé vztaht (7), (11) a (11’) pak plyne, Zze
koteny kubické rovnice (6) lze vyjadiit ve tvaru

= up +op = (Y1), + (Vy2), (B=1,2,3), (15)
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kde (¢/y1), a ({/y2), jsou sobé prislusné k-té hodnoty ttetich od-
mocnin z y; a yo v oboru C, pfiéemz podle (8) mezi pFislusnymi
hodnotami u a vg plati vztah

b

3 (16)

Ve =

Zvolime-li za uq a v1 libovolné pfislusné hodnoty tfetich odmocnin
z y1 a yo v oboru C (oznafené indexem 1):

w = (i = ({f-5+ /D)) .

1

01:(392)1:(3 —g—(\/Bh) 7

1
pak pro dalsi sobé prislusné hodnoty us a ve, ug a vs plati:

uz = (¥ yl)z =&u, V2= (\3/1/2)2 = 52111

a
U3=(3y1)3=52u1, v3 = ({/y2)3 = €v1,
kde
2 2 1 3
6:005%+isin%:_§+ig’
2 _ A Ar 1 /3
e =cosS— +ism—=———1——,
3 3 2 2

takze €% = 1.
Ze vztaht (15) a (16) tak vyplyvaji pro kofeny kubické rovnice
(6) tzv. Cardanovy vzorce:

on=w+u=({-1+00)) + (- D).

p
V1 = -,
! 3U1 (17)
To = U + Vo = €U +62v1,

2
T3 = u3z +v3 =€ uy + evy,
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kde
2 2 1 3
Ezcos?ﬂ-—l—isin%:—i—&—i%, (18)
4 4 1 3
52:cos§+ising:—§—ig. (19)

Z Cardanovych vzorcii (17) pro kofeny 1, x2, 23 kubické rov-
nice (6) lze odvodit vztah

(21 — @2)(z1 — 23) (22 — 3)]* = —108D, (20)

kde vyraz D3 = —108D se nazyva diskriminant kubické rovni-
ce (6).

Uzitim vztahu (20) se pro kubickou rovnici (6) s redlnymi koe-
ficienty provede snadno dikaz vyznamné véty:

Véta o diskusi FeSeni kubické rovnice s realnymi koe-
ficienty. Pro kubickou rovnici (6) s redlnymi koeficienty p, ¢
aD:%;—F%plati:
a) Je-li D > 0, pak kubické rovnice (6) mé jeden redlny kofen
r1 a dva komplexné sdruzené kofeny xo, x3.
b) Je-li D < 0, pak kubickd rovnice (6) ma tfi redlné rtizné
koteny x1, x2, 3.
¢) Je-li D = 0, pak kubickd rovnice (6) mé tfi realné kofeny
T1, T2, T3, z nichz jeden je dvojnasobny, resp. trojnasobny.

V néasledujicich piikladech 1, 2, 3 vyfesime uzitim Cardano-
vych vzorct kubické rovnice, které jsme v knize (Polék, 2014) na
str. 196 Tesili pomoci odhadu jejich jednoho redlného kotene.
Priklad 1. Uzitim Cardanovych vzorcu feste kubickou rovnici

2*+2+10=0.

Re§em’.p:1,q:10,D:2i7+12f0:% > 0, a tedy dana ku-
bicka rovnice ma jeden redlny kofen x; a dva komplexné sdruzené
kofeny xs, 3, které vypocéteme uzitim Cardanovych vzorci (17):

r1 = u1 + v1,
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kde

() - (), i
n= (- (V%)) - ({=-5%5) —-1-3v8

(jak ovéfime umocnénim éisel —1 + %\/g a—1-— %\/5 na tieti),
a tedy

2 2
x1:—1+§\/§—1—§\/§:—2,

x2:€u1+521)1:1+2i, x3:€2u1+501:1—21.

Priklad 2. Uzitim Cardanovych vzorci feste kubickou rovnici

22— Tz +6=0.

Reseni. p = =7, ¢ = 6, D = (_277)3 + % = —% < 0, a tedy

rovnice ma tfi rtuzné realné kofeny x1, w2, 3, které vypocteme
uzitim Cardanovych vzorca (17):

r1 = u1 + v,

- (3 _3+( —12070)1>1: (3 _3+iw9\/§>1:_?2’+163,
(5P, - () - 1o

u

=

(coz ovéfime umocnénim &isel —3 + i? a—32— i% na tfeti),
3+,\/§ 3 V3 _
r1=——Fi—— - —i— =-3,
276 26

a tedy

To = cuy + 52’U1 =1, x3= 62U1 +evy = 2.

Priklad 3. Uzitim Cardanovych vzorci feste kubickou rovnici

31
3
_2r_Z—o.
Tyt
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_3)3 1
eSeni. p = Z’q—_,D_(;;)_,_(z)_ 1

2 64
0, a tedy rovnice ma podle Cardanovych vzorci (17
jednoduchy a jeden dvojnasobny koren:

5/ 1 5/1 1 1
T =uUy +v = 3 + 3 25—1—5:1,
1 1

To = €U + 621)1 = —=—,
2

Pfi feSeni kubické rovnice (6) v piikladech 1 a 2 se ndm poda-
filo tfeti odmocniny u1, v, vyjadrit jako urcité realné, resp. ima-
ginarni ¢islo. Takové jejich vyjadieni neni vSak ¢asto jednoduché,
anebo nenf viibec mozné (napf. pro kubickou rovnici 23 — 10z +
+5=0,unfzp=—10,¢ =5, D = —3325 <0, kterd m4 t¥i riizné
realné koteny, viz piiklad 5). Obecné plati, Ze pro kubickou rov-
nici (6) s redlnymi koeficienty, u niz je D < 0, a tedy mé t¥i rtizné
realné kofeny, jsou pro jejich urceni Cardanovy vzorce nejslozitéjsi
a nejméné vhodné. Je totiz mozné dokazat (viz (Schwarz, 1947),
(Schwarz, 1968)), Ze obecné tyto redlné kofeny dané Cardanovymi
vzorci nelze vyjadrit jen pomoci realnych odmocnin. Tento pfipad
byl proto nazvan latinsky casus irreducibilis (ireducibilni p¥ipad,
tj. nepfeveditelny ¢i nezjednodusitelny pfipad). V tomto p¥ipadé
vSak namisto algebraického Feseni kubické rovnice (6) uzitim Car-
danovych vzorct lze odvodit pomoci goniometrického feSeni jeji
kvadratické rezolventy velmi jednoduché goniometrické feSeni ku-
bické rovnice.

+§—
) jede

I &

xr3 = €2U1 + vy = —5.

Goniometrické feseni kubickych rovnic

Goniometrické feSeni kubické rovnice s realnymi koefi-
cienty pro p¥ipad D < 0 (tj. casus irreducibilis). V tomto
pripadé kubické rovnice (6) ze vztahu (13) pro D < 0 vyplyva,
Ze je nutné p < 0. Kofeny kvadratické rezolventy (12) kubické
rovnice (6) jsou pak podle (14) tvaru

Yro = —% +iV/—D. (21)
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Komplexni ¢islo y; vyjadiime v goniometrickém tvaru rovnosti

—g—l—i\/—D:r(cosgo—i—isincp),kder>0,0<g0<7r. (22)

7 této rovnosti plynou pro r a ¢ dvé rovnosti
rcoscp:fg, rsing = v—D. (23)

Jejich umocnénim a sectenim dostavame

2 3 3
r? = (%) — D ¢l TQZ—%,atedyT: —%. (24)

Po dosazeni do prvni rovnosti (24) ziskdvdme pro ¢ goniometric-

kou rovnici
27
cosgoz—%,/—ﬁ, (25)

ktera ma jediné feseni spliujici podminku 0 < ¢ < 7.
Koreny kvadratické rezolventy (12) kubické rovnice (6) pak podle
(21) a (22) jsou v goniometrickém tvaru

P p’®
y1 = —2—7(coss0+isin<ﬂ),y2= —E(COSQO—iSirup).@G)

Ze vztaht pro pfislusnd ug, v (k = 1,2, 3) podle (15), (16):
yo=ui, yp=vp (k=1,2,3) (27)

dale vyplyva na zakladé Moivreovy véty:

2(k—1 2(k—1
p(cos¢+ ( )W—l—isini(p—’— ( )ﬂ->7

3 3 (28)

/ 2(k -1 2(k -1
v = U = —g <cos<p+ (3 )W—isinigo—i_ (3 )W>

Podle Cardanovych vzorct (17) uzitim vztaht (28) dostavame vy-
sledné vzorce pro goniometrické vyjadieni kofent xq, x2, 3 ku-
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bické rovnice (6):

T1=uUp +v] =24/ — gco %,

/ T
To = Uo + Vg = 2 g (<§+3> (29)
$3=U3+U3=21/—§COS(<§+;>

Piiklad 4. Reste goniometricky kubickou rovnici z pfikladu 2
x> —Tr4+6=0.

Reseni.p= —-7,q =6, D = 100 < 0 (casus irreducibilis). P¥i
goniometrickém FeSeni sestavime gomometrlckou rovnici (25) pro
neznamou ¢ (splitujici podminku 0° < ¢ < 180°):

cosp = 9\/§
=7\7

jez ma feseni ¢ = 147°19'11" = £ = 49°6'24" a cos £ = 0,654 65.
Hodnotu cos % lze vypocitat i pfesné uzitim vzorce cosp =

_ sa ® —_9./3 o
=4cos® £ —-3cos £: cos (4cos £ )— 7\/; odkud cos £ =

_\fasm*"z\[

Podle vzorcti (29) jsou kofeny dané kubické rovnice:

x12\/7c052\/7 \/72
T9 = 2\/ZCOS (% + 1200) = 2\/Z (cos g cos 120°—
—sin £ sin120°) = 2\/? (_‘;’) \/3: -3,
7 7
T3 = 2\/gcos (3 + 240° ) f (cos g cos 240° —
1
—§1n§51n240 —2\/7 \/>—1
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Ptiklad 5. Reste goniometricky kubickou rovnici

23 — 10z + 5.
Reseni. p = —10, ¢ = 5, D = —3130285 < 0 (casus irreducibi-
lis), cosp = =303 = ¢ = 114°15, a tedy £ = 38°5 =

= Cos % = 0,787. Kofeny dané kubické rovnice jsou podle vzor-

ct (29):

10
73 = 2 = cos (% n 240°) = 0,513,

Vzorce (29) 1ze obdobné odvodit i pro goniometrické feseni
kubické rovnice (6) s redlnymi koeficienty pro pfipad D = 0, kdy
cosp =1, a tedy ¢ = 0°.

P¥iklad 6. Reste goniometricky kubickou rovnici
3 =32z —-2=0.

Reseni. p=-3,g=-2,D=-14+1=0,cosp =1 = ¢ =0°,
kofeny dané kubické rovnice jsou podle vzorci (29):

x1=2-1-cos0°=2-1=2,
1
x22'1~c0s120°2~<2)1,

1
r3=2-1-c0s240° =2 (—2) =-—1.

V literatute, napi. (Laska — Hruska, 1934), (Jarnik — Sisler,
1961), 1ze nalézt téz postup goniometrického fesent kubické rov-
nice (6) s redlngmi koeficienty pro pFipad D > 0. Jeho odvozeni

vvvvvv

nez pro D < 0, resp. D = 0.
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Abstract

The article explains the importance and procedure of the trigono-
metric solving of cubic equations. Practical usage of this method
of their solution is illustrated by appropriate examples. The topic
of the article may be interesting and useful for teaching mathe-
matics at secondary schools in seminars as well as for the interest
activity of students.
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