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O JISTEM TYPU IRACIONALNICH ROVNIC

ALES KoBzA

Pii své prednasce na XVIII. seminafi o filosofickych otazkach ma-
tematiky a fyziky, ktery se konal 22.-25. srpna 2016 ve Velkém Me-
zifi¢i, hovorfil RNDr. Dag Hruby mimo jiné o specidlnim pfipadu
iracionalnich rovnic, jejichz jedna strana je rovna dvéma a druha
strana je pak tvofena souctem dvou ¢tvrtych odmocnin z vhod-
nych linedrnich vyrazt, které mohou byt soucasné rovny jedné.
Je tedy evidentni, Ze rovnice uvazovaného typu ma vzdy ,trivi-
alni“ feSeni ,tvaru“ 1+ 1 = 2, které se ndm patrné ,hned podari
uhodnout“. Nabizi se vsak otazky, zda bude takové feseni v oboru
realnych cisel jediné, pripadné jaké dalsi feSeni muze takova rov-
nice mit, zda a jak je lze v takové situaci nalézt, ¢i jak mizeme
zdtvodnit, ze jiné feSeni piislusné rovnice jiz neexistuje. K zamy-
Sleni nad témito otdzkami pak prednasejici pfitomné ucastniky
seminare vyzval. Jedna se sice o problematiku, kterd presahuje
ramec bézného stfedoskolského uciva, presto lze vhodné volené
konkrétni ptiklady rovnic popsaného typu predlozit téz zajemcim
o matematiku z fad stfedoskolskych studenti a rozebrat je s nimi
uzitim jim zndmych prostiedkt. Nékteré mozné tvahy a postupy
vedouci k nalezeni odpovédi na polozené otazky ¢tenafri nabidne
tento ¢lanek. Budeme v ném studovat t¥i konkrétni priklady ta-
kovych rovnic.

Priklad 1. Reste v R rovnici

Ve—3+ V2o —7=2. (1)

Snadno nahlédneme, Ze vz —3 = 1 = v/2z — 7 pravé tehdy,
kdyZ x = 4. Rovnice (1) ma tedy kofen x = 4. Ctendf si mtze
ovérit, ze jiny kofen této rovnice se nam vsak jiz ,uhodnout®
nedafi. Kdybychom chtéli rovnici (1) FeSit pomoci algebraickych
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aprav, hodilo by se nam odstranit odmocniny, které v ni vystupuji.
V daném piipad€ by to znamenalo tuto rovnici umocnit na ¢tvr-
tou. Popsanym umocnénim dvojélenu bychom vsak dostali vyraz
tvofeny péti scitanci, se kterym by se nemuselo snadno praco-
vat, a proto bychom se mohli pokusit tomuto vypoctu vyhnout
a snazit se postupovat jinak. P¥i feSeni rovnic ¢i nerovnic, je-
jichz algebraicka tprava je komplikovanad ¢i dokonce nevede ke
zjednodusovani fesené rovnice, mtize byt vyhodné chapat vyrazy
vystupujici v takové rovnici jako funkce a zkoumat jejich chovani.
Tento postup ndm umozni elegantné zdtivodnit, Ze rovnice (1) mé
v R jediné feseni, které jsme jiz uhodli. Rovnici (1) pfepiSme do
ekvivalentniho tvaru

Vo2r—7=2—+vVxr—3
a oznacme
fi(x)=V2zx -7 a g1(x)=2— vz —3.

Nyni ndm staci si pouze vSimnout, Ze funkce f; je rostouci (v ce-
lém svém definiénim oboru), zatimco funkce g; je (opét v celém
svém defini¢nim oboru) klesajici. Jejich grafy tedy mohou mit nej-
vyse jeden spole¢ny bod, ktery odpovidé feseni rovnice (1). Navic
jiz vime, Ze tento bod skutecné existuje a mé z-ovou soufadnici 4.
Dalsi vlastnosti funkci f; a g1 tudiz jiz vySetfovat nepotfebujeme
a muZeme ufinit zavér, Ze rovnice (1) ma v R prévé jedno Feseni.

Piiklad 2. Nyni uvazujme v R rovnici

+z+V1—15z=2. (2)

Uvédomme si, ze pokud bychom chtéli postupovat podobné
jako v predchozim pripadé, dostali bychom napiiklad p¥i oznaceni

fole)=vV1—152 a g(a)=2-Vit+tz

dvé klesajici funkce a nemohli bychom proto argumentovat tak
snadno jako pfi feseni rovnice (1). Ctenar si jisté v&iml, ze tuto
»obtiz* se nedari ,obejit* jinym zavedenim funkci f; a go. Kdy-
bychom chtéli pokradovat v FeSeni rovnice (2) pomoci analjzy
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funkci fo a g9, potfebovali bychom znét jejich dal$i vlastnosti,
abychom byli schopni ,,vérné“ znazornit jejich grafy. Tento postup
popiseme pii feeni nésledujictho pifkladu. Rovnici (2) za¢neme
nyni Fesit algebraickym postupem nastinénym v pfedchozim pii-
kladé. Nez provedeme umocnéni rovnice (2) na ¢tvrtou, upravime
ji jesté do tvaru

V1—152 =2 — V1 +x, (3)
protoze vyraz, ktery dostaneme umocnénim pravé strany rovni-
ce (3), bude obsahovat méné odmocnin, nez by jich obsahoval
vyraz, ktery bychom dostali umocnénim levé strany rovnice (2).
Provedenim zminéné disledkové tipravy dostaneme

1—152 =16 —32v1+ z+24y/(1+2)* —=8y/(1+z)° + 1 + z.

Zavedeme-li substituci z = 1+, z niZ plyne, ze x = 2* —
—1, podafi se nam formalné odstranit odmocniny, a obdrzime tak
rovnici

1-15 (2" —1) = 16 — 32z + 2427 — 82 + 2*,
kterou po jednoduché tupravé prevedeme do tvaru
82 (22° — 2 +32—4) =0. (4)

Jeji kofen z; = 0 pak vede k hodnoté x; = —1. Pripadné dalsi
kofeny rovnice (4) by pak musely byt kofeny rovnice
223 — 22 43:—-4=0,
j€ejiz levou stranu mizeme rozlozit na soucin naptiklad s vyuzitim
nasledujiciho ,,triku“:
223—z2+32—4:(223—222)+(22+32—4): 5)
=22(z—1)+(-1D(z+4) =(z—1) (22 + 2+ 4).

Odtud je vidét, Ze zo = 1 je dalsim kofenem rovnice (4). Navratem
k ptivodni proménné pak dostaneme x5 = 0. Konecné vypocteme
zbylé dva kofeny této rovnice

—1+1-4-2-4 —14+31
4 o 4 ’

Z34 =
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které maji tu vlastnost, ze i jejich ¢tvrté mocniny nejsou realné,
a proto nevedou k hledanym FeSenim rovnice (2). Nesmime opome-
nout skutecnost, ze jsme pouzili disledkovou tpravu. Provedeni
zkousky je snadné a zjistime tak, ze hodnoty 1 = —11i a9 =0
vyhovuji rovnici (2). Tato rovnice mé tedy v R prévé dva kofeny.

Poznamenejme jesté, ze popsané feseni nevyuzivalo moznosti
yuhodnuti trividlniho“ kofene rovnice (2) ,tvaru“ 1+ 1 = 2,
tj. hodnoty x5 = 0. Pokud bychom tento kotfen ,uvidéli“ hned
na za¢atku feseni rovnice (2), védéli bychom dale, ze rovnice (4)
ma téz kofen zo = 1. S vyuzitim tohoto poznatku bychom pak
mohli najit rozklad (5), aniz bychom provedli vyse uvedeny ,trik“.

Priklad 3. Reste v R rovnici

Vi—z+{ xTH = 2. (6)

Pri feseni predchoziho prikladu jsme slibili, Ze nyni se vratime
ke grafické metodé. Rovnici (6) pfepisme do ekvivalentniho tvaru

1
{Vxl_ =2-Vi-2z
a oznacme
JJr+1
fg(x):\/T a  g3(x)=2—V4—u.

Vidime, Ze nebude stacit opfit se pouze o monotonii funkci f3
a g3, nebot jsou obé v celych svych definiénich oborech rostouci.
Budeme potiebovat, abychom se o vlastnostech téchto funkci do-
zvédéli vice. Protoze pfimé sestrojeni grafti takovych funkci se na
stfedni skole bézné nestuduje, popiSeme zpisob, jak je lze zkon-
struovat s vyuzitim vlastnosti funkci mocninnych, inverznich a po-
sunuti pfislusnych grafi do jiného pocatku, coz uz je stfedoskolské
ucivo. Najdeme-li predpisy prislusnych inverznich funkci k funk-
cim uvazovanym (tento rutinni vypocet ponechdme na ¢tendii),
dostaneme

@) =4a"-1 a  gi'(x)=4—(z-2)"
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Nesmime zapomenout, ze grafy téchto funkci nesmime uvazovat
,celé“, protoze defini¢ni obory obou funkci jsou na zakladé zna-
mych vztaht mezi funkci a funkei k ni inverzni ,,omezeny“ néasle-
dujicimi podminkami do interval

D(fs') =H(fs) ={0;00) a D(g5')=H(gs) =(-00;2).
Nyni jiz staci sestrojit prislusné ,casti“ grafi uvazovanych posu-
nutych mocninnych funkei, tj. grafy funkei fs° La g5 ! abychom
pomoci osové soumeérnosti, jejiz osou je graf funkce s predpisem

f (z) = z, ziskali grafy hledanych funkci f5 a g3 (viz obréazek).

5.0 4
4.0 1
3.0 1

2.0 1

2 —2.0 1

Predné si povS§imnéme, ze graf funkce f3 je zakfiven tak, Ze ,se
sklebi“ (takové funkci fikdme konkduni), zatimco graf funkce g3
je zakiiven tak, Ze ,se usmiva“ (takovou funkci nazyvame kon-
veznt). Je evidentni, ze grafy dvou spojitych funkei, z nichz jedna
je konkavni a druha konvexni, mohou mit nejvyse dva spolecné
body, coz znamend, Ze rovnice (6) ma v R nejvyse dva kofeny.
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Abychom pocet kofeni feSené rovnice touto grafickou metodou
urdili spolehlivé, potifebujeme byt presni a v grafech kazdé z téchto
funkci uvazit dostatecné mnozstvi ,dulezitych“ bodu, jimiz prislu-
$ny graf prochazi. Takové body ma smysl uvazovat pouze v pru-
niku defini¢nich obori obou funkei, tj. v intervalu (—1;4), ktery je
soucasné defini¢nim oborem fesené rovnice (6). Snadno uréime, ze

graf funkce f3 prochdzi body [—1;0], [0; %], [3;1] a [4; Y g] ana
grafu funkce g3 le#i body [—1;2 — V/5], [0;2 — V2], [3;1] a [4;2].
Spoleény bod [3;1] obou grafi odpovida kofenu x; = 3, ktery lze
yuhodnout“ pfimo z tvaru zadané rovnice (6). Dale vSak miZzeme
zdtvodnit, ze

1
V2

proto existuje jesté druhy prusecik obou grafu tak, Ze plati
f3(z2) = g3(x2), pfifemz zo € (—1;0). To tedy znamend, Ze
rovnice (6) ma v R pravé dva kofeny, a to kofen xz; = 3 a kofen
Z2, 0 némz zatim vime, Ze lezi v intervalu (—1;0). Jesté si mizeme
v§imnout, ze ani druhy z uvedenych odhadt neni pritom potieba
zdtivodnovat pomoci kalkulacky. Plati totiz:

fa(=1) =0<2— V5 =gs(—1) a f3(0) = — > 2 — V2 = g5(0),

Lo vz e 152v2-2 & 3522
V2

& 9>4-2=8
Zptesnéni hodnoty xo vSak jiz popsanou grafickou metodou ne-
docilime. Pokud bychom provedli algebraicky vypocet zptisobem
popsanym pii feseni predchoziho pfikladu, odvodili bychom pfi
pouziti substituce y = v/4 — x rovnici

5yt — 32y% + 96y — 128y + 59 = 0,

jejiz jeden kotfen y; = 1 jiz z predchoziho zndme. Rovnéz vime, ze
tento kofen je jednoduchy. Odstépenim kofenového Cinitele y — 1
miizeme piejit ke kubické rovnici

5y — 27y% + 69y — 59 = 0,
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kterou musi spliiovat ostatni hledané kofeny. Zadnj z nich vsak
jiz nejsme schopni nalézt. Lze (byt ne stiedoskolskym postupem)
zdtvodnit, ze tato rovnice mé jeden iracionalni a dva komplexné
sdruzené kofeny. Studenttim jesté muzeme prozradit, Ze presné
feseni rovnic vyssich stupnu je ,,velkym* problémem matematiky
nejen na stfedoskolské trovni. Pokracovani v feseni této rovnice ¢i
detailnéjsi popis jejich vlastnosti vsak jiz presahuje zabér tohoto
textu. Smyslem takto zadané rovnice bylo ukéazat, Ze je mozné za-
dat rovnici, u které sice zdiivodnime téz existenci ,netrividlniho“
feSeni, ale jeho pfesnou hodnotu jiz nejsme schopni najit. S vyuzi-
tim kalkulacek, respektive vhodného software, bychom se pfipadné
jesté mohli pokusit o priblizné reseni zadané rovnice a nastinit tak
zaklim napt. metodu piileni intervalu. Takto bychom vypocetli, ze
x9 = —0,688.

Zdvérecné pozndmky. Ctenai s hlub$im zadjmem o tuto proble-
matiku si mize sdm podrobnéji rozmyslet platnost nasledujicich
skutecnosti.

1. Metodu vySetfovani vlastnosti funkci by bylo mozné zobec-
nit pro libovolnou rovnici ndmi uvazovaného typu a uka-
zat tak, ze kazda takova rovnice mize mit v R nejvyse dva
koteny, presnéji feGeno ma vzdy jeden ,trivialni“ kofen a pii-
padné néjaky jiny dalsi kofen (racionalni ¢i iraciondlni, jehoz
hodnotu nemusime byt schopni pfesné urcit).

2. Grafy funkci, pomoci nichz ur¢ujeme pocet feseni prislusné
rovnice, mohou mit pouze jeden spole¢ny bod téz v pripadé,
kdy je jedna z nich konvexni a druhé konkévni. Znamena
to, ze se prislusné kiivky skute¢né mohou dotykat. Takova
situace nastane naptiklad u rovnice

Vr—1+V3—x=2, (7)

kterd ma v R jediné feSeni = 2. Rovnice (1) a (7) maji sice
obé v R pravé jeden koten, ale jisty ,kvalitativni“ rozdil mezi
nimi je patrny nejen ve vlastnostech grafického feseni (v p¥i-
padé rovnice (1) se grafy funkei f1 a g1, které jsme pfi nasem
postupu nepotiebovali konstruovat, protinaji) ale téz pii al-
gebraickém postupu. Pokud bychom kazdou z téchto rovnic
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fesili podobnym postupem, ktery jsme pouzili pfi feseni rov-
nice (2) dostali bychom v p¥ipadé feseni (1) pii substituci
v = v/ — 3 rovnici

vt 4+ 80 — 2402 4+ 320 — 17 = 0,

kterda ma v R kromé vyhovujiciho korene v = 1 jesté zaporny
kofen neslpriujici podminku v = 0. V p¥ipadé rovnice (7) po
substituci © = v/x — 1 obdrzime rovnici

ut — 4u® +12u% — 16u+7 =0,

ktera ma v R dvojnasobny kofen u = 1.

Jak jiz bylo zminéno v vodu, popsané postupy a provedené
avahy neposkytuji univerzalni metodu reseni obecné rovnice uva-
zovaného typu, coz ostatné p¥imo zdiraziuje piiklad rovnice (6).
Piesto se v§ak domnivam, Ze vySe piedlozené myslenky (¢&i alespori
jistd ¢ast z nich) by mohly byt zajimavé i pro nékteré studenty
stfednich skol a mohly by jim ukazat jisté krasy i uskali mate-
matiky a snad i tim podnitit jejich zdjem o dalsi studium tohoto
oboru, aby se nejen o zde uvazované problematice mohli dozvédét
vice.

Abstract

We study a special type of irrational equations. Three equations
of this type are considered. We present some properties of these
equations and we describe methods how to solve them. We show
that this problem can be difficult to solve in general case.
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