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TROJUHELNICKOVE KONSTRUKCE ELIPSY

MiLADA KOGANDRLOVA

1. Trojahelnickova konstrukce elipsy z vrcholo-
vych kruznic

Na obr. 1 jsou dané dvé soustiedné kruzmice k1(S,b), k2(S,a).
Body Q1, Q2 jejich spole¢ného poloméru (po fadé) vedeme rovno-
bézky s osami x, y soustavy soufadnic S, x, y. Prusecik ) obou rov-
nobézek s body Q1,Q2 urcuji pravouhly trojuhelnik. Otacime-li
polomér S@Qs kolem stiedu S, vytvofi vrchol @) trojuhelnika
Q1Q2Q elipsu. To je znama trojuhelnickova konstrukce elipsy z vr-
cholovych kruznice k1, k2. Elipsa ma stied .S a poloosy a, b. Snadno
to ukdzeme, oznacime-li ¥ odchylku poloméru S@Q3 od hlavni osy
S A =z elipsy. Pro bod @ z obr. 1 dostavame

Q=Q(¢) = [acosv, bsiny]. (1)

Umocnime-li rovnice soufadnic % = cos, % = sinvy bodu @ na
druhou a secteme, pak dostaneme znamou stfedovou rovnici elipsy
Z'—z + %—j = 1. Uhel ¢ je parametr v parametrickém vyjadieni (1)
elipsy.

Z trojuhelnickové konstrukce dostavame prouzkovou kon-
strukci (tzv. malou) elipsy. Na ,prouzku®* v obr. 1 vyznac¢ime
body @, X,Y. Prouzkem pohybujeme tak, aby bod X byl stéle
na hlavni ose x a zaroveni bod Y se pohybuje po vedlejsi ose y.
Treti bod @ vytvari elipsu. Z rovnobéznik SQ2QY a SQ1QX je
‘QY| =a, ‘QX| =b.
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Obr. 1: Trojuhelnickova konstrukce elipsy z vrcholovych kruznic

Na obr. 1 vidime, %e parametr ¢ ve vyjadieni (1) neni s bo-
dem @ ,spojen* primo, ale prostfednictvim pfepony QQ1Q2. V né-
kterych vypoctech potifebujeme takovy thel, na jehoZ rameni je
pfimo bod Q. Proto v obr. 1 doplnime trojuhelnik ()1 Q@2 na ob-
délnik Q1QQ2Q’. Uhel ASQ’ oznadime ¢. Vztah mezi thly ¢, )
(v geodézii to je geodetickd a redukovand sifka na referenénim
elipsoidu) je vidét z trojuhelnika SQ1Q" a SQ 1 Q1:

tanp = %tan 1. (2)

Dosazenim (2) do (1) dostaneme nové vyjiddieni bodl elipsy po-
moci thlu ¢

a®cos b?sin @
Q-Q(p) - — ——
Va2 cos? p+b2sin® ¢ /a2 cos? ¢ + b2 sin? o

Nyni ukdZzeme, Ze pfepona SQ’ v trojihelniku SQQ’ je rov-
nobézna s normalou elipsy, tj. thel ¢ je odchylka normaly elipsy
v bodé @ od jeji hlavni osy. Tak bude novy parametr ¢ ve (3)
pfimo spojen s bodem elipsy.



TROJUHELNICKOVE KONSTRUKCE ELIPSY 3

V obr. 2a jsou ke koncovym bodim Ps, Q2 kolmych poloméri
kruZnice ko sestrojeny trojuhelnickovou konstrukei body P, Q. Po-
loméry PS,QS urcuji sdruzené prumeéry elipsy. Tecna t elipsy
v bodé @Q je rovnob&zna s pramérem SP. Trojthelnik SQ2Q’ je
otoceny trojuhelnik SP, P kolem bodu S o devadesat stupnt. Tu-
diz piimka SQ' je kolm4 na pfimku SP a také na tecnu t v bodé Q.
Norméla n elipsy v bodé @ je rovnobézna s pfimkou SQ’, jeji od-
chylka od osy x je ¢.
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(a) Normala elipsy (b) Apollonitv vzorec

Obr. 2

Apolloniova véta o sdruzenych polomérech elipsy (viz Hrusa,
1935) ndam objasni bodovou konstrukei elipsy. Hrusa pro jeji zda-
vodnéni pouziva kosinovou vétu, nam postaci véta Pythagorova.

Jsou-li a,b poloosy a p,q poloméry sdruzengych primera elipsy,
pak plati Apolloniiv vzorec

a® + 0% =p*+ 2. (4)

V obr. 2b uhlopticka QQ’ obdélnika (Q1QQ2Q’ protind osy
elipsy v bodech XY, |YQ| = |XQ'| = a, |YQ'| = |XQ| = b. To je
velkd prouzkova konstrukce elipsy. Prouzek je uréen body X,Y, Q.
Abychom ozfejmili vzorec (4), sestrojime nad primérem XY kruz-
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nici k. Pro mocnost bodu @ ke kruznici k plati
QY|-1QX]=1QZ'|-1QZ|. ()

Ctytihelnik SQZ'Q’ je rovnobéznik, proto |QZ’| = [SQ'| =
= |SP| = p. Z pravothlého trojihelniku SZQ je |QZ| = gsinw,
kde w jsme oznagcili odchylku sdruzenych praméra SP, SQ. Potom
dosazenim do (5) dostavame

ab = pgsinw. (6)
Z Pythagorovy véty v pravothlém trojuhelniku SZZ' je
cos®w+ (p+gsinw)® = (a+b)°.

Po tprave
(a+ b)2 = ¢% + p? + 2pgsinw.

Po dosazeni (6) dostavame tvrzeni (4).

Z Apolloniovy véty a obr. 2b dostavame bodovou konstrukci
elipsy dané sdruzenymi praméry S P, SQ. Vrchol Z; pravého thlu
nad priimérem SZ’ a body Q, Z uréuji trojuhelnik QZ 7, obr. 2b.
Pohybuje-li se trojuhelnik QZZ; tak, ze vrchol Z je na priméru
SP a vrchol Z; na praméru S@Q, pak vrchol @ vytvori elipsu,
obr. 3a.
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(a) Body elipsy ze sdruzenych (b) Prouzkova konstrukce
pruméru

Obr. 3
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Z obr. 2b dostavame také prouzkovou konstrukci elipsy
dané sdruZenymi pruméry SP,SQ, obr. 3b (také viz Kauf-
mann, 1930). Bodem @ sestrojime kolmici na pramér SP. Jeji
patu oznac¢ime Z. Na polopfimce Z(@Q uréime bod Z’ tak, aby
|QZ'| = |SP| = p. Piimky SP a SZ' jsou fidicimi pfimkami pro
,prouzek* Z'QZ. Bod Z’' se pohybuje po pfimce SZ’ a bod Z se
pohybuje po pfimce SP. Bod @ pfi tomto pohybu urcuje elipsu.

2. Trojuhelnickova konstrukce elipsy ze sdruze-
nych pruméru

Pro elipsu danou sdruzenymi priméry popiSeme trojuhelnicko-
vou konstrukci. Vyjdeme pfitom z parametrického vyjadreni elipsy
(viz Maleéek, 1995)

X(7) =[psinT + gcoswcosT,gsinwcos 7] . (7)

Zde p = |SP|, q = |SQ| jsou sdruzené poloméry, w odchylka primé-
ri a parametr 7 se méti od osy y kolmé na pramér SP. Abychom
odvodili trojuhelnickovou konstrukci, kterd v citovaném ¢lanku
chybi, pfepiSeme rovnici (7). Zvolime 7 = 5 —t, tj. parametr ¢
od¢itdme od osy = = SP. Pak misto (7) dostavdme rovnici elipsy
ve tvaru

X (1) =[pcosT +qcoswsint,gsinwsint]. (8)

Sledujme obr. 4 a rovnici (8). Ve vyjadfeni (8) z druhé sou-
fadnice bodu X vezmeme ¢sinw za polomér kruznice k;. Kruz-
nice ma s elipsou, danou sdruzenymi praméry SP, SQ, spole¢nou
teénu QQ1. Na kruznici k1 zvolime libovolny bod X a tthel PSX;
oznacime t. Potom y-ova souradnice bodu X3 je gsinwsint. Tedy
bod X bude lezet na pfimce X X; rovnobézné s osou x.

V prvni soufadnici bodu X ve vyjddieni (8) je pcost x-ova
soutadnice bodu X5. Bod X5 je prisecik poloméru SX; s kruznici
k2(S,p). V trojihelniku SQ1Q je qcosw odvésnou Q1Q. V troj-
thelniku SQ'X’ je pak pfeponou SQ’ a odvésna zde je | X'Q’'| =
= gcoswsint. Potom | X, X|=]2'Q’|. Bod X je tedy bodem elipsy
dané rovnici (8).
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Obr. 4: Parametrizace (8) elipsy dané sdruzenymi praméry

D4 se ukézat, ze body elipsy dané rovnici (8) jsou vysledkem
t¥i transformaci v roviné:

e X7 — Xo, tj. stejnolehlost kruznic ky, ko se stfedem S, obr. 4;
e Xy, —» X, tj. osova afinita, s osou SP a smérem 2@, mezi

kruznici ko a elipsou;

e X; — X, tj. osové afinita, s osou jdouci bodem S rovnobézné

s pfimkou Q@3 a smérem S P, mezi kruznici k; a elipsou.

Trojahelni¢kova konstrukce jednotlivych bod elipsy, dané
sdruzenymi prumeéry SP,SQ, obr. 5, je potom nésledujici:

1.

Body S a @ sestrojime kolmice na SP. Patu kolmice z @
oznacime Q.

Sestrojime kruznice k1(S,|SP]), k2(S,|QQ"]).

Zvolime libovolnou polopfimku s pocateénim bodem S. Jeji
prusec¢iky s obéma kruznicemi oznac¢ime Xi, Xo.

. Bodem X; vedeme rovnobézku s SP. Bodem X5 vedeme

rovnobézku s Q2Q). Prisecik obou rovnobézek je bodem X
elipsy.
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Obr. 5: Trojuhelni¢kova konstrukce elipsy ze sdruzenych prumeéru

Analogicka bodova konstrukce elipsy ze sdruzenych praméri, kte-
r4 vyuziva podobnosti s kruznici o sttedu Q' (viz Jefdbek, 1909),
nevychézi z rovnice (8) a tim se stdva konstrukce zna¢né nepre-
hledné.

Zavér

V ¢lanku jsou shrnuty znadmé vlastnosti elipsy, které vyplyvaji
z trojihelnickové konstrukce z vrcholovych kruznic. Tyto vlast-
nosti jsou déle rozsitené o nékteré méné zndmé vlastnosti elipsy,
jako napt. Apolloniova véta pro sdruzené poloméry elipsy.
Ve druhé ¢asti ¢lanku je uvedena trojuhelnickova konstrukce pro
elipsu danou sdruzenymi priumeéry.
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Abstract

In the first part, we assume well known characteristics of ellipse
which are given by triangle construction using main circles. We
extend them on some lesser known features like Apolloine theorem
of associated radii of the ellipse. In the second part, we assume
triangle construction of ellipse given by associated radii.
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