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Reseni diofantickych rovnic rozkladem nad
¢iselnymi telesy
Zdenék Pezlar

Abstrakt. Clanek predstavuje zjednodusené zéklady teorie kvadratickych zbytki a algebraické
teorie Cisel a jejich uziti pri feseni diofantickych rovnic. Obsahuje i nékolik priklada pro
Ctenare.

Pod terminem diofantickd rovnice rozumime rovnici nad celymi Cisly ve vice pro-
ménnych. Mezi nejstudovanéjsi problémy tohoto typu patii hledani pythagorejskych
trojic, ¢i zndmd rovnice ™ 4+ y™ = 2" pro n > 3 figurujici ve Velké Fermatove véte.

Pri feseni diofantickych rovnic mame hned nékolik cest, kterymi se muzeme vydat.
Muzeme se pokusit neznamé ohranicit pomoci nerovnosti, vyuzit modularni aritme-
tiku, ¢i rozlozit rovnici na souc¢in. Praci s mocninami v modularni aritmetice usnadnuji
mocninné zbytky, z nichz nejstudovanéjsi jsou ty kvadratické. S jejich pomoci u mnoha
tloh ukéazeme, ze nemaji reSeni, a zformulujeme nékolik dulezitych tvrzeni.

1. Kvadratické zbytky

Definice 1.1. O celém cisle d nesoudélném s n fekneme, ze je kvadraticky zbytek
modulo n, pokud existuje celé x takové, Ze ¥2 = d (mod n). V opaéném pifpadé d
nazveme kvadratickym nezbytkem modulo n.

Pokud nezndme prvociselny rozklad n, tézko popiseme, jak vypada jeho prislusna
mnozina kvadratickych zbytki, nicméné pro prvocisla a prvociselné mocniny je to
jednodussi. K tomu potiebujeme pro licha prvocisla p definovat Legendrtv symbol:

1, pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,

(—) =40, pokudp]a,

—1, pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p.

Legendruv symbol se da vypocitat ze vztahu (%) =o' (mod p). Skutecné, pokud

je a délitelné p, pak (%) = 0. Pro zbyld a mame za pomoci Malé Fermatovy véty

0=a1—1=(a"T +1)(a"= —1) (mod p), tudfz a*= = +1 (mod p). Pokud

a = 2? # 0 (mod p), plati a*= = 2P~! = 1. D4 se ukézat, Ze polynom stupné n
p—1

. s s v e p_1 ‘ csx v e v
ma v Zy, nejvyse n kofenil, tedy a 2= — 1 mé v Z, nejvyse 5~ korent. Kazdy prvek

mé v Z, nejvise dvé odmocniny, protoze 2% = y* (mod p) znamenéd x = +y (mod p).
Nenulovych druhych mocnin a je tak v Z,, pravé %, pri¢emz vsechny splnuji a =1
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(mod p); zaddnd jind FeSeni proto kongruence nemd. VSechny kvadratické nezbytky tak
mus{ splitovat a7 = —1 (mod p).

Ze znalosti kvadratickych zbytka pro prvocisla dokazeme pomérné snadno po-
psat kvadratické zbytky pro prvociselné mocniny a nasledné i pro libovolné celé cislo,
zname-li jeho prvociselny rozklad.

Kvadratické zbytky maji mnoho dalsich dilezitych a zajimavych vlastnosti, plati
napriklad tzv. zakon kvadratické reciprocity a jeho doplnky. Jako obsdhlejsi text za-
byvajici se kvadratickymi zbytky viele doporucuji [4], kapitola 1 a pro dikladnéjsi
sezndmeni s touto teorif [1], kapitola 2. Nynf{ si ukdzeme kvadratické zbytky v praxi.

Nez se pustime do feSeni piikladt, pfipomenme, Ze ke kazdému nenulovému a € Z,
existuje inverzn{ prvek vzhledem k nésobeni. Cisla a, 2a, . . ., (p — 1)a jsou totiz v Z,
navzajem ruznd, protoze ka = fa znamend p | (k — £)a, tedy k = £. Specidlné existuje
¢islo % € 7y, splnujici % -a =1v Zy,. Mizeme tak pro kazdé celé ¢islo y nedélitelné p

chapat podil % =x- % jako prvek Z,.

Piiklad 1.2. Mgéjme prvocislo p = 3 (mod 4) a celd ¢&isla a, b takova, Ze p | a® + b°.
Ukazte, ze p | a a p|b.

Reseni. Predpokladejme, Ze p nedéli jedno z ¢isel a a b, pak nedéli ani druhé. Mame
déno a? = —b? (mod p). Protoze p { b, mitzeme celou kongruenci vyndsobit g :

(%)2 =—-1 (mod p).

Pak —1 je kvadraticky zbytek modulo p, tj. 1 = (%1) = (—1)pr1 (mod p). Nicméné
p—1

% je liché, tedy (—1) = = —1, spor. Nas pfedpoklad byl mylny, tudiz p déli jedno
z ¢isel a, b a tim paddem déli obé. O

Piiklad 1.3. Reste v Z rovnici 22 4+ 4 = ¢/°.

Resend. Chtéli bychom pouzit kvadratické zbytky. Proto si v§imneme, Ze prvoéislo p =
= 11 spliiuje 5 = 172;1, tj. > = (&) € {£1, 0} (mod 11). Pro kazdou ze t¥{ moznych
hodnot y° dopoc¢teme z? € {6, 7, 8} (mod 11).

Nyni ukazeme, ze rovnice nema teseni. K tomu by napriklad stacilo, aby zadna
z kongruenci #2 = 6, 7, 8 (mod 11) neméla feseni. Pocitejme

6 — @b
(H) =6 1 (mod 11),

()"

8Y _s5
(H) =3 1 (mod 11),

~1 (mod 11),

takze dand rovnice nemuze mit reseni. O
Nyni muzete zkusit vyuzit kvadratické zbytky k feseni nasledujici tilohy.

Cviceni 1.4. Dokazte, ze rovnice 22 + 2 = ¥ nema celo¢iselné feeni.
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Pomoci Legendrova symbolu dokdzeme elegantné vyresit mnohé tlohy, které by-
chom jinak fesit nemohli bud viibec, ¢i s obtizemi. Tteba u prikladu 1.3 jsme mohli
vypsat zbytky, které davaji ¢isla 02, 12, 22, ..., 102, a poté zjistit, Ze se mezi nimi
nenachazi 6, 7 ani 8, nicméné pri praci s vétsimi prvocisly by to bylo prilis pracné.
Misto toho nam stacilo vypocitat tii ¢isla a byli jsme hotovi.

Ne vzdy vsak vystacime s modularni aritmetikou. Pokud bychom pfi feseni rovnice
2% + 13 = 32 zkouseli podobné metody, nikam bychom se nedostali, protoze rovnice
ma Teseni pro x = 70. Rovnice ma tedy i feseni modulo kazdé prirozené ¢islo, tj. pouze
zkoumanim délitelnosti nedokazeme tlohu vyftesit. Existuji vSak rovnice, které maji
vice feseni, napf. rovnice x2 + 26 = y® mé Teseni pro x = 1 i x = 207. Nemiizeme tak
s jistotou Tici, zda rovnice nema néjaka dalsi feseni, jehoz absolutni hodnota je moc
velka i na servery Wolfram Alpha. Pfedmétem podobnych tivah byla i dlouho oteviena
Catalanova domnénka. Chtéli bychom se tak ubirat naptiklad smérem rozkladu na
soucin, kdy dokazeme spolehlivé najit vSechna feseni.

Vzpometime si na vzorec a? — b? = (a — b)(a + b). Diky komplexnim é&fsliim mii-
zeme analogicky rozlozit soucet druhych mocnin a? + > = (a + bi)(a — bi). Snadno
tak rozlozime i 22 + 13 = (x + /—13)(x — /—13). V klasické elementarn{ teorii ¢isel
nepracujeme s iraciondlnimi ani s komplexnimi ¢isly, zatimco pri uziti tohoto rozkladu
potfebujeme oboje. Ve zbytku c¢lanku vybudujeme teorii, kterd naAm umozni s témito
rozklady pracovat, a poté budeme schopni vyse uvedenou rovnici vyresit timto netra-
di¢nim rozkladem.

2. Ciselna télesa

Népad, ze bychom mohli s iracionalnimi i imaginarnimi ¢isly pracovat pti feseni rovnic,
sahd az ke Carlu Friedrichu Gaussovi, ktery byl i jednim z prvnich, kdo podrobné
studoval kvadratické zbytky. Prvni vétsi pokroky v této takzvané algebraické teorii cisel
prisly ve snaze dokéazat Velkou Fermatovu vétu, a presto, ze prvni spravny dukaz byl
veden cestou eliptickych kiivek, algebraicky pohled prinesl mnoho novych pozorovani.

Budeme studovat algebraickd cisla, coz jsou komplexni cisla, ktera jsou kofeny
polynomii s celoc¢iselnymi koeficienty. Specidlné nas budou zajimat celd algebraickd
cisla, tedy algebraicka cisla, kterd jsou koreny polynomi s vedoucim koeficientem 1.
Celociselny polynom s nejniz$im moznym stupném, jehoz korenem je dané algebraické
¢islo, nazveme minimdlnim polynomem tohoto ¢isla.

Definice 2.1. Mnozinu K obsahujici algebraickd ¢isla takovou, ze Q C K, nazveme
algebraickym ciselnym télesem, pokud:

eproa,be Kjea+beK,a-be K,

e pro a € K nenulové je % e K,

e existujf ¢isla @y, ..., x, € K takova, ze K = {c121 + ...+ cpan: ¢; € Q}.
Definice 2.2. Bud K algebraické ¢iselné téleso a ay, . . . , a,, komplexni ¢isla. Cisla
ai, . .., apn nazveme linedrné nezdvisld nad K, pokud jedina ¢; € K takova, ze

crar + ... Fcepay =0,
splnuji ¢ =co=...=¢, =0.
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Definice 2.3. Nejmensi (vzhledem k inkluzi) téleso, které obsahuje iracionalni ¢isla
a1, . .., @, linedrné nezdvisld nad Q, budeme znacit Q(asq, . . . , ay).

Trividlnim pripadem takového ¢iselného télesa je mnozina racionalnich ¢isel. Pokud
bychom rozsfiili raciondlni éisla o /2, pak by viechny prvky Q(v/2) byly tvaru a -+ bv/2
pro raciondlni a, b. Pokud bychom vsak uvazili rozsifeni Q(v/2, v/3), pak by vsechny
prvky byly tvaru a + b2+ V3 + d\/g, nikoliv a + bv/2 + 0\/5, nebot /2 - /3 se také
nachézi v Q(v/2, v/3). Snadno ale ovéiime, Ze vSechny prvky Q(v/2, v/3) jsou tohoto
tvaru.

V télese algebraickych ¢isel mizeme téz uvazit mnozinu vsech celych algebraickych
cisel, kterou budeme znacit Og. Mnozina Ok tvori okruh, tedy spliiuje vsechny pod-
minky kladené na algebraické ¢iselné téleso az na existenci multiplikativnich inverzi.
Napriklad v télese Q je timto okruhem mnozina celych ¢isel a multiplikativni inverzi
v ném maji pouze ¢isla 1. Vhodnym tvodem ke studiu téchto algebraickych struk-
tur je [7]. Ve zbytku textu budeme zkoumat vlastnosti okruhu Og. Nejprve nas bude
zajimat, jak vlastné Ok vypada.

Budeme se zabyvat télesy racionalnich ¢isel rozsitenych o ¢isla, jejichz minimélni
polynom nad Z je kvadraticky. Tato télesa budeme nazyvat kvadratickd. Pti praci nad
télesy vyssich radt bychom museli pracovat i s polynomy vyssich radu, coz je obecné
obtizné. S kvadratickymi télesy dokdzeme rozumné manipulovat a vyuzijeme znalosti
kvadratickych zbytku. Specialné dokazeme presné popsat mnozinu celych algebraic-
kych cisel.

Okruh celych algebraickych ¢isel v télese Q(i) je Zli] = {a + bi: a, b € Z}, tedy
Gaussova celd cisla. Bylo by krasné, pokud by pro m bezctvercové, tj. nedélitelné
¢tvercem celého ¢isla, byl okruh celych algebraickych ¢isel kvadratického télesa Q(y/m)
roven Z[/m]. Bohuzel tomu tak vzdy neni.

Véta 2.4. Necht m # 0, 1 je bezctvercové celé cislo a K = Q(y/m) je algebraické
ciselné téleso. Pak plati

Z [v/m] ={a+bym:a,beZ}, pokudm=2,3 (mod4),
Ox =
2 [22] = {a+b™/% 0 b ez}, pokudm=1 (mod 4)

Ditikaz plyne z tvaru feseni kvadratické rovnice, nebot vSechny prvky okruhu O
kvadratického télesa maji stupen nejvyse 2. Plny dukaz je k nalezeni v [2, véta 3.1.1].
Dale si priblizime praci v téchto okruzich.

Pri teseni rovnic v celych ¢islech mnohdy pracujeme s délitelnosti a rozkladem na
prvocisla. Jedina celd ¢isla, ktera maji v Z multiplikativni inverzi, jsou pouze +1. Ana-
logicky muzeme v okruzich definovat jednotky jako prvky, které maji multiplikativni
inverzi. Ne vzdy jsou jednotky pouze +1, v Z[i] jsou jednotkami téz +i. Obdobné mu-
zeme za zobecnéni prvocisel povazovat ireducibilni proky, tedy prvky okruhu R, které
nelze vyjadrit jako soucin dvou prvku R, které oba nejsou jednotkami. V Z[i] nejsou
obecné prvocisla ireducibilni, nebot napr. 5 mizeme rozlozit na soucin dvou ireduci-
bilnich Gaussovych ¢éisel (2 41)(2 —1i), i kdyz brzy odivodnime, Ze napf. 7 ireducibilni
je.

V ¢iselnych okruzich neplati nutné ani jednoznacnost rozkladu, za chvili totiz uka-
zeme, Ze ¢islo 6 mizeme rozlozit na soucin iredubilnich prvki v Z[/—5| dvéma riiznymi
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zpusoby. Chtéli bychom pracovat s objekty, ve kterych jednoznacnost rozkladu plati.
V nékterych okruzich jsou timto objektem idedly.

Idedl si mtizeme predstavit jako zobecnéni nasobki celych ¢isel v ¢iselnych okruzich.
Uvedme formalni definici.

Definice 2.5. Idedlem okruhu R nazveme neprazdnou mnozinu Z C R takovou, ze
pokud a,beZ, re R,paka+beZ, r-acT.

V okruhu celych ¢isel télesa Q jsou idedlem napt. suda ¢isla ¢i nasobky tri. V tomto
clanku se budeme zabyvat pouze okruhy, jejichz idedly jsou konec¢né generované, tuto
vlastnost totiz nemaji vSechny okruhy. Podstatnym faktem pro nas bude, ze kazdy
ideal okruhu Ok je konec¢né generovany.

Pro nase ucely je idedl Z okruhu R mnozinou {ria; + - - -+ rpa,: a; € R} pro
néjakda n € Nary, ..., r, € R. Rekneme, ze r; generuji Z, a tento idedl budeme
zmacit (r1, ..., 7). Pokud mame idedl (a) generovany jedingm prvkem a, Fekneme,

ze je idedlem hlavnim. Suda cisla 1 nasobky tri jsou v Z hlavnimi idedly, protoze jsou
generované ¢isly 2, resp. 3.
U ideald muzeme definovat nasobeni, pricemz souc¢inem dvou idedlt je ideal

I.j:{Zaibi:aiEI,MEJ,nEN}-

i=1

Nésobeni idealu je komutativni a asociativni, tj.

(I-j)-IC:{Zaibiq:aieI,biej,cieIC,neN}:I-(j-IC).

i=1
Téz definujme mocninu idedlu Z* pro piirozené k:

F=7-7-...-T.
k

Pro nés bude podstatné, jak funguje nasobeni hlavnich idedli, protoze pri feseni

tloh budeme chtit pracovat s hlavnimi idedly. Pro souc¢in dvou hlavnich idealu plati
nésledujici tvrzeni.

Véta 2.6. Proa, b€ R plati (a)(b) = (ab).

Diikaz. Zjevné ab € (a)(b), a protoze ab je obsazen v idedlu (a)(b), jsou v ném obsazeny
i vSechny jeho nasobky, tedy plati (ab) C (a)(b). Na druhé strang, v kazdém souctu
Yo, aibi, kde a; € (a), b; € (b), je kazdy s¢itanec délitelny ab, takze (a)(b) C (ab).
O
Stejné jako v celych ¢islech mtzeme definovat délitelnost idedltl, konkrétné piseme

7| J, pokud existuje idedl K takovy, ze J =T - K.

Disledek 2.7. Pro nenulovd a, b € R plati (a) | (b), prdavé kdyz b € (a).

Dikaz. Pokud plati b € (a), pak je b rovno ak pro k € R, tedy dle predchozi véty
(a) | (a)(k) = (ak) = (b). Naopak pokud plati (a) | (b), je (b) = (a) - Z pro nenulovy
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idedl Z C R. Dle definice ndsobeni idedlu je kazdy prvek (a) - Z konefnym souctem
sou¢inu prvku z (a) a prvku z Z. Kazdy takovy soucin ndlezi do (a), tedy (a)-Z C (a).
Tudiz b € (b) = (a) - Z C (a). O

Idealy okruhu R obsazeného v télese K muzeme rozsitit do K na tzv. lomené idedly
télesa K.

Definice 2.8. Bud K téleso. Pokud je Z idedlem okruhu R C K, pak pro nenulové
m € R nazveme mnozinu % = {% la € I} lomenygm idedlem O .

wr L (3 . - e o
Naprtiklad lomeny ideél % v Z je mnozinou obsahujici pravé vsechna ¢isla 377" pro

celd m. Nasobeni lomenych ideali definujeme pomoci nasobeni idealtt okruhu R.
Déle budeme studovat délitelnost cisel a ideala v okruhu Ok a k tomu nam pomo-
hou zndmé pojmy z oboru komplexnich ¢isel.

3. Normy a prvoidealy

Pro komplexni ¢islo z = a + bi definujeme komplexné sdruzené ¢islo Z = a — bi a ab-
solutnf hodnotu |z| = va2 + b2 spliiujici |2|? = 2z = a? + b2.

Sdruzend cisla v télese K definujeme trochu jinak, znaceni nicméné zachovame.
Pro a € Z definujeme @ = a. Pro kazdé a € Ok \ Z, kde K = Q(y/m) je kvadratické
téleso, je minimalni polynom « nad Z kvadraticky. Pokud jsou « a as jeho koteny,
definujeme @ = ay. Plati

(a+byvm) =a—bym,
(a+bM)_a+bM

2 2

nebot minimaln{ polynom prvntho prvku je (z — a)? — b*>m a minimalni polynom
druhého je (z — a)> — bz 4+ ab + b*152. Pro m = —1 definice splyva s klasickou
definici komplexné sdruzeného cisla.

Na rozdil od komplexnich éfsel se ndm bude hodit misto absolutni hodnoty |z|? =
= 2% definovat normu ¢&isla jako N(z) = 2%, nechceme piece pracovat s vyrazy pod
odmocninou. Pro celd ¢isla ¢, jejichz minimélni polynom v Ok je x — t, pak mame
N(t) = 2, v Z[V2] mé zase napiiklad 1 + 2v/2 minimalni polynom z? — 2z — 7
a normu —7. Ze znalosti minimalnich polynomu prvka kvadratického télesa pak snadno
charakterizujeme normu.

Véta 3.1. Necht m # 0, 1 je celé bezctvercové ¢islo. Norma prvku a + by/m € Ok
télesa K = Q(y/m) vypad4 nésledovné:

o N (a+bym)=a?—mb? pokud m # 1 (mod 4),
o N (a—i—b%) =a®+ab+ 5202, pokud m =1 (mod 4).

V obecném ¢iselném télese stupné n pro ¢islo a s minimélnim polynomem stupné k
a jeho koreny «, aaq, ..., ap nazveme ¢isla «; sdruzend s a a definujeme normu «
vztahem
N@)=(a-az- ... ax)"*,
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coz je vzdy celé ¢islo. Norma ndm pomuze pri praci s délitelnosti v okruhu O . Norma
je totiz multiplikativni, pro m £ 1 (mod 4) a a 4+ by/m, ¢ + dv/m € Z[\/m] plati

N(a+ by/m)N(c+ dym) = (a* — mb?)(c* — md?) =

= a’® + m?*b?d* —m (a2d2 + b202) =

= a?c® 4 2acmbd + m*b?d? — m(ULQd2 + b202) — 2acmbd =
(ac 4+ mbd)* — m(ad + be)? =
= N(ac + mbd + v/m(ad + bc)) =

= N(<a +by/m)(c + d\/ﬁ)).

Analogicky vypocet je mozno provést i v okruzich s m =1 (mod 4). Pokud tedy v Ok

déli a ¢islo b, tj. existuje ¢ € Ok tak, ze b = a - ¢, pak N(b) = N(a)N(c), a tedy
N(a) | N(b). Nicméné N (a) | N(b) nutné neznamend a | b, napiiklad v Z[i] mame ¢isla

241ia 1+ 2ise stejnou normou, i kdyz 2t = w = 223 nelest v Z[i].

Pomoci normy mizeme odivodnit ireducibilitu 7 v Z[i]. Pokud by sla rozlozit na
soucin dvou nejednotek, nutné by obé mély normu 7, jelikoz norma 7 je 49. Poté ale
7 = N(a+ bi) = a® + b%, coz nemd celociselné feseni, protoze kvadraty davaji pouze
zbytky 0, 1 pri déleni ¢tyrmi. Pomoci kvadratickych zbytkia tak napiiklad muzeme
ukdzat ireducibilitu 7 a 11 v Z[y/—13]. Pokud méme obecnéji téleso Q(y/£p) pro
prvocislo p takové, ze jeho okruh celych algebraickych ¢isel je Z[/Ep], pak je libovolné
prvocislo, které je kvadratickym nezbytkem modulo p, ireducibilni.

Budeme chtit pracovat s délitelnosti i v mnoziné idealtt okruhu Og a k tomu
definujeme normu ideali. Norma obecného idedlu je definovana jako pocet prvkiu jisté
mnoziny, jejiz presnd definice pro nds neni dulezitd. Podstatné vsak je, Ze normu
hlavnich ideald snadno urc¢ime.

Véta 3.2. Prom € Ok plati N((m)) = |N(m)].

Dikaz i presnd definice normy je k nalezeni v [3], Theorem 22. Norma se zde
v absolutni hodnoté nachézi proto, ze norma prvka muze byt obecné zdpornd, ale
normu idedlu definujeme jako pocet prvki, tedy nezdporné c¢islo. Z tohoto tvrzeni
specialné plyne, ze na hlavnich idedlech je norma téz multiplikativni. Obecné je norma
multiplikativni vzdy, tj. plati

NI)N(T)=N(IZ-J)

pro idedly Z, J okruhu O, kde - je soucin idedlu. Toto elegantni tvrzeni je bohuzel
netrividlni a jeho dikaz uziva pokrocilejsich prostredku algebraické teorie ¢isel. Postup
dtikazu je k nalezeni v [3], Chapter 3, Exercise 14.

Kdyz uz jsme obezndmeni s normami, mizeme diskutovat normy specialnich prvki,
konkrétné jednotek a prvoidedli.

Megjme jednotku 8 € Ok, pak plati a5 = 1 pro néjaké a € Ok . Z multiplikativity
normy plyne

N(a)N(B) =N(a-B8)=N(1) =1

Protoze norma prvkia Ok je celé ¢islo, je nutné N(«) = £1 = N(8), jednotky Ok
jsou proto prvky s normou 1. Navic z definice normy jakozto soucinu sdruzenych ¢isel
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dostaneme, ze kazdy prvek Ok normy =+1 je skuteéné jednotkou. Pro okruhy Z[\/m],
kde m # 1 (mod 4), jsou jednotky dény vztahem

:l:lzN(a+b\/E):a2—mb2,

jde tedy o TesSeni rozsitené Pellovy rovnice. V pripadé m < 0 méme jen kone¢né mnoho
FeSeni, v Z[i] mame jednotky +1, i a v ostatnich okruzich celych algebraickych éisel
pouze 1. Pro kladné m existuje jednotek nekone¢né mnoho a tvori multiplikativni
grupu.

V pripadé 0 > m =1 (mod 4) analogicky mame pouze koneéné mnoho feseni, pro
m > 0 opét jednotky vykazuji grupovou strukturu. Jednotky v kvadratickych télesech
tak dokazeme vétsinou pomérné snadno najit.

Pomoci jednotek dokazeme trochu obratnéji pracovat s hlavnimi idealy, konkrétné
urcit, kdy se dva hlavni idedly rovnaji. K tomu se vSak jesté musime na chvili pozastavit
u délitelt nuly v okruhu Og-.

Pokud okruh nemé netrivialni délitele nuly, neboli souc¢in dvou jeho nenulovych
prvki je nenulovy, nazveme jej oborem integrity. Napriklad okruh zbytka pti déleni
6 neni oborem integrity, nebot 2, 3 jsou délitelé 0. Naopak si snadno rozmyslime, ze
okruh Ok pro ciselné téleso K jiz oborem integrity je. Mizeme tedy vyslovit nasledujici
tvrzeni.

Véta 3.3. M¢jme a, b € Ok. Pak plati (a) = (b), pravé kdyz existuje jednotka
u € Ok takova, ze a = ub.

Diikaz. Pokud plati (a) | (b), pak b € (a) diky disledku 2.7, tudiz b = ax pro z € Ok.
Analogicky a € (b), tedy a = by, y € Ok. Pak a = axy, tedy a(l — xy) = 0, a protoze
je Ok oborem integrity, je alespon jeden z ¢initelt 0. Pripad a = 0 je trivialni, jinak
zy = 1, tedy z, y jsou jednotky. Naopak pokud a = ub pro jednotku u okruhu O,
je a = ub € (b), tedy (a) C (b). Obdobné b = 1a € (a), tedy (b) C (a). Plati tak
(a) = (). O

Definice 3.4. O prvcich a, b € Ok splnujicich a = ub pro jednotku u okruhu O
fekneme, ze jsou asociované.

Nyni se pojdme podivat na prvoidealy, ekvivalenty prvocisel v idedlech okruhu O

Definice 3.5. Méjme idedl P C Ok takovy, ze pokud pro a, b € Ok plati ab € P,
tak bud a € P, ¢ b € P. Pak P nazveme prooidedlem.

Vv

Nejjednodussi priklad prvoideali se opét nachdzi v celych ¢islech, jsou to totiz
presné nasobky prvocisel.

Vime, ze v ¢iselném télese mohou mit prvociselné normy pouze ireducibilni prvky.
Podobné pro prvoidealy plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.6. Je-li P prvoidedl, pak existuji j € N a prvoéislo p takové, ze N(P) = p’
apeP.
Existence prislusného prvocisla se dd vyvodit z definice normy idedlu, nastin dua-

kazu se nachédzi v [3], Theorem 22. Prvoidedly tak maj{ normy rovné mocnindm prvo-
¢isel a naopak, pokud idedl ma normu rovnou prvocislu, je prvoidealem.
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Z nasi zatim omezené znalosti prvoideali opravdu vidime, ze jsou tzce spojené
s prvocisly, jejichz jednou z nejzakladnéjsich vlastnosti je jednoznac¢nost rozkladu.

Jiz jsme zminili, ze v ¢iselnych okruzich obecné jednoznacnost rozkladu neplati.
Napft. v okruhu Z[/—5] miizeme rozlozit 6 = 2 -3 = (1 + /=5)(1 — v/=5). Cisla
2,3,1++/=5,1—+/=5 jsou v Z[/=5] viechna ireducibilni, protoze jejich normy jsou
po fadé 4, 9, 6, 6 a existence prvki s normou 2 & 3 v Z[\/_E)] znamena, ze roviice
N(a + by/=5) = a? + 5b% = 2, resp. 3 m4 celoéiselnd feseni. Pro né&jaké a tedy plati
a? = 2 (mod 5), resp. a®> = 3 (mod 5), coZ je spor, nebot 2 ani 3 nejsou kvadratické
zbytky modulo 5.

Obecné v okruzich nemusi platit ani jednoznacnost rozkladu na prvoidealy. Ty, ve
kterych plati, nazveme Dedekindovy. Da se ukazat, ze okruh celych algebraickych ¢isel
Ok je Dedekindovym okruhem. V Z[y/—5] se tedy idedl (6) jednozna¢né rozklada na

prvoidedly. Pro zajimavost uvedme rozklad
(6) = (2, 1+v-5)2(3, 1 +vV=5)(3, 1 — v/-5)

s tim, ze idedly, jejichz generdtory jsou vyse uvedeni délitelé 6, se v Z[v/—5] se rozkla-
daji nasledovné:

(2) = (2,14 V=5)?,
e (3)=(3,1+V-5(3,1-+v-5),
o (1+V=5)=(2,1+V=5)3, 1+ V=5),
e (1-V75) = 2,1+ VB3, 1- v5)
S nésledujicim tvrzenim jsme se jiz setkali v pripadé hlavnich ideald.
Véta 3.7. M¢&jme idedly A, B v Ok. Pak plati B | A, pravé kdyz A C B.

Dukaz uzivajici jednoznacnosti rozkladu idedltt okruhu Ok je podan v [6],
véta 4.3.3. Nasledujici fakta lze odivodnit podobné jako v oboru celych ¢isel.

Véta 3.8. Méjme nenulové idedly A, B, C okruhu O . Pokud pro néjaké k € N plati
A - B =CF a navic jsou A, B nesoudélné, pak existuji idealy I, J C O takové, ze

A=1F B=JF

Diikaz. Necht A = P& ... - Py, B = Q... .. QZ" jsou jednoznacné urcené
rozklady A, B na prvoidedly. Pokud jsou A, B nesoudélné, pak P; a Q; jsou disjunktni
posloupnosti prvoidealii. Libovolny ideal délici C¥ ho déli v k-té mocniné (piipadné
nasobku k), z nesoudélnosti idedlu tak plyne, ze kazdy prvoidedl délici jeden z A, B
jej déli v mocniné délitelné k. Oba idealy jsou proto k-té mocniny. O
Pokud plati A-B = P - I* pro nesoudélné idealy A, B a prvoideal P, pak tento
prvoidedl déli pravé jeden z A, B. Diky jednoznacnosti rozkladu miuzeme postupovat
analogicky jako vyse a ukazat, ze jeden z A, B musi byt k-tou mocninou idedlu.

Soucet dvou nasobku celého ¢isla d je opét ndsobkem d. U idedli muzeme formu-
lovat podobné tvrzeni, tentokrat se vsak zamérime pouze na hlavni idedaly.

Véta 3.9. Pokud pro a,be Ok aZ C Ok platiT | (a), (b), pak Z | (a £b).
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Dikaz. Pokud Z | (a), (b), pak diky vété 3.7 je a, b € Z, tudiz z definice idedlu
axbeZ. ProtoZ]| (axtb). O

V Dedekindovych okruzich, specialné v Ok, plati jednoznacnost rozkladu na pr-
voidedly, nicméné v okruzich Z a Z[i] plati i jednoznaény rozklad ¢isel na ireducibilni
prvky. Pro imaginarni télesa, tj. K = Q(v/d) pro d < 0, se Carl Friedrich Gauss
domnival, ze jedina d, pro kterd v Ok plati jednoznac¢nost rozkladu, jsou

~1, -2, -3, -7, —11, —19, —43, —67, —163.

Prvni dikaz této domnénky byl podan az ve 20. stoleti Kurtem Heegnerem, po némz
nesou tato Cisla pojmenovani Heegnerova. Pro redlnd télesa toho mnoho nevime, do-
konce ani zda je redlnych téles s jednoznacnym rozkladem nekoneé¢né mnoho.

Obecné bychom chtéli zavést strukturu, kterd bude mérit, do jaké miry selhava
v daném okruhu jednoznac¢nost rozkladu. A takovy tcel splnuje grupa tiid idedlu.

4. Tridy ideéla

Uvazme mnozinu vSech lomenych idealit okruhu Og. Rekneme, 7e dva idedly Z, J
okruhu Op jsou ekvivalentni, coz znacime Z ~ 7, pokud existuji a, b € Ok takové,
ze T-(a) = J - (b). Dostavame pak tiidy ekvivalence na O, kde dva idedly lezi ve
stejné tride, prave kdyz Z ~ J.

Diky tomu, Ze soucinem dvou hlavnich idealt je hlavni idedl, plati, ze kdyz vy-
nasobime prvky néjaké z t¥id hlavnim idedlem, ziskdme prvek téze tiidy. Mnozina
vsech trid idedla tedy tvori grupu s operaci nasobeni ideali a tfida hlavnich ideala
okruhu O je jejim neutrdlnim prvkem. Ukézali jsme totiz, ze nasobeni idealt je
asociativni, a v Dedekindovych okruzich existuje inverzni prvek pro nenulové idealy,
viz [6], véta 4.1.7, kde je dokdzdna existence inverze prvoidedlu. Vzhledem k jedno-
znacnému rozkladu idedlt na prvoidedly tak existuje inverzni prvek k libovolnému
nenulovému idealu okruhu Ok .

Pravé popsana grupa se nazyva grupa trid idedli okruhu O .

Véta 4.1. Grupa trid ideali okruhu O je konecna.

Dtikaz tohoto tvrzeni je k nalezeni v [6], dusledek 5.2.5. Poznamenejme, ze v libo-
volném okruhu neni grupa trid idealt obecné konecnda, dokonce ani kdyz se omezime
na Dedekindovy okruhy.

Pocet prvku grupy trid idedlt okruhu Ok nazveme tridovym cislem Ok a budeme
jej znacit hg. Vime, ze libovolny prvek grupy déd po umocnéni na jeji fad neutralni
prvek. Miizeme proto zformulovat nasledujici vysledek.

Véta 4.2. Bud Z lomeny idedl okruhu Og. Pak I"% je hlavnim idedlem.

vvvvv

moci Tesit rovnice. Dale propojime grupu t¥id idedlu s jednoznacnosti rozkladu prvkua
v okruhu Og-.

Véta 4.3. Pokud algebraické ciselné téleso K splituje hx = 1, pak p € Ok je
ireducibilni, pravé kdyz (p) je prvoidedl.
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Dikaz. Méjme prvoidedl (p) a Feknéme, Ze p = ab pro a, b € Ok . Diky vété 2.6 plati
(p) = (ab) = (a)(b), tedy vzhledem k jednoznacnému rozkladu idedli na prvoidedly je
jedno z a, b jednotkou a p je ireducibilni. Naopak méjme p ireducibilni a (p) souc¢in dvou
idedlt okruhu Ok . Protoze kazdy idedl tohoto okruhu je hlavni, je (p) = (a)(b) = (abd),
tedy z véty 3.3 plyne p = wab pro jednotku u okruhu Op. Protoze je p ireducibilni,
je jedno z a, b jednotkou, a (p) se nedd vyjadiit jako soucin dvou ideali, které oba
nejsou generované jednotkou. Je proto prvoidedlem. O

Dusledek 4.4. Pokud tridové cislo algebraického ¢iselného télesa K je rovno 1, pak
v okruhu Oy plati jednoznacny rozklad cisel na ireducibilni prvky.

Diikaz. Uvazme téleso K, kde hx = 1, a pro néjaké n € Ok uvazme dva rozklady na
ireducibilni prvky uipips - - - pr = n = u2q1q2 - - - q¢, kde u; jsou jednotky okruhu O
Z véty 2.6 mame rovnost ideali

(p1) - (p2) - -+ (Pk) = (P1p2 - - - Pk) = (@1G2 - - - q0) = (q1) - (q2) - - - (qo)-

Podle predchozi véty jsou idedly (p;) a (g;) prvoidedly. Rozklad obou stran na prvo-
idedly musi byt shodny, tedy podle véty 3.3 se mnoziny prislusnych ireducibilnich
prvkl musi az na nasobeni jednotkou rovnat. O

Analogicky se da ukézat, ze pokud plati jednoznacny rozklad ¢isel Ok na ireduci-
bilni prvky, pak hx = 1. Podrobnosti o rozkladu prvki i ideali okruhu O lze najit
v [4], kapitoly 4 a 5.

Vime, ze soucinem dvou hlavnich idedla je hlavni idedl, muzeme proto vyslovit
nésledujici tvrzeni.

Véta 4.5. BudZ lomeny ideal okruhu Ok a k celé ¢islo. Pokud I je hlavnim idedlem
a k je nesoudélné s hi, pak I je hlavnim idealem.

Diikaz. Pokud jsou k, hx nesoudélnd, podle Bezoutovy véty existuji celd cisla a, b
spliujici ak 4+ bhx = 1. Pak T = Zo++bhx = (7F)a . (Zhx)P je soucinem dvou hlavnich
idedlt, nebot mocnina hlavniho idedlu ()Y je diky vété 2.6 hlavni ideal (a¥). Tedy Z
je hlavni idedl okruhu Ok O

Napi. okruh Z[y/—5] mé grupu t¥id idealit dvouprvkovou, tedy pokud lich4d mocnina
idealu Z je hlavni, pak je Z hlavni. V tomto okruhu neplati jednoznacnost rozkladu
(napriklad ¢isla 6).

Protoze ani nezname vsechny realné okruhy s tridovym cislem 1, neprekvapi nas,
ze obecné nejsme schopni Fici, kterd vSechna télesa maji dané tridové cislo, dokonce
ani, zda jich je nekonecné mnoho. Tento problém je znam jako Class number pro-
blem. Existuji nicméné rozsdhlé tabulky tiidovych ¢isel Q(y/n) pro mald n, napiiklad
v knihovné posloupnosti OEIS, a proto muzeme pomoci programu jako Wolfram Alpha
¢i Wolfram Mathematica tiidova ¢isla zjistit.

Povedlo se nam popsat délitelnost ideald v okruhu O a jisté vlastnosti grupy trid
idealt. Nyni se s touto teorii kone¢né muzeme pustit do feseni rovnic.

5. Priklady

Nejprve vyresime rovnici v okruhu Gaussovych c¢isel, nebot s nimi jsme nejvice obe-
znameni.
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Piiklad 5.1. ReSte v Z rovnici
2?4 =yP (1)

Reseni. Predpoklddejme, 7e (1, y) je feSenim dané rovnice. Pak x, y zjevné majf stejnou
paritu. Pokud jsou z, y soudélna, tj. obé délitelna prvocislem p, pak z rovnice plyne
p? | 4, neboli p = 2. Pak mame = = 2z1, y = 2y; a pro celd 1, y; plati

i +1=8y5,

tedy 22 = —1 (mod 4), coz je nemozné, nebot —1 je kvadraticky nezbytek modulo 4.
Nutné jsou tak x, y nesoudélnd, a tedy obé licha. Tyto vlastnosti x, y pouzijeme pii
dikazu nesoudélnosti ideali.

Nyn{ rozloZzme rovnici (1) v Z[i]:

(z + 2i)(x — 2i) = ¢°.

7 této rovnosti specialné plyne, Ze idedly generované jednotlivymi stranami jsou téz
shodné. Diky vété 2.6 mizeme chapat

(o +20)(w = 20) = ((+20)(z - 20)) = (5°) = (4)°

jako rovnost ideala. Nyni bychom chtéli ukazat, ze idedly generované x + 2i a = — 2i jsou
nesoudélné. Predpoklddejme naopak, Ze existuje prvoideal P délici (z + 2i) i (z — 2i).
Podle vét 3.2, 3.9 a multiplikativity normy méame

P | (4) = N(P) | N((4) = |N(4) = 16.

Pak pro prvoéislo p € P je p/ = N(P) | 16, tedy p = 2. Plat{ ale P | (z + 2i), a tak
2| N(P) | N(x + 2i) = 2% + 4, tedy x je sudé &islo, spor. Idedly (z + 2i) a (z — 2i)
jsou nesoudélné.

Soucin dvou nesoudélnych idedlu (z + 2i), (x — 2i) je pdtou mocninou idedlu (y),
tedy diky veété 3.8 jsou oba tyto idedly patou mocninou idedlu. Existuje tak idedl
T C Ok takovy, ze (x + 2i) = I°.

Pomoci prikazu

NumberFieldClassNumber [Sqrt [-1]]

v programu Wolfram Mathematica zjistime, Ze hqgy = 1, v Z[i] tudiz plati jednoznac-
nost rozkladu na ireducibilni prvky. Kazdy ideal okruhu Z[i] je hlavni, existuje proto
a + bi € Z[i] takové, ze T = (a + bi):

(x4 2i) = 7° = (a + bi)® = ((a + bi)5>,
coz opét plati diky vété 2.6. Z[i] je oborem integrity, tedy podle véty 3.3 jsou z + 2i

a (a + bi)® asociované, jejich podilem je jednotka v Z[i].
Jednotky a + bi € Z[i] jsou Gaussova celd ¢isla spliiujici

+1 = N(a + bi) = a® + b7,
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tedy (a, b) € {(£1, 0), (0, £1)} a jednotkami jsou pouze 1, —1, i, —i. Mdme tak
z + 21 = u(a + bi)®
pro u € {+1, +i}. Samoziejmé bychom mohli rozebrat vSechny ¢tyfi piipady, nicméné
si muzeme praci usnadnit. VSimneme si, ze pokud pro néjaké x mame prou = —1,1, —i
FeSeni (a, b), pak z néj ziskdme feseni pro u = 1 s dvojicemi po fadé (—a, —b), (—b, a)
a (b, —a). Stadi tedy uvazovat pouze piipad v = 1. Mdme
z+ 2 = (a+ b)® = a® — 10a®b? + 5ab* + i(5a*b — 10a?b> + b°).

Cisla 1 a i jsou linedrné nezévisla nad racionalnimi &sly, dokonce i nad R, proto
se musi rovnat realné i imaginarni slozky obou stran. Porovnanim imaginarnich slozek
ziskame

2 = 5a*b — 10a?b + b° = b(5a* — 10a%b? + b*).
Mame b | 2, tedy b € {£1, +2}. Pro kazdy z téchto piipadi ndm zbyde kvadratickd
rovnice v a? a snadno ovéfime, Ze neziskdme celo¢iselnd feseni pro a.

Neexistuje x takové, ze x + 2i je patou mocninou Gaussova celého ¢isla, tedy rovnice

(1) nemé celociselnd Feseni. O

Vidéli jsme, jak dokazat, ze rovnice nema celociselna reseni, a jak pracovat v okruhu
Z[\/d]. Pokud by rovnice feseni méla, tak bychom postupovali stejné, jen bychom
v poslednim kroku nasli vyhovujici a, b. Nyni jiz do préce zapojime i grupu t¥id idedli.

Piiklad 5.2. Reste v Z rovnici
2 +13 = y3. (2)

Reseni. Necht (z, y) je feSeni rovnice. Vidime, Ze z, y jsou nesoudélnd a riiznych parit.
Pokud by bylo y sudé, je 22 = —1 (mod 4), coZ je nemozné, proto je x sudé a y liché.
Nyni se jiz mtzeme pustit do rozkladu v Z[/—13]:

e+ VTB) (e~ VTB) = 4,
coz mizeme diky vété 2.6 vyjadrit jako rovnost idedla Z[v/—13]:
(z +v—=13)(z — vV/—13) = (y).

Soucin idealt na levé strané je tedy treti mocninou idealu. Chtéli bychom ukéazat, ze
tyto idedly jsou nesoudélné. Predpokladejme naopak, ze jsou oba délitelné prvoidea-
lem P. Pomoci multiplikativity normy a véty 3.2 mame

P|(x++v—-13) = N(P) | 2% + 13 = ¢,
avsak diky vété 3.9 plati
P | (2v/—=13) = N(P) | N((2v/—13)) = 4 - 13.

Vime, Ze y je liché, a pokud 13 | y, tak 13 | z, coZ je spor s nesoudélnosti 2 a y. Oba
idealy jsou nesoudélné a jejich soucinem je tfeti mocnina idedlu. Dle véty 3.8 jsou oba
tfet{ mocninou idedlu, existuje tedy idedl Z C Z[v/—13] takovy, ze I3 = (z + /—13),
specialné treti mocninou idealu Z je hlavni idedl.

Ted se do feseni zapoji grupa tiid ideala. Prikaz
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NumberFieldClassNumber [Sqrt [-13]]

prozradi, ze grupa t¥id idedlt okruhu Z[v/—13] je dvouprvkovd, neplati v ném jedno-
znacnost rozkladu. Podle véty 4.2 je tak druhd mocnina libovolného idedlu Z[v/—13]
hlavni. Protoze 3 je nesoudélné se 2 a soucinem dvou hlavnich ideald je hlavni idedl,
je nutné ideal Z hlavni idedl generovany néjakym prvkem okruhu Z[v/—13], coz je
a + bv/—13 pro a, b cela. Opét podle véty 2.6 plati

(z +V—13) = (a + by/—13)% = ((a + b\/——13)3>,

coz je rovnost hlavnich idealt naseho okruhu. Podle véty 3.3 je podilem x + +/—13
a (a + by/—13)3 jednotka Z[\/—13], tj. +1. Navic pro vyhovujici (z, a, b) a jednotku
—1 vyhovuji (x, —a, —b) pro jednotku 1, a proto muzeme predpokladat, ze

r+ V=13 = (a + byv/—13)>. (3)

Cisla 1 a +/—13 jsou linedrné nezavisld nad Q, dokonce i nad R, takze se v predchozi
rovnosti shoduji redlné a imaginarni ¢asti. Porovndnim koeficientt u v/ —13 ziskdme

b(3a® — 13b%) =1,

takze b | 1, a tedy b € {£1}. Snadno pak nalezneme jedind moznd feSeni (a, b) =
= (£2, —1) a z raciondlni ¢asti (3) dopocteme = € {£70}. Z nasi puvodni rovnice
dopoéteme jeding mozné feseni (£70, 17). Zadné jiné 2 nemiize Tesit nasi piivodni
rovnici, jsme tedy hotovi. 0

Posledni dvé rovnice jsme Tesili pouze rozkladem v okruzich Z[\/E], nicméné prace

v okruzich Z {12—‘/3} neni prilis odlisna a vSechny podstatné rozdily jsme v ¢lanku
zminili. Jak se v téchto okruzich pracuje, si muzete vyzkouset v néasledujici tloze.

Cviceni 5.3. VyTeste v celych ¢islech rovnici
2?4 11 = o3,
pokud vite, e Z {”7 V=TI } je Dedekindtv obor.
Preji hezké pocitéani!
6. Zavér
Diky studiu rozsiteni racionalnich ¢isel o algebraickd c¢isla a grupam trid idealt do-
kazeme vyresit rovnice, které bychom pomoci elementiarnich metod resili jen tézko.

Doufame, Ze jsme C¢tendari poskytli alespon malé okénko za oponu, byt jsme samo-
ziejmé museli vynechat ¢etné podrobnosti. Metodami uvedenymi v tomto ¢lanku jsme

vvvvvv

vvvvv

kiim, nez je vyreseni diofantické rovnice. Pomoci poznatki z této oblasti matematiky
miuizeme studovat podrobnéji napriklad pravé kvadratické zbytky, dokazat tzv. zakon
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kvadratické reciprocity a zobecnit jej do vyssich fad na tzv. Artinidv zdkon recipro-
city. Mzeme téz studovat napriklad Dedekindovy zeta funkce, které jsou zobecnénim
Riemannovy zeta funkce, a jsou tedy tzce spjaty s rozlozenim prvocisel.

Podékovani. Rad bych podékoval Tomasi Perutkovi za uvedeni do této krasné
oblasti matematiky a pomoc pii psani tohoto ¢lanku i prace SOC, na které je clanek
zalozen.
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