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Skupinovy screening
Christian Genest, Christiane Rousseau

Abstrakt. Skupinovy screening je nezbytnou soucasti boje proti sifeni koronaviru. Jak ale celit
moznému nedostatku ¢inidel a materidlu? Tim, ze budeme provadét testy na bazi promichani
vzorku a vyuzijeme pritom matematiku.

V obavéch z siteni COVID-19 souhlasi mnoho védcu s tim, ze zavedeni planu testo-
vani ve velkém méritku je nezbytné pro zastaveni siteni koronaviru. Testy imunologické,
sérologické nebo k detekci antigenu vykonané na reprezentativnich vzorcich populace
by také umoznily odhadnout prevalenci nemoci, posoudit stupen kolektivni imunity
a prizpusobit opatieni k Feseni pandemie.

Pristup k vhodnym materidlnim a persondlnim zdrojum je predpokladem k tomu,
aby bylo zavedeni strategie hromadného testovani tspésné. S rostouci celosvétovou
poptavkou je nedostatek ¢inidel nezbytnych k vykonani laboratornich testit na obzoru
a vzbuzuje obavy organti ochrany vefejného zdravi v Ceské republice i ve svété.

Jelikoz vime, zZe vétSina testt je (nastésti) negativni, mohlo by vyuziti matematiky
prispét ke zlepseni aktudlni situace? Ukazuje se, Ze ano, zejména tim, ze budeme
provadét skupinové testy na peclivé sestavenych smésich vzorki.

1. Skupinovy screening

Predstavme si, ze dand laborator obdrzela 100 vzorku za tcelem testovani. Nahodné
je rozdéli do péti skupin po dvaceti. Poté v kazdé skupiné pouzije polovinu kazdého
z 20 vzorkid na vytvoreni smési, kterou nasledné otestuje.

Jestlize je test vykonany na dané smési negativni, mizeme ihned vyvodit, ze zadny
¢len dané skupiny neni infikovany. Jestlize je test pozitivni, provedou se nasledné jed-
notlivé testy na druhé poloviné kazdého z 20 vzorku.

Pokud 100 ptivodnich vzorka pochazi od zdravych jedinct, tento postup to potvrdi
vykonanim 5 testti namisto 100. Jestlize je nakazen pouze jeden jedinec, postac¢i 5 +
+ 20 = 25 testu k jeho identifikaci. V pripadé, ze jsou nakazené 2 osoby, mizeme je
také identifikovat 25 testy, pokud jsou ve stejné skupiné; je ale tfeba 5 + 20 + 20 =
= 45 testu, pokud patii do ruznych skupin. Stejnym zptsobem miizeme pokracovat
v pripadé, zZe jsou nakazené tii nebo vice osob.

Clanek je prevzat z Casopisu Accromath se svolenim Institut des sciences mathématiques du
Québec. Z francouzského originadlu Le dépistage par groupe, Accromath 15 (2) (2020), 30-35, prelozily
Lucie Krejéi a Johanna G. Neslehova.

CHRISTIAN GENEST, PhD, FRSC, Department of Mathematics and Statistics, McGill
University, 805, rue Sherbrooke Ouest, Montréal (Québec), Canada H3A 0B9, e-mail:
christian.genest@mcgill.ca, CHRISTIANE ROUSSEAU, PhD, Département de mathéma-
tiques et de statistique, Université de Montréal, C.P. 6128, succursale Centre-ville, Montréal
(Québec), Canada H3C 3J7, e-mail: christiane.rousseau@umontreal.ca

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 66 (2021), ¢. 2 73



Jak je vidét, skupinovy screening umoznuje dosdhnout vyznamnych tspor, samo-
ziejmeé za predpokladu, Ze senzitivita a specificita testu nebude ovlivnéna smési vzorki,
coz predpokladame v této studii a cemuz je tak velice ¢asto i v praxi.

Dana laborator by také mohla pouZit stejnou screeningovou strategii pro testovani
10 skupin po 10 vzorcich. Pokud by byl nakazen jeden jedinec, bylo by k jeho iden-
tifikaci potreba jen 20 testid. Na druhou stranu k tomu, aby se dospélo k zaveru, ze
infikovan nebyl nikdo, by bylo tfeba 10 testt.
nostnované? Odpovéd zéalezi na prevalenci nemoci neboli na podilu nakazenych jedincu
vzhledem k celkové populaci.

Jak v kratkém sdéleni publikovaném v roce 1943 v ¢asopise The Annals of Mathe-
matical Statistics uvddi Ameri¢an Robert Dorfman [1], bylo skupinové testovani ve
své nejzakladnéjsi formé pouzito jiz béhem druhé svétové valky, a to k detekci pripada
syfilidy mezi odvedenci. Tento pfistup se prosadil a mé dnes mnoho variant, které se
pouzivaji predevsim v Severni Americe k testovani na pritomnost viru HIV, chiipky
nebo zapadonilského viru.

2. Optimalizace algoritmu

Dorfman ukdzal, jak ur¢it optimalni velikost skupiny na zékladé prevalence p € [0, 1]
nemoci. Oznacme velikost skupiny n = 2 a predpokladejme, Ze jeji clenové tvori na-
hodny vybér, tedy Ze jsou vzajemné nezavisli a predstavuji reprezentativni vzorek
z populace. Podminka vzijemné nezavislosti je porusena napiiklad v pripadé, ze ¢le-
nové vybéru patii do stejné rodiny ¢i skolni tiidy. Provedeme jeden test na smési vSech
vzorkl a popripadé nasledné testy na jednotlivych vzorcich.

Pokud X oznacuje nezndmy pocet infikovanych osob ve skupiné, pak ma tato na-
hodn4 veli¢ina binomické rozdéleni' s parametry n a p, a tudiz

P(X=0)=01-p)",
jelikoz kazdy jedinec ma pravdépodobnost 1 — p, Ze neni nakazeny. Z toho vyplyva, ze
PX>0)=1-PX=0=1—(1-p)".
Pokud X = 0, postaci pouze N = 1 test. Pokud je vsak X > 0, bude zapotrebi provést
N = n + 1 testi. Primérny pocet provedenych testi, tj. stfedni hodnota ndhodné
veli¢iny N, se rovna
E(N) = 1xPX=0)+(n+1)xP(X>0)=
= n+l-n(l-p"

Tato funkce je rostouci v proménné p. Pokud p = 0, médme E(N) = 1. To je ziejmé
i z toho, ze nemocny neni nikdy nikdo, coz se vzdy potvrdi jedinym testem. Jestlize
p = 1, mdme E(N) = n + 1, protoze nakazeni jsou vSichni a tudiz prvni{ test bude
nutné pozitivni.

Pro jakoukoli hodnotu p € [0, 1] je mozné uréit relativni ndklady spojené s pouzitim
skupinového screeningu tim, ze budeme studovat chovani poméru

E(N)/n=141/n—(1—-p)"

1Jedn4 se o aproximaci, kterd je opodstatnéna, pokud je populace mnohem pocetnéjsi nez jednot-
livé skupiny.
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jako funkci proménné n. Cim je E(N)/n mensi, tim vic se vyplati pouzivat testy

skupinové, samoziejmé za predpokladu, ze pomér je mensi nez 1. Kdyz p = 0, plati

E(N)/n =1/n, a tudiz se vyplati volit n co nejvétsi. Kdyz p = 1, mame vzdy
E(N)/n=1+1/n>1,

nebot skupinovy test je vzdy pozitivni, ¢imz ztraci vyznam.
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Obr. 1. Kifivka 100 x E(N)/n jako funkce proménné n pro ruzné hodnoty p

Pii pevné hodnoté p predstavuje funkce 100 x E(N)/n pramérné procento testlt
provedenych na skupiné o velikosti n. Obrézek 1 ukazuje graf této funkce pro riazné
hodnoty p, které odpovidaji prevalenci 1 %, 2 %, 5 %, 8 %, 10 % a 15 %. Jak je
vidét, optimélni velikost smési, ktera odpovida minimu kiivky, se méni podle podilu p
infikovanych jedinct v populaci. Tabulka 1, kterou uvadi Dorfman, udava optimalni
velikost n pro nékteré hodnoty p.

p (%) mn  Relativni naklady (%)

1 11 20
2 8 27
) ) 43
8 4 93
10 4 59
15 3 72

Tab. 1.  Optimalni volba n a relativni ndklady pro nékteré hodnoty procenta infikovanych p
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3. Zobecnéni

VySe popsany testovaci protokol je prikladem adaptivniho dvoukrokového algoritmu.
Nazyvame jej adaptivni, protoze vybér (a tedy pocet) testl, které maji byt provedeny
ve druhém kole testovani, zalezi na vysledku testu provedeného v prvnim kole. Vykon
algoritmu tohoto typu lze zlepsit nékolika zptsoby, naptiklad tim, ze zvysime pocet
fézi.

Zde je klasicky algoritmus, ktery budeme nazyvat algoritmus bindrniho deélent
a ktery ma jisté optimalni vlastnosti (viz obrazek 2).
a) Zvolime celé ¢islo n ve tvaru n = 2° a provedeme k faz{ testa, kde k < s + 1.
b) V prvnim kole otestujeme smés vzorki celé skupiny.

c) Jestlize je test pozitivni, rozdélime skupinu na dvé podskupiny o 257! vzorcich
a otestujeme smeés vzorkt obou podskupin.

d) Takto budeme pokracovat az do etapy k, ve které jednotlivé otestujeme vSechny
¢leny podskupiny prohlasené za pozitivni v predchozim kole. V konkrétnim pripadé
k = s+ 1 ma tato podskupina pouze dva ¢leny.
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Obr. 2. Grafické znazornéni adaptivniho pétikrokového algoritmu binarntho déleni, apliko-
vaného na skupinu o n = 2* = 16 jedincich, z nichz pouze jeden je nakazeny

Pokud je ve skupiné pouze jeden infikovany jedinec, najde jej tento algoritmus
presné v s + 1 = logy(n) + 1 krocich. Obecné plati, ze ¢im vySsi je pocet kroku, tim
vétsi jsou uspory vzniklé timto pristupem. Pokud ovSem vyhodnoceni testu trva 24 az
48 hodin, mize byt doba ziskani vysledkt timto zptisobem kontraproduktivni. V§im-
néme si také, ze vylepseni vyse uvedenym algoritmem i vSemi nize uvedenymi postupy
vyzaduje objemné biologické vzorky; budeme zde predpokladat, ze jsou k dispozici.

76 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 66 (2021), ¢. 2



4. Neadaptivni algoritmus

Za ucelem lepsi kontroly doby ziskdni vysledkt 1ze také zvazit pouziti neadaptivnich
metod pri provadéni skupinového screeningu. Tyto protokoly maji pouze jednu etapu,
coz umoznuje provadét vSechny testy soucasné. Jsou také velmi efektivni pti detekci
pripadi, pokud mame k dispozici spolehlivy odhad prevalence onemocnéni.

Pojdme si vysvétlit tento koncept na nasledujicim prikladu, ktery vyvinul rwandsky
tym véden jako souédst soucasného boje proti COVID-19 [2]. Nejprve ndhodné vybe-
reme n = 3™ jedincu. Potom vytvorime korespondenci mezi 3" jednotlivci a body
diskrétni hyperkrychle {0, 1, 2}, viz obrdzek 3 pro ilustraci v p¥ipadé m = 3.

Navrhovany postup spociva v soucasném provadéni 3m testi na smésich, z nichz
kazd4 obsahuje vzorky 3™~! jedincti. Nicméné smési jsou vyrobeny podle piesnjch
navodi, a to podle fezii hyperkrychle. Pokud oznac¢ime souradnicové osy hyperkrychle
21, ..., Tm, pak kazda smés odpovidd 3™ ! jedinctim umisténym v fezu hypekrychle
nadrovinou x; = t, kdei € {1,...,m} at € {0, 1, 2}.

Obr. 3. Diskrétni hyperkrychle {0, 1, 2}3. Kazdy bod mifzky odpovidd jednomu jednotlivci
v ndhodném vybéru n = 3* = 27 jedinct. Skupiny 32 = 9 jednotlived, z jejichz vzorkd se
vytvari jedna z 9 testovacich smési, urcuji ¢ervené, modré a zelené rezy

Pokud m = 3 jako na obrazku 3, pak provedeme 3 x 3 = 9 test na skupindch po
32 = 9 vzorcich. Pokud m = 4, coZ je hodnota zvolend pro vyuziti daného postupu
ve Rwandé, vykondame 12 testl na zdkladé ndhodného vybéru n = 81 jednotlivci.
To znamena, ze kazdy vzorek je rozdélen na ctyri stejné Casti a je vyuzit ve ¢tyfech
riznych testech. Kazdy test je navic proveden na smési 27 vzork.

Tento pristup je zalozen na technice konstrukce samoopravnych kodia, popsané
v ramecku. Jednou z jeho velkych vyhod je, ze pokud je v ndhodném vybéru pouze
jeden infikovany jedinec, bude s jistotou identifikovan. Pokud je vsak nakazena vice
nez jedna osoba, je tfeba provést druhé kolo testovani.

Prozkoumejme rwandsky priklad v pfipadé nadhodného vybéru o velikosti n = 81 =
= 3%. Protoze m4 celkovy pocet X infikovanych jedincii ve skupiné binomické rozdéleni
s parametry n = 81 a p, plati

P(X £1) = (1-p)* +81p(1 —p)*.
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Vytvareni neadaptivniho algoritmu

Pro testovani skupiny lidi chceme vytvorit neadaptivni algoritmus. Tento al-
goritmus znazornime tabulkou o 7" fadcich a n sloupcich, nebo ekvivalentné
matici o rozmeérech T' X n, jejiz vSechny prvky jsou bud 0, nebo 1. V této ma-
tici predstavuje i-ty radek -ty test. Prvky rovné 1 v j-tém sloupci predstavuji
testy, kterych se tcastni j-ty jedinec. To znamend, ze m;; = 1, pokud se j-ty
jedinec podili na i-tém testu, a m;; = 0 v opacném pripadé.

Vytvorme vektor X o n slozkéch predstavujici skupinu, kterou budeme tes-
tovat: jeho i-ta slozka x; se rovna 1, jestlize je i-ty jednotlivec infikovany, a 0
v opacném pripadé. Povazujme X za slovo délky n a jeho slozky rovné 1 za
chyby v pocateénim slové Xy, jehoz vsechny slozky jsou nulové. Algoritmy
samoopravnych kédu umoznuji opravit chyby, ke kterym mohlo dojit pri pre-
nosu Xy, coz odpovida identifikaci slozek x; vektoru X, které se rovnaji 1,
a to je presné nasim cilem. Obecné plati, ze algoritmus samoopravného kédu
muze opravit nanejvys k chyb, kde pocet k je predem zvoleny pri konstrukei
kodu.

Matice M je matici kodu. Postacujici vlastnost, aby kéd opravil & chyb, je
ta, ze matice je k-disjunktni. Definujme tento pojem. Nasledujici situaci se
chceme vyhnout: jestlize jednotlivci j1, . . ., ji (ne nutné odlisni) jsou infiko-
vani, pak nakazeny jedinec ji+1 nebude odhalen. Vybrat sloupec j (tj. jed-
notlivee j) je totéz jako vybrat z {1, ..., T} podmnozinu A; odpovidajici
fadktm, které v j-tém sloupci obsahuji prvky 1 (tj. indexy vSech testi, na
kterych se tento jedinec podili). Pokud jsou jednotlivei ji, . . ., ji infikovani,
potom budou pozitivni vSechny testy odpovidajici sjednoceni A; U...UAj, .
Aby infikovand osoba jxi1 neziistala bez povsimnuti, A;, , nesmi byt pod-
mnozinou A;, U...U Aj, . Matice M je k-disjunktni, jestlize toto plati pro
vsechna 71, ..., jr a vSechna jri1 odlisnd od ji, ..., jr. Matice 12 x 81
odpovidajici vyse uvedenému prikladu pouzitému ve Rwandé by byla matici
1-disjunktni.

Existuji dva hlavni typy metod pro konstrukei k-disjunktnich matic. Prvni je
pravépodobnostni: ndhodné generujeme matice, jejichz prvky jsou 1 s prav-
dépodobnosti ¢ a 0 s pravdépodobnosti 1 — ¢q. Pokud jsou n, T" a k vhodné
zvolené, pravdépodobnost, ze matice je k-disjunktni, neni nulova; metodou
pokus—omyl proto nakonec vygenerujeme k-disjunktni matici.

Druha, algebraickd metoda je prevzata z teorie Reedovych—Solomonovych
samoopravnych kéda. Tato teorie umoznuje vytvaret matice M, ve kterych
vsSechny radky maji stejny pocet m nenulovych prvka a vSechny sloupce maji
stejny pocet ¢ nenulovych prvki. VSechny testy se tedy provadéji na podsku-
pinach o velikosti m a kazdy jednotlivy vzorek je rozdélen na c ¢éasti, které
jsou zahrnuty do ¢ ruznych testu.
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Tato strategie je zajimavé, pokud je velkd pravdépodobnost, ze X < 1. Abychom méli
napiiklad P(X < 1) = 0,95, musi ovSem platit, ze p < 0,44 %; jinak Fedeno, prevalence
nemoci mus{ byt nizkd. Jiz pii prevalenci 1 % mdme P(X < 1) = 0,806 a témér ve
20 % pripadi bude nutné vyuzit druhé kolo. Nicméné pro prevalenci 1 % plati

1
P(X =2)= (82>p2(1 —p)™ = 0,146,

a tedy P(X =< 2)=0,952.

Néklady lze snadno udrzet pod kontrolou, pokud chytie zvolime zpiisob provedeni
druhého kola v pripadé, ze je infikovany vice nez jeden jedinec. Napiiklad vsechny
situace, ve kterych X = 2, spliuji nésledujici podminku (viz obrazek 4, kde jsou
v pripadé m = 3 zndzornény fezy vedouci k pozitivnim smésim):

(P) Pro kazdou hodnotu ¢ € {1, ..., m} existuji maximalné dva fezy typu
r; = s a x; = t vedouci k pozitiviimu testu. Zaroven existuje alespon jedna
hodnota i, pro kterou mame presné dva fezy tohoto typu vedouci k pozitivnimu
testu.

Obr. 4. Diskrétni hyperkrychle {0, 1, 2}® a tii moznosti, kdy jsou ve vybéru piesné dva
infikovani jedinci. Ti se nachézi bud na jedné ptimce rovnobézné s jednou ze souradnicovych
os (vlevo), nebo v protilehlych vrcholech ¢tverce v roviné (uprostfed), nebo v protilehlych
vrcholech krychle (vpravo). V kazdém z téchto pfipadd zndzornuji zvyraznéné fezy smési
vzorku, které maji pozitivni test. Pfi vyznaceni fezu jsou pouzity stejné barvevné konvence
jako na obrazku 3

Pokud % je pocet hodnot i € {1, ..., m}, pro které mame dva pozitivni testy
typu upfesnéného v (P), uddva podet dalsich testti potfebnych k identifikaci vSech
infikovanych jedincti tabulka 2.

k  Pocet dodatecnych

test
1 0
2 4
3 8
4 16
Tab. 2. Pocet dodateéné provedenych testi potifebnych k identifikaci vsech infikovanych
jedinct v zdvislosti na celkovém pocétu k hodnot ¢ € {1, ..., m}, pro které existuji dva

pozitivni{ testy majici formu upfesnénou v podmince (P)
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Pokud podminka (P) neplati, musi byt otestovani vsichni jedinci nachézejici se
v Tezech, které vedly ke smésim s pozitivnim testem. To znamend, ze bude zapo-
tfebi maximalné 81 dalsich testi. Vyctem vSech moznych pripadi muzeme spocitat,
ze stfedn{ hodnota relativnich nékladi se rovna 100 x 17/81 ~ 21 %.

5. Perspektivy

Hledéani algoritmi uzptsobenych k boji proti koronaviru je v plném proudu. Jeden
izraelsky vyzkumny tym napriklad vyvinul a v laboratori implementoval nasledujici
algoritmus, ktery spociva v provedeni 48 testti na nahodném vybéru o velikosti 8 x 48 =
= 384. Kazdy jednotlivy vzorek je rozdélen na Sest stejnych casti. Kazdy z testu je
proveden na smési 48 téchto ¢asti, z nichz kazda patri jiné osobé. Kazdy vzorek kazdého
jedince je proto pritomen v Sesti riznych testovacich smésich. Na pripravu 48 smési
byl v laboratofi naprogramovan robot. Tento algoritmus dokaze jednoznac¢né identi-
fikovat az 4 nakazené osoby. Potrebujeme tedy osmkrat méné testi nez jednotlivci.
Zopakujme tedy jesté jednou, Ze ¢im mensi je procento infikovanych jedinct, tim lepsi
je vykonnost algoritmu.

P1i vyvoji algoritmu pro testovani bereme samoziejmé v potaz i dalsi skutec¢nos-
ti. Pro zjednoduseni jsme zde implicitné predpokladali, ze pouzity test je neomylny.
V praxi mohou i ty nejlepsi metody vést k falesné pozitivnim nebo falesné negativ-
nim vysledkam. Senzitivita a specificita testi jsou dulezitymi prvky, které je treba
vzit v uvahu pii doporuceni jejich implementace; dilezitou roli hraje rovnéz jejich
proveditelnost z hlediska casu, ndkladt a slozitosti manipulace.
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