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MATEMATIKA

Rada trojuhelnikd

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Nedavno mne jeden z mych pratel upozornil na zajimavy matematicky
problém Triangles In a Row zadany na YouTube https://youtu.be/
mO0xnEn9qWwo:

Area = 7
Bl B2 33 B4

Obr. 1: Triangles In a Row

Ukolem je nalézt soucet obsahti oznalenych trojuhelniki AgK;Bj,
LsKsBs a L3K3B3 za predpokladu, Zze kazdy z rovnostrannych troj-
thelnikia Ay A¢y1Bit1, t =0,1,2,3, mé obsah 6.

Ve videu autor podéava reeni, to je ale k mému zklaméani zalozeno na
nauceném vzorecku. Takovy pristup zastinil podstatu problému a zakryl
zésadni fakt, Ze strany a thly trojuhelnika nehraji v tloze zadnou roli.

Vysvétleme znovu nepfiméfené uzivani nabiflovanych vzorci na tomto
extrémnim piikladu: Ukolem je uréit obsah S trojahelniku, jeho# strany
jsou a =5, b= 12, ¢ = 13. Bez jakéhokoliv uvazovani, nau¢eny Heroniv

vzorec b
S=/s(s—a)(s—b)(s—c), kdes= %,

dava vysledek S = /15-10-3 -2 = /900 = 30. KdyZ si ale vS§imneme,

7e jde o pravouhly trojihelnik, vyhneme se nékolika vypoc¢tim, protoze

obsah pravothlého trojuhelniku se rovna poloviné souc¢inu jeho odvésen,
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tedy % -5+ 12 = 30. Pfipomefime, Ze tento trojuhelnik pat¥i mezi (pra-
vothlé) trojuhelniky spliiujici rovnostic —b=1a c+b = c? — b? = a?.

Ty tvori posloupnost trojuhelniki o stranach
a=2k+1, b=2k(k+1), c=2k(k+1)+1 prok=1,2,...

Dalsim pfikladem mize byt uziti kosinové véty k dikazu rovnosti
u?+v? = 2(a®+b?) mezi thlopfickami u, v a stranami a a b rovnob&zniku.
USetfime si spoustu préce, kdyz k dikazu pouzijeme Pythagorovu vétu
(viz ¢lanek [1] a reakei [4]).

Nyni se vratme k nasi tloze tykajici se souc¢tu obsaht fady trojihel-
nikid. Rozfresime ji v plné obecnosti, pficemz zdiraznime dtlezitou tlohu
pojmu podobnosti trojuhelnikt. Vysledek formulujme takto:

Véta. Uvazujme posloupnost n libovolnijch shodnijch trojuhelniki
At = AtAt+1Bt+17 t= 0, 17 e, = 1 (UZZ obr. 2)

Oznacme obsah trojihelniku A, pismenem S. Usecka AgB,, definuje n—1
podobnijch trojihelniki

Qk:LkKkBk, k:1,2,...,n71, kde L1 SZA().
Soucet obsahi téchto n — 1 trojuhelniki je

2n —1

S.
6

Zvolime-li tedy n =4 a S = 6, soucet obsahi je 7.

By By Bs By B,y B,

Ay C1 DiA; A; A A, TTTA L A, A,

Obr. 2: Souéet obsahti n — 1 vyznacenych trojuhelnika
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Dukaz véty je zcela jednoduchy. Vyuziva podobnosti trojuhelniki
L:B,By prot = 1,2,...,n — 1. Jelikoz AgA; = B{By1 pro vSechna
t=0,1,...,n — 1, koeficient této podobnosti je

LtBt - BtBn o n—t
A()Bl B Ban N n — 1

Oznaéime-li tedy S7 obsah trojihelniku €21, je obsah S; trojihelniku

Qi prot=2,3,...,n—1 roven

n—t\>
5= ( ) 5.
n—1
Hledany soucet obsahti vSech trojuhelniki €; se proto rovna souctu

mfilw(12+22+32+---+(n1)2). (%)

Cekaji nas tedy dva tkoly: Urcit Sy a seéist 12422432 4. + (n—1)2.

Obsah S7 je rozdilem obsahu S trojuhelniku AgA;B; a obsahu troj-
thelniku AgA; K. Vysku K7 D1 tohoto trojihelniku uréime opét uzitim
podobnosti trojuhelniki, tentokrat AgA; Ky a AgAy, By, jejiz koeficient
je % Proto

)

1
KD, = EBnCn =

Sl

kde v = B1C; je vyska trojahelniku AgA;B;. Obsah S; nyni uréime

snadno:
n—1

S.

1 1
Si=5- Ao =5--5=
2 n n n

Zbyvéa seCist druhé mocniny prvnich n — 1 pfirozenych ¢&isel
Yo(k) =12+ 22 + 3%+ ... + k%

Soucet ¥1(k) =1+ 2+ 3+ -+ + k prvnich k pfirozenych ¢isel uré¢ime
snadno, t¥eba sestfihem k x k ¢tverci, jak ukazuje obr. 3.

Obr. 3: 2% (k) = k* + &
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Je tedy 31 (k) = $k(k+1). Tohoto poznatku nyni vyuZijeme k vypoctu

sou¢tu Yo (k). Rozepisme
P2 4+33 4 4 (b + 1) =14+ 1+ + @2+ 1)+ + (k+1)° =
T+ (13422 + 3%+ + k%) + 355(k) + 351 (k) + &,
odkud dostavame
(k+1)3 =1+43%9(k) + 3% (k) + k,

a tedy
3k(k+1)

—k,
2

3%2(k) =k* +3k2 +3k+1—1—

t].
263 +3k2+k  k(k+1)(2k+1

6 6
Poznamenejme, Ze tohoto vysledku dosdhneme zcela obecnym zpt-
sobem, jak to uc¢inil pred tisici lety matematik-fyzik Ibn al-Haytham
(965-1040), znamy Alhazen, pomoci schématu, které nalezneme napf.
v ucebnici [3] na str. 73. Zde je nutné podotknout, Ze sou¢ty mocnin pfi-
rozenych ¢isel maji své misto v teorii aritmetickych posloupnosti vyssich
rada (viz [2] & [3]).
Nyni uz mizeme dokonéit dikaz véty. Prosté dosadime do rovnosti (x)
n—1 (n—1)n(2n—-1)

Slz " S a 22(71—1): 6

a dostavame soucet obsahil oznacenych trojuhelniki £2;:
(n—1)S (n—1)n(2n—-1) 2n—1
n(n —1)2 6 6

S.

Podé&kovani. Dékuji recenzentovi za konecné tpravy textu.
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