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MATEMATIKA

Jednotkova parabola, zlaty fez a parabolické =

Ludék Spichal, Prirodovédeckd fakulta, MU, Brno

Kvadratické funkce, podobné jako funkce goniometrické, patii zcela
jisté k elementarni vybavé, se kterou by meéli studenti opoustét stiedni
gkoly. Koneckonct v obou pfipadech mluvime o takovych oblastech ma-
tematiky, které svymi kotfeny zasahuji az do starovéku a jejichZ rozvoj byl
patrné nejprve pohénén spiSe praktickymi potifebami a teprve posléze i
samotnou touhou po poznéani. Pokud k uvedené dvojici pfidame jesté na-
vic kuzelosecky, které lze rovnéz fadit mezi vyznamné témata antickych
matematiki, pak ziskdme spojeni, ze kterého se postupné, v pribéhu
staleti rozrostl koSaty strom rtiznych aplikaci prolinajicich se napfi¢ ma-
tematikou, umoznujicich dosdhnout fady tspéchii pii feSeni problému i
v oblastech, které zdanlivé s uvedenymi problematikami piimo nesouvisi.

Objektem naseho zajmu bude zejména graf funkce

yzl_x27

ktery oznacime jako jednotkovou parabolu. Graf jednotkové paraboly po-
uzijeme pii konstrukci hodnoty zlatého fezu a prevracenych hodnot &isel.
Dale ukazeme, Ze lze zavést parabolickou konstantu analogickou ¢islu «t
a poukaZeme na jeji souvislost s vypoctem plochy parabolické tsece. Na
zavér zminime nékteré vlastnosti parabolickych goniometrickych funkei.

1. Jednotkové kuZelosecky

Pojem jednotkové kruznice odpovidajici grafu funkce uréené rovnici
o +y? =1, (1)

je dobfe znamy ze stiedoSkolské matematiky, kde se pouZiva pro definici
goniometrickych funkci. V kurzech vyssi matematiky se objevuje pojem
hyperbolickych funkei, jejichz definici lze provést pomoci grafu funkce
urcené rovnici

-yt =1 (2)

V tomto pfipadé mizeme mluvit o jednotkové hyperbole. V literatufe jsou
hyperbolické funkce zavadény obvykle pomoci exponencialnich funkci
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e hyperbolicky sinus

) e
sinhx = 5 = ,

e hyperbolicky kosinus

e +e* e 4+ 1
coshz = = .
2e*

Dopliime, Ze grafem funkce hyperbolicky kosinus je tzv. Fetézovka, tedy
kiivka, kterou vytvori fetéz, ktery je zavéSen na svych koncich (vice napf.
[5]). Z aplikaci zmifime napf. moZnost vyjad¥it Lorentzovu transformaci
(obecné relativita) pomoci hyperbolickych funkei.

Pojem jednotkové paraboly by mél byt analogii k vySe uvedenym jed-
notkovym kuzeloseckdm. Jak jiz bylo zminéno v tvodu, budeme za jed-
notkovou parabolu povazovat graf funkce dané rovnici

2’ +y=1. (3)

Srovnéni jednotkové kruznice a hyperboly s jednotkovou parabolou miu-
zeme sledovat na obr. 1.

[0,1]
[-1,0] \ [1,0] [-1,0] [1,0]

Obr. 1: Srovnéni jednotkové kruznice a paraboly (vlevo), jednotkové hyperboly

a paraboly (vpravo)

2. Konstrukce zlatého fezu pomoci jednotkové paraboly

V této casti ukdzeme, ze pomoci jednotkové paraboly je mozné kon-
struovat hodnotu tzv. zlatého tTezu. Pripomenime, Ze zlaty Tez je Cislo,
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které oznacuje presny pomeér, kdy se tasecka déli do dvou ¢asti takovym

zpusobem, Ze pomér celé tseCky vici vétsi ¢asti se rovnéd poméru vétsi
Casti k té mensi [4].
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Obr. 2: Konstrukce zlatého fezu p = pomoci jednotkové paraboly

Konstrukce zlatého fezu je na obr. 2. K jejimu ditkazu nejprve vypoc-
teme soufadnice priiseiku P paraboly dané rovnici y = 1 — 22 a pifmky
p: y = x, které uréime z FeSeni rovnice 22 + x — 1 = 0. Z dvojice kofenii

_—1£45

x1,2
2

vyhovuje

~14+5
sz.

Zlaty Tez je x-ovou soufadnici prasec¢iku pfimky g urcené vrcholem pa-
raboly V a bodem P s osou z. Jestlize rovnici pfimky g zapiSeme ve
smérnicovém tvaru y = kx + ¢, pak ¢ = 1 a smérnici k uré¢ime dosazenim
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—14+V5 71+\/5].
2 ) 2 .

1+vE . 1445
J;\/_:k- ‘;IH

soufadnic bodu P [

a po zjednoduseni je

Primka

HETIES rz+1
9y B) +
protina osu x v bodé o soutadnicich

1++5

= s = 0
D) Y
Tedy hodnota x predstavuje hodnotu tzv. zlatého fezu ¢ = 1+2\/g' Vsim-
néme si rovnéz, %e x-ova soutradnice priiseciku P uréuje hodnotu ¢! =
= ‘/52*1, tedy prevracené hodnoty zlatého fezu.
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Obr. 3: Konstrukce prevracené hodnoty ¢isla pomoci jednotkové paraboly

Hodnotu zlatého fezu jsme ziskali pro volbu thlu o = 45°. Ukazme
nyni, ze konstrukce popsana na obr. 2 a 3 znazorhuje prevracené hod-
noty ¢isel pro libovolnou volbu velikosti ahlu «. Jestlize oznac¢ime [t, 0]
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prusecik pfimky g a osy x, pak pfimka g mé rovnici
T
ry=1——
g9y 7

Prisecik pfimky g a paraboly ziskime porovnanim jejich rovnic

1-a22=1-2,
t
kde po zjednodusSeni je
z(tr —1) =0,
a tedy
1
r1 =0, x9= T

3. Parabolické ¢&islo «

Tématem této kapitoly bude ponékud provokativni otézka, zda né-
jakd podoba ¢isla 1 miZe byt racionalni. Hned na avod predesilame, ze
nemame v tmyslu ignorovat nebo rozporovat takové skutecnosti, jakymi
jsou:

e dukaz, Ze ¢Cislo nt nelze vyjadiit zlomkem (tj. je iracionalni), ktery
podal roku 1761 Johann Heinrich Lambert

e dikaz, ze ¢islo © neni kofenem zadného polynomu s racionalnimi
koeficienty (tj. je transcendentni), ktery uvefejnil v r. 1882 Ferdi-
nand von Lindemann

Zdtraznéme naopak, Ze zamérem je urceni parabolické konstanty (pa-
rabolické m, 1t,), ktera by byla analogicka k ¢islu n definovanému v kruz-
nici.

Nejprve ukdzeme, ze v jednotkové parabole lze definovat goniometrické
funkce obdobnym zpiisobem jako v jednotkové kruznici, pfi¢emz postup
odvozeni bude odpovidat postupu v ¢lancich [T} 2].

V jednotkové kruznici uréené rovnici ([IJ) definujeme goniometrické
funkece sinus (sin ¥9) a kosinus (cos ) jako soufadnice prise¢iku koncového
ramene thlu ¥ a jednotkové kruznice (obr. 4 vlevo).

1) Johann Heinrich Lambert (1728-1777) byl §vycarsky matematik, fyzik, astronom
a filozof.
2)Ferdinand von Lindemann (1852-1939) byl némecky matematik.
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Parabolické goniometrické funkce (PGF), tj. parabolicky sinus (sinp 6)
a parabolicky kosinus (cosp ) definujeme jako souradnice bodu, ktery
nalezi parabole s rovnici

P?4y=1 —-1<z<1, (4)

kde hodnota argumentu € je rovna dvojnésobku obsahu plochy omezené
rameny thlu ¢ a parabolou (obr. 4 vpravo) [ 2]

01 0.1

sin § o | SIDO
9 0o & 1.0

\ s cos & 3 ) cospf P

Obr. 4: Definice goniometrickych funkci v jednotkové kruznici (vlevo), defi-
nice PGF (vpravo) jako soufadnic bodu B[cosp 0; sinp 6], kde 0 je dvojnasobek
plochy omezené rameny thlu ¢ a parabolou (upraveno podle [1])

Argument 6 (plocha vysece paraboly) ma v pfipadé PGF obdobny vy-
znam jako 9 (délka oblouku) pro funkce definované v jednotkové kruz-
nici, mizeme tedy analogicky uvazovat o ,parabolickém ¢&isle pi“ (w,).
Pro argument 6 odpovidajici volbé cospf = 0, sinpf = 1 (na obr. 4
vrchol jednotkové paraboly) plati

1
0=2 [ (1=, (5)
0 2
a dale

sinp0 = 0, sinpn,/2 =1, sinpm, =0,

cosp0 =1, cosprcp/2:0, cospm, = —1.

3)Volba hodnoty argumentu 6 je analogicka situaci v jednotkové kruznici. Obsah
kruhové vysece 6§ odpovidajici stfedovému thlu ¥ (v radidnech) je (r = 1)

9 0
6:7rr2-2—:§—>19:26.
™
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Pokud vypocitame integral v rovnici (&), pak

8
T, = -,
P
kde hodnota w, je raciondlni.

Archimédés v knize Kvadratura paraboly popsal metodu uréeni obsahu
parabolické tusece, pricemz dospél ke vzorci, ktery plochu tsece udava
jako 4/3 plochy trojuhelniku, jehoz zakladnu tvori tisecka omezujici Gse¢
a vysku pak (nejdelsi) kolmice k zékladné omezena vrcholem tusece, tj.
nejvzdalenéjsim bodem od zakladny (obr. 5)

4
S = —cw.
3
Pokud bychom vyuzili vyse uvedené hodnoty 7, = 8/3, pak muzeme pro
obsah parabolické tsece psat

Obr. 5: Obsah parabolické usece

Zaveér

Parabolické goniometrické funkce jsou v literatufe zminovany jen v né-
kolika malo pfipadech, uvedme proto nékteré dalsi vlastnosti téchto
funkei. Dalsi informace lze nalézt v ¢lancich [I] 2].
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Podobné jako v pripadé goniometrickych funkci definovanych pomoci
jednotkové kruznice, které spliiuji rovnost

sin? 9 + cos? ¥ = 1, (6)
plati pro PGF vzhledem k rovnici (3]
cosp? 0 + sinpf = 1, (7)

kde 6 je dvojnasobek plochy omezené rameny ahlu ¢ a parabolou (obr. 4).

| Yy = secp x Y = cScp x
2 i
©
1 . P -1
e S
\ y = sinp x
0 ' -
05 | 1 \h‘\z 25 3
| —_ Yy=cospx
. ' T~
-2 i

1
sinp x

Obr. 6: Grafy parabolickych funkci y = sinpz,y = cospx, y = cscpx =
ay=secpxr = $, x €0, %],  oznacuje hodnotu zlatého fezu

Vzhledem k definici, ktera se opira o parabolu, nejsou uvedené funkce
periodické. Na obr. 6 jsou dale znazornéné funkce

1

sinpz’

Yy =cscpx =
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tj. parabolicky kosekans, ktery je prevracenou hodnotou parabolického
sinu a

1
cospx’

Yy =secpx =

tj. parabolicky sekans, ktery je pfevracenou hodnotou parabolického ko-
sinu. Na obr. 3 je hodnota parabolického sekans vyjadiena délkou tsecky
|SA| (argumentem funkce je dvojnasobek plochy omezené polopfimkou
S P, parabolou a kladnou ¢asti osy z). Postup odvozeni funket, které byly
pouzity pro konstrukci grafii na obr. 6, je zaloZzen na pouziti diferenci-
alntho a integralniho poctu, podrobny popis odvozeni lze nalézt napf.
v [2].

Vzéjemny vztah kruznicovych (KGF) a parabolickych goniometric-
kych funkci miazeme odvodit z obr. 7, ze kterého je ziejmé, ze body P,
C' lezi na pfimce s rovnici
sin
cos ¥ *

a soufadnice bodu P tak ziskdme z rovnice

y:

sing 9
r=1-—2z",
cos v

kde po upraveé je

(\/4—3sin219—sin19),

cosp§ = 2 cos

a pouzitim rovnice (7))

sinp 0 = tgv (\/4—3sin219—sin19>.

2 cos

Hodnoty PGF miuZeme tedy celkem snadno urcit ze znamych hodnot
KGF, kde napf. pro ¢ = 7 je

1
sinp = cospf = 5(\/5— 1),
prod = % je

sinp 6 = %(\/2_7 3), cospl = %(\/?f V3).
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- A

Obr. 7: Goniometrické funkce definované na kruznici (¢arkovana ¢ara) a para-

bole (plna ¢ara, upraveno podle [I])
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