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MATEMATIKA

Ptolemaiova véta ve dvou tlohach

Emil Calda, MFF UK, Praha

Klaudios Ptolemaios (90165 n. 1.) patii spolu s Hipparchem (180-125
pf. n. 1.) k nejznaméjsim starovékym astronomim. Ve t¥inacti knihach
svého rozsahlého dila znamého pod nazvem Almagest zdokonalil geo-
centrickou soustavu, upfesnil vzdalenosti Slunce a Mésice od Zemé a
na zakladé svych vypocti predpovédél doby zatméni Slunce i Mésice
na mnoho let dopfedu. V Almagestu je také dokdzéana véta o tétivovém
Ctyfthelniku, tj. o konvexnim ¢tyfihelniku, kterému lze opsat kruznici;
tato véta byla pozdé&ji nazvana vétou Ptolemaiovou:

V tétivovém ctyrihelniku je soucet soucint velikosti protilehlych stran
roven soucinu velikosti jeho wuhlopFicek.

K odvozeni této véty pouzijeme obr. 1, na némz je sestrojen tétivovy
Gtyttuhelnik ABCD, jehoz strany maji velikosti a, b, ¢, d a thlopricky
e, f. Mame ukazat, ze plati: ac + bd = ef.

Obr. 1: Tétivovy ¢tyiuhelnik ABCD

Vedme bodem B p¥imku protinajici thlopficku AC' v bodé P tak,
ze thly ABP a DBC jsou shodné, a v§imnéme si trojihelniki ABP a
DBC. Kromé uhli ABP a DBC se shoduji i v tthlech BAP a BDC
(obvodové thly nad tétivou BC'), takze jsou podobné; znamena to, Ze
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plati:
|AB| _ |DB|
|AP|  |DC|
neboli
|AB| - |DC| = |AP|- DB,
tj.

ac = |AP| - f.

V dal8im kroku se zamé&fime na trojuhelniky ABD a PBC'. Shoduji
se jednak v tthlech ADB a PCB (obvodové thly nad tétivou AB), jed-
nak v tthlech ABD a PBC, coz plyne ze shodnosti thli ABP a DBC.
Trojuhelniky ABD a PBC jsou tedy podobné, takze plati:

|BD| B |BC|
|AD| o |PC|
neboli
|BC|-|AD| = [BD| - |PC],
tj.

bd = |PC| - f.
Sectenim ziskanych vyraza pro ac a bd a vzhledem k tomu, Ze
|AP| + |PC| = e,

dostavame:
ac+bd = (|JAP| + |PC|) - f = ef,

coZ je tvrzeni Ptolemaiovy véty. S jeji pomoci snadno vyiesime dvé na-
sledujici tlohy.

Priklad 1. Na kruznici opsané rovnostrannému trojihelniku ABC je
libovolné zvolen bod P riuzny od vrcholi A, B, C. Dokazte, ze velikost
nejdelsi z usecek PA, PB, PC je rovna souc¢tu velikosti zbyvajicich dvou.

Resent. Na obr. 2 je sestrojen rovnostranny trojihelnik ABC a na kruz-
nici jemu opsané je zvolen bod P rtzny od jeho vrcholi.
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Obr. 2: Kruznice opsana rovnostrannému trojuhelniku ABC
7 Ptolemaiovy véty pro tétivovy Etyfuhelnik APBC plyne
|AP|-|BC|+ |BP|-|AC| = |CP|-|AB|
a vzhledem k tomu, Ze trojihelnik ABC je rovnostranny, dostavame

odtud, ze plati:
|AP| + |BP| = |CP|,

coz jsme méli dokazat.
Priklad 2. Dokazte, Ze v pravidelném sedmitthelniku ABC' DEFG plati:

L1
|AB| — |AC| " |AD[

F/‘——"‘-\\\D

A8
Obr. 3: Pravidelny sedmithelnik ABCDEFG
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Resendi. V pravidelném sedmitihelniku ABCDEFG na obr. 3 uvazujme
tétivovy Ctyfihelnik ACDE. Podle Ptolemaiovy véty pro néj plati:

|AC|-|DE|+ |CD|-|AE| = |AD| - |CE).

Vydélime-li obé& strany této rovnosti sou¢inem |AB| - |AC| - |AD|, dosta-
neme po upravé a zkriceni
|ED| |CD|-|AE|  |CE|
ABI-1AD| * [ABI-ACI-|AD| _ AB[-JAC|

Prihlédneme-li dale k tomu, ze v uvedeném pravidelném sedmithelniku
je
|CD| = |DE| = [AB|, |AE|=|AD|, |AC|=|CE|,

ziskame po zkraceni pozadovany vysledek:

LR
|AD| " |AC| ~ |AB[

Poznamka 1. Pravé dokazana vlastnost pravidelného sedmitihelniku
je pomoci komplexnich ¢isel odvozena v feSeném piikladu v kapitole 4
gymnazialni uéebnice [2].

Uvedme jesté na zavér (bez dikazu), Ze plati i véta obracena k véte
Ptolemaiové:

Jestlize v konvexnim ctyruhelniku je soucet soucini velikosti protileh-
lych stran roven soucinu velikosti jeho wuhlopticek, je tento ctyruhelnik
tetivovy.
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