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Jak to vlastné je?

CISLA A MNOZINY

FRANTISEK KURINA, NADA VONDROVA

Vyznamnou slozkou zZivota ¢lovéka od jeho narozeni je proces po-
znavani svéta, v némz zije. V kontaktu ditéte s jeho prostiedim,
pri feSeni problémi, které jsou pro néj aktualni, pti sbirani zkuse-
nosti a utvareni postoji dité poznava vsemi smysly a ,se vsi ver-
vou“. Dilezitou strankou tohoto procesu je abstrakce, mentalni
¢innost, pfi niz dité postupné odlisuje podruzné a nepodstatné od
zésadniho a charakteristického.

Soubory prvka uréité vlastnosti a ¢isla jako jejich miry se vy-
skytuji v nasem svété od samého zacatku lidské kultury. Témito
historickymi aspekty se ovSem zabyvat nebudeme. Jsou-li vsak
¢isla a mnoziny slozkami nasi kultury, nemohou se nevyskytovat
v literarni a jiné tvorbé. Uvedeme dva pfiklady za vSechny.

Karel Capek napsal v préze Véci kolem nds (1970, s. 85):

Je tomu asi mandel let, co jsme se bézeli podivat do
Chuchle na prvni letadlo; bylo nas hrtiza tisic a ¢ekali
jsme velmi dlouho, pak se ta velkd masina rozbéhla
a opravdu se odlepila od zemé a opravdu letéla dob-
rych padesat ¢i sto metrti, a my tehdy jsme hlasité
a jasavym krikem zasli nad timto zédzrakem letu. Nyni
denné vréi a rachoti nad mym krovem dvé nebo tfi
a nékdy i cely tucet letadel.

Kresbami Jifiho Slivy na obrazku 1 navozujeme otazku sym-
boltd pro ¢isla, tedy tvari ¢islic.
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Obr. 1: Symboly pro ¢isla (Room, 1993, s. 14 a 37)

Prirozena cisla
O zavadeéni ptirozenych ¢isel ve skole pise velmi vystizné Petr Vo-
pénka v Meditacich:

Malé ptirozena cisla jsou jevy, které — na rozdil od ji-
nych jevi naseho svéta — poznavame dokonce vsemi
pé&ti télesnymi smysly. Vzdyt ¢islo t¥i ukazujici se na
tfech kamenech miizeme uvidét i nahmatat, t¥i adery
zvonu lze uslyset, t¥i rizné chuté ochutnat a tfi rtizné
viné ucitit. Pritom ¢islo t¥i jako takové, to je niko-
liv tfi kameny ¢i t¥i adery zvonu a podobné, je jevem
naprosto ostrym, na némz neni vibec nic neurcitého.
Nejinak je tomu i s ¢isly ¢tyfi, pét, ... Stézi bychom
hledali jiné jevy, které by vétsim pravem mohly byt po-
vazovany za jevy svéta poznavaného télesnymi smysly.

Malé prirozena ¢isla se ovsem ukazuji i v jinych svétech
¢i shlucich jevi ...

I myslenky nebo sny mohou byt t¥i, pfikazani je deset,
svétové strany jsou ¢tyfi a podobné. Tato ¢isla se uka-
zuji vlastné na kazdém shluku jevi, ktery neni zcela
jednolity, a v tomto smyslu to jsou jevy univerzalni.
Protoze se ukazuji i ve svété poznavaném télesnymi
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smysly, jsou to zaroven jevy prirodni. Protoze se ale
ukazuji téz ve svété nasich myslenek a tivah, ve svété
nasich predstav, ve svétech poznavanych dusSevnimi
smysly, jako napriklad ve svété geometrickém, jsou
tato ¢isla tim, co ndm umoziuje vynaset apriorni syn-
tetické soudy o redlném svété. Znalost prirozenych ¢i-
sel jako takovych, to je odloudenych (abstrahovanych)
predevsim od jejich nejriznéjsich vyskytt ve svété po-
znéavaném télesnymi smysly, je zédkladem vzdélanosti.
Vyjmenovat posloupnost jedna, dvé, tfi, ... az do sta,
se rychle nauci i malé dité.

Na malych seskupenich osamocenych jednoduchych
abstraktnich objektd, to je dosud nezapojenych do
vztahtl s jinymi objekty, se projevuje uz jen kvantita-
tivni stranka malych prirozenych Cisel, zato vsak ve své
nejprizraénéjsi cistoté. Cislo udavajici podet objektl
z takového seskupeni je v podstaté jedinym jevem, jenz
se na ném ukazuje. Cim stejnéjsi jsou objekty z néja-
kého seskupeni, coz je pravé v piipadé osamocenych
abstraktnich objekttt dovedeno do krajnosti, tim vy-
raznéji totiz vystupuje do popredi ¢istd kvantitativni
stranka ¢isla na ném se ukazujiciho. Stara skolni poci-
tadla, na jejichz stejnych kulickidch se déti procvicuji
v nauce o kvantitativni strance malych ptirozenych ¢i-
sel zvané pocitani, jsou z tohoto hlediska zafizenimi
dimyslnymi a rozhodné by neméla patfit minulosti.
(Vopénka, 2001, s. 63, 106, 119)

L abs
HDSZ N mea o

Obr. 2: Hustrace z uc¢ebnice (KniZe et al., 1965, s. 42) vlevo,
(HoSpesové et al., 1996, s. 8) vpravo
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Tradi¢ni didaktika matematiky pocitadlo Gcelné vyuzivala
a pii zavadéni pojmu pfirozend ¢isla pracovala vyhradné s mnozi-
nami prvka téhoz druhu (kulicky, ¢arky, kruhy, body, ...), tedy
s mnozinami, které bychom mohli nazvat mnozinami homogen-
nimi. Pfitom jsou prvky mnozin charakterizovany jistou spole¢nou
vlastnosti (obr. 2 vlevo). Uéebnice Svét ¢isel a tvari k reprezentaci
¢isel hojné vyuziva geometrické utvary (obr. 2 vpravo).

Ackoliv zakladatel teorie mnozin némecky matematik Georg
Cantor (1845-1918) vymezoval pojem mnoZzina jako souhrn dobfe
rozlisitelnych prfedmét nasi intuice nebo mysli, ktery je chapan
jako celek, ve gkole zpravidla nepracujeme s mnozinami typu {bel-
gicky kral, Eiffelova véz, pravitko na stole, uc¢itelovy hodinky, ru-
¢icka téchto hodinek}, jak navrhuje belgicky matematik George
Papy (cit. podle Sedivy, 1969, s. 35). OvSem napi. v Hejného uceb-
nicich se od zac¢atku ob¢as objevuji nehomogenni soubory (s poéi-
tadlem se v nich nepracuje). K tloze na obrazku 3 se v ucitelské
prirucce pise:
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Obr. 3: Nehomogenni soubory (Hejny et al., 2018, s. 7)

U prvniho obrazku néktery zak udéla dvé c¢arky vlevo —
dvé divky, a jednu vpravo — jeden kluk. Jiny zak udéla
t¥i ¢arky — tii déti. Ucitel neché oba zaky ukézat svij
zapis tiidé a necha ostatni zaky komentovat dva od-
lisné zapisy a vyzve je, aby pro objekty na jednom
obrazku nasli jedno oznaceni.

Tim, Ze informaci ,dvé divky a jeden kluk® zdk re-
dukuje na informaci ,t¥i déti“, probiha v jeho hlaveé
abstrakce. U¢i se zanedbavat ¢ast informace. Odhlizi
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(abstrahuje) od pohlavi ditéte a vnimé pouze pocet
déti. Dulezité je, aby zaci pojmenovali jednim nazvem
to, co je na obrazku: 3 déti, 4 kusy zeleniny, 4 kusy
ovoce, 5 kust zeleniny, 2 koncetiny (10 prsti), 3 psaci
potieby. (cit. z internetové piirucky dostupné na www.
h-edu.cz)

Naproti tomu v uéebnici (Bomerova & Michnové, 2018) maji
déti odpovédét na otazku ,,Kolik je zde dohromady slune¢niki
a klobouku?“, pficemz na obrazcich jsou rizné umistény dva slu-
nec¢niky a dva klobouky. V ucitelské pfirucce je uvedeno: , Nékteré
déti klobouky a slune¢niky sectou. Jiné budou séitat zvlast klo-
bouky a zvlast slune¢niky. Oboji je spravné.“ (Bomerova & Mich-
nova, 2018, s. 19) Podle naseho nazoru by vSe vyftesila otdzka
,Kolik véci je na obrazku?“, ktera je koneckonct v souladu s ka-
zdodenni zkusSenosti ditéte.

Povazujeme za prirozené urcovat pocty prvka koneénych mno-
zin ,¢itanim“, tj. postupnym odpocitavanim jejich prvki. K tomu
je ovSem tieba znat zpaméti posloupnost pfirozenych c¢isel. Ptiro-
zend Cisla jsou tak produktem jazyka, ktery si dité osvojuje od
utlého veku. Jde o aplikaci peanovského pristupu k mnoziné pfi-
rozenych ¢isel, ktery je zndmy z aritmetiky (viz napf. HruSa et
al., 1964). Tlustrace téchto pfistupii uvadime na obrazcich 4 a 5.
Obrézek 5 predstavuje krokovani, metodu, kterou systematicky
rozviji M. Hejny. Zde je posloupnost ¢isel ,,zhmotnénim* pohybu

a zapsana jazykem Sipek.
SR S

V poli oral Janek, za nim §lo 5 kavek.
Prvni fekla:  Dobfe ofe.
Druhd fekla:  Nedobfe ofe.
Tieti fekla: Dobie ofe.
Ctvrtd fekla:  Nedobte ofe.

Paté fekla: Dobre ofe Jan,
fadu zizal mam.
Ldudal, 2 /M,»/m/, Somal ae 4 vyatal a5 omel
//»,m///y; Z honec //mmr'/.'y e o0 0 o e 0o 0 @ o

Obr. 4: Ilustrace peanovského piistupu (Petrmichl, 1904, s. 4)
vlevo, (Roseckd & Ruzicka, 1994, s. 3) vpravo
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il KROKUJ % 999 Postav se na dvojku
A\ _—\ Tri kroky. Zacni,
[o[1]2]3]4]5]6]7]8] ted!

Obr. 5: Hustrace peanovského pfistupu (Hejny et al., 2007, s. 38)

Pocitadlo je mozné vyuzit i na 2. stupni zakladni skoly. Na ob-
razku 6 je zobrazeno ¢islo 4316 na tzv. fddovém pocitadle. Pred-
stavime-li si, ze od kazdé jednotky vyssiho fadu odebereme ¢islo 1
(to je na obrazku zndzornéno koleckem s teckou) a takto vzniklé
jednotky pridame na fad jednotek, je jejich celkovy pocet roven
cifernému souctu ¢isla. A tento pocet rozhoduje o délitelnosti ¢isla
tfemi a deviti. V aritmetické podobé (10% = 999+1, ...) mtzeme
najit ideu popsaného zduvodnéni délitelnosti deviti i v nékterych
ucebnicich (Herman et al., 1994a; Kubinovd, 2005). V nékterych
ucebnicich je pravidlo o délitelnosti ovéreno na nékolika prikla-
dech, nebo prosté sdéleno.

T

11000 100 T
4316

Obr. 6: Znazornéni délitelnosti tfemi a deviti na fddovém
poditadle (Kufina, 1989, s. 17)

Jiny pfistup k poctu prvkd mnoziny spocivd v urcovani je-
jich kardinalnich ¢isel. , Kardinalnim ¢islem mnoziny ze systému
mnozin M se nazyva ta mnozina, do niz patii mnozina A a vSechny
prvky ze systému M, které jsou s mnoZinou A ekvivalentni.“
(Hrusa et al., 1964, s. 33) Pfitom dvé mnoziny jsou ekvivalentni,
existuje-li prosté zobrazeni jedné z mnozin na druhou. Na ob-
razku 7 je prosté zobrazeni mnoziny kostek na mnozinu tecek
znézornéno spojnicemi prislusnych obrazki.
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Obr. 7: Znazornéni ekvivalence mnozZin (Hejny et al., 2007, s. 41)

Matematika éry modernizace, jejimiz hlavnimi autory byli Jifi
Kabele a Marie Jankt, byla zalozena na kardinalnim pfistupu.
V tomto pojeti je napi. soucin pfirozenych ¢isel a, b, ktera jsou
kardinalnimi ¢isly mnozin A, B, definovan jako kardinalni ¢islo
kartézského souéinu A x B. Kartézskym souc¢inem A x B rozu-
mime mnozinu vSech usporddanych dvojic [z,y] prvkd = € A,
y € B. Pojem uspoiddané dvojice Zaci snadno pochopi (32 # 23,
od # do).

4
|Cbily | modry | zeleny | hnédy ) mnozina barev <& g|jojo|o
/Abily | Amodry | Azeleny | A hnédy x ©|0|0]|0|0
{Obily | Omodry | Ozeleny | O hnédy | cervena mnozi X \ ©|00|90|0
O bily | O modry | O zeleny | O hnédy X } [SRESEE ERSEKY]
mnoZina ©|0|0]|0|0
tvard

Obr. 8: Nésobeni 3 - 4 vlevo, feseni tlohy ,4 fady stromid po péti
stromech® vpravo (Kabele & Jankt, 1974, s. 26)

Napi. v druhém roéniku ZS by se mélo v souladu s vyse uve-
denym postupovat takto: Mame-li vypocitat soucin 3-4, utvorime
z danych dvou mnozin napf. mnozinu tvart {trojuhelnik, ¢tve-
rec, kruh}, mnozinu barev {bil4, modra, zelena, hnédd} a novou
mnozinu vsech uspofadanych dvojic podle obrazku 8 vlevo. Kar-
tézsky se fesi i tloha: ,V sadu jsou 4 fady stromu a v kazdé fadé
je b stromu. Kolik stromu je v sadé?“ podle obrazku 8 vpravo.
Podle autori ucebnice (Kabele & Jankt, 1974) jde tedy opét
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o mnozinu vSech usporadanych dvojic ,fadek — sloupec”. Tento
piistup ovSem nerespektuje skutecnost, ze kazdé ceské dité slysi
v soucinu 3 - 4 soucet 4 + 4 + 4 a umi vysledek vypocitat. Toto
pojeti ,mnozinové matematiky“ nastésti patii minulosti.

Prirozeny zptsob zavedeni souc¢inu dvou prirozenych ¢isel uva-
déji napt. némecti autori Erich Wittman a Gerhard Miiller. Komu-
tativita ndsobeni je vidét z obrazku 9 (,,viermal sechs“ — étyfikrat
Sest, ,sechsmal vier* — Sestkrat ¢tyfi), vlastni postup je zndzornén
na obrazku 10.

sechs
290000 [ o o 2 2 2 )
., 000000 eseooee
‘"0o00000 (2 & 2 5 3 )
0000 O [ 2 2 2 5 2 )

viermal sechs sechsmal vier

Obr. 9: Komutativita nédsobeni (Wittman & Miiller, 1990, s. 116)
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Obr. 10: Postup pfi ndsobeni (Wittman & Miiller, 1990, s. 116)

Desetinna ¢isla a zlomky

Nejdrive se stru¢né podivame na pojem desetinné ¢islo. V obec-
ném povédomi, v riiznych internetovych férech ¢i v literatuie (Ku-
binovéd, 2005)! se obcas setkame i s chapanim desetinného &isla
jako jakéhokoli ¢isla zapsaného pomoci desetinné ¢arky (tedy cisla
s ukonéenym i neukondenym periodickym desetinnym rozvojem).
Ve skolské matematice se vsak desetinnym c¢islem mysli takové

INa s. 42 je vymezeno desetinné ¢&islo, které ma ve svém zapise nekoneény
pocet desetinnych mist tvoreny opakujici se skupinou ¢islic, a dokonce je
uvedeno, ze existuji desetinna ¢isla s nekone¢nym poctem desetinnych mist,
v jejichz zépise se zaddna skupina ¢islic neopakuje (napt. éislo 7). Podobné se
o desetinném ¢&isle do¢teme na Wikipedii (https://cs.wikipedia.org/wiki/
Desetinn?C3%A9_Y%C4%8D%C3%ADslo).


https://cs.wikipedia.org/wiki/Desetinn%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
https://cs.wikipedia.org/wiki/Desetinn%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
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¢islo, které lze zapsat jako desetinny zlomek, tedy zlomek, jehoz
Citatel je celé ¢islo a jmenovatel ¢islo 10", n pfirozené (napt. Od-
varko & Kadlecek, 2004, s. 38). Tudiz napf. i ¢isla 5 a i jsou dese-
tinna ¢isla, nebot 5 lze psat jako 23 a + jako 2% (Odvarko a Ka-
dlecek explicitné uvadéji, ze kazdé celé &islo je desetinné éislo).
Toto pojeti je mozné, ale odporuje podle naseho nazoru jazyko-
vému citu. Jako vhodnéjsi se nam jevi chapani desetinného cisla
jako ¢isla zapsaného pomoci desetinné ¢arky a konecného poctu
cifer.
Nyni obratime pozornost k pojmu zlomek.

Ve skole zavadime zlomky na zakladé predstav vytvofenych

manipulaci s konkrétnimi objekty, napf. % kruhu, % jablka,
% Ctverce, % usecky, % z 8 ... To jsou tzv. izolované modely
zlomku % Zlomky zde maji charakter operatori zmény: vezmi

% z celého kruhu apod. Z prikladi tohoto typu dojdeme abstrakci

k racionalnimu ¢islu % Generickym modelem zlomku % muze byt
napf. prekladani obdélnikového listu papiru na dvé shodné ¢asti.
Terminy izolovany a genericky model zde pouzivame v Hejného
smyslu (Hejny, 2004, s. 28). Od procesu konstrukce ¢asti celku se
tak dostdvame k pojmu (konceptu) zlomek.2

Citatem Milana Hejného navodime problematiku c¢isla a jeho
reprezentace (Hejny, 2004, s. 28): ,,Cislo ‘% se tvari jako zlomek,
ale je to ¢islo 3.“ Tento vyrok chidpeme v tomto smyslu: Zlomek
% je jinym vyjadfenim d¢isla 3. Plati tedy % = 3. Symbol =
znamena, ze tyZ objekt je popsan dvéma zpusoby.

Pokusme se vysvétlit souvislost pojmu a jeho reprezentace po-
drobnéji. Za¢neme dvéma priklady.

Pr. 1. Na otazku, kolik mame prstl na ruce, muzeme odpovédét
nékolika zplisoby, napf.
a) slovem: pét = five = fiinf = ...

b) symbolem: 5 =V = YXF (v klinovém pismu) = _ (mayskou

symbolikou) = ...
Nebude ovsem chybou, odpovime-li ponékud netradi¢né, napft.
c) zlomkem 2 =13 =% = (nebot £2 = 5)

2To je realizace proceptu ve smyslu (Gray & Tall, 1994).
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d) desetinnym zlomkem % = % = % = ... (nebot % =5)
e) desetinnym &islem 5,0 = 5,00 = 5,000 = ... (nebot 5,000 =

Slova (pét, ... ), symboly (5, ...), zlomky, desetinné zlomky a de-
setinnd Cisla nalezeji jazyku matematiky a v nasem pripadé ozna-
Cuji pocet prsti na ruce.

Pr. 2. Rozdélime-li kruh na dvé shodné ¢asti, mtzeme kazdou
z téchto ¢asti oznadit napr.

a) slovem: polovina, (one) half, die Hilfte. ..

.1 _ 6 _ 160 _
b) zlomkem: 2= 13 = 30

c) desetinngm zlomkem: £ = 2% = 3% = (nebof 3% =
_ l)
=32
d) desetinnym ¢islem: 0,5 = 0,50 = 0,500 = ... (nebot 0,500 =
1

Zde mame opét CtyTi zpusoby oznaceni ¢asti kruhu.

Jak to tedy vlastné je? RozliSeni objektu od jeho oznaceni
neni vymyslem matematika. Jiz Shakespeare napsal: ,,Copak je
po jméné. Co razi zvou, i zvano jinak vonélo by stejné.“

Cesky jazyk chape v souladu s béznym vyjadfovanim zlomek
jako ¢ast celku (Slovnik spisovné éestiny, 1978), Slovnik Skolské
matematiky (1981) ovSem fadi zlomek do jazyka matematiky: je
to jiny zapis déleni. Podivejme se nyni, jak chape zlomek skolska
matematika, kterou mize reprezentovat kniha Prehled matema-
tiky pro zdkladni skoly a viceletd gymndzia (Odvéarko & Kadleéek,
2004, s. 46). Zlomek je zde zaveden jako st celku a jako podil:
»Zlomek ¢ je zapis cisla, které je vysledkem déleni celého cisla a
celym d¢islem b rtiznym od nuly.“ Takto byva zlomek vymezen
v dobé, kdy se s nim zaci poprvé setkavaji na 2. stupni zakladni
skoly.

Pozdéji se vsak ukaze nutnost rozsitit pojem zlomku i na po-
dil necelych ¢isel. Napi. Hejny et al. uvadéji u tlohy se zadanim
z obrazku 11: [ Vétsinou jsme pracovali se zlomky, jejichz citatel
i jmenovatel bylo celé ¢islo. Ted zde bude i sloZitéjsi éiselny vyraz.“
(Hejny et al., 2019, s. 124).
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Vypoctéte.
a) 357 b) 16-% ¢) 625 d) 625 e) I-32
2,5+1 1,6-5 3 v/0,25 B-2
Vypoctéte.

a) 1 b) 1 c) 1
‘I+2 ‘I+—2+% 1+—2+1

7
2+2

Obr. 11: Hejny a Salom (2018, s. 14)

Explicitnéji to vyjadiuji Herman et al. (1994b), ktefi zavadéji
pojem slozeny zlomek (zlomek, jehoz ¢itatelem i jmenovatelem
je opét zlomek) a ptaji se ,Mize byt v Citateli ¢i jmenovateli
¢itatelem nebo jmenovatelem zlomku desetinné ¢islo?“ (s. 94) (na
obé otazky odpovidaji kladné).

V tomto pojeti zlomku tedy mtize zlomek vyjadiovat cislo celé
(%), ¢islo racionalni, ale ne celé (% nebo %), ¢islo iracionalni (g
nebo %))nebo ¢islo komplexni (%) Zlomek je tedy prvkem ja-
zyka matematiky, ktery oznacuje ¢ast celku nebo nékolika celki,
pficemz mizZeme psat § = a : b. Zlomek % oznacuje Cislo 3.
Zlomek 7, kterym popisujeme pravy thel, se rovna jeho velikosti
v obloukové mife, tedy ¢islo 5 = 1,570796 327 ... Ve vyssich ro¢-
nicich je 8irs{ pojeti pojmu zlomek nezbytné (napt. funkce tangens
se definuje jako podil sinu a kosinu).

Jedno procento zikladu Z, piSeme 1 % ze Z, sle rovna jedné setiné tohoto J
i zikladu. Plati tedy, Ze 1 % ze zdkladu Z je 155 ze zikladu Z neboli 0,01 x
ze zakladu Z. Vypodéitat p % (nap¥. 15 % nebo 129 %) daného zdkladu
Z znamena vypoditat -l% (tedy napf¥. %, popf. %) zdkladu Z.

Obr. 12: Procento a zlomek jako operator (Jedlickova et al.,
2014, s. 29)

Vyse jsme uvedli, Zze zlomek chapeme jako operator zmény.
Operatorem? je i procento (napt. 1% z 12). Nékdy se viak v uéeb-

3Je otézka, zda také tzv. ,pojmenovana &isla“ (3 jablka, 3 kruhy, 3 étverce,
3 usecky, 3 poloviny, 3 procenta) nemtizeme povazovat za operatory (vybirdme
3 jablka z vétsiho souboru, ... ) a pFirozené ¢islo 3 nevznikne z téchto situaci
abstrakeci.
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nicich setkdme s rovnostmi typu 1% = ﬁ = 0,01, coz pova-
zZujeme za matouci. Zvétsime-li ¢islo 100 o 0,01, dostaneme ¢islo
100,01. Zvétsime-1i 100 o 1%, dostaneme éislo 101. Pojem zékladu

je pro presné vymezeni pojmu procento dtlezity (viz obr. 12).

Ciselné obory

Jiz jsme uvedli, Ze zdpisem § = a : b vyjadiujeme, Ze zlomek je

naznacené déleni. Provedeme-li tuto algebraickou operaci, mame
dvé moznosti. Vyjde-li vysledek beze zbytku (jako napf. 65 : 8 =
= 8,125), dostaneme desetinné ¢islo, které miizeme psat jako de-
setinny zlomek (8,125 = %).

Nevyjde-li déleni beze zbytku, pak se urcita skupina éislic bez
omezeni opakuje. Zaci by si méli uvédomit, pro¢ tomu tak je
(pocet zbytkl je omezen délitelem). V tomto piipadé mé ¢islo
nekonecny periodicky desetinny rozvoj. Na zakladé znamého al-

goritmu déleni tak dostaneme naptf. 1 : 3 = 0,333... = 0,3,
atedy 2 = 0,3, 1:7=0,142857142857... = 0,142857, a tedy
1 =0,142857.

Zaci na zékladni skole se oviem seznamuji i s &isly, ktera nelze
zapsat jako podil celého a pfirozeného c¢isla. K tomu se dobfe hodi
geometricka cesta.

Pfirozend ¢isla mizeme ziskat jako vysledek méfeni (kolikrat
se jednotkové tsecka ,vejde* do dané tsecky). OvSem toto méfeni
nemusi ,vyjit“. V takovém pfipadé provadime méreni s mensi
jednotkou (napf. s tseckou délky % ptvodni jednotky). A kdyz
ani toto méfeni nevyjde, pouzijeme jednotku délky ﬁ ptvodni
jednotky atd. Velikosti tisecek jsou tak vyjadieny desetinnymi
¢isly. OvSem jiz kolem roku 500 pf. n. 1. objevil Pythagoruv zak
Hippasos, Ze tento proces nemusi byt nikdy ukoncen. Métfime-li
thlopricku ¢tverce stranou ¢tverce jako jednotkou, dojdeme k ne-
ukoncenému neperiodickému ¢islu V2 = 1,414213562 ... Podle
Singha (2000, s. 42) dal Pythagoras za tento objev Hippasose uto-
pit.* Pythagoras byl totiz piesvédéen, Ze vesmir lze popsat pomoci

4S negativnim pfijetim (i kdyZ ne tak tragickym) se setkal napf. i ob-
jev neeukleidovské geometrie ruskym matematikem a Nikolajem Ivanovicem
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racionalnich ¢isel, a v/2 je ¢islo iracionalni. Dalsim iracionalnim
¢islem je napt. &islo 7, které znaji zaci ZS ze vzorcii pro obvod
a obsah kruhu.

Mnozina realnych ¢isel je sjednocenim mnoziny ¢isel racional-
nich s mnozinou ¢isel iracionédlnich. Z obr. 13 je dobfe vidét, ze ne
v8echna racionélni éisla jsou desetinnd (v obrazku oznacena pis-
menem D). OvSem Zzaci by patrné byli na rozpacich, kdyby méli
do obrazku dokreslit napf. %. Obr. 14 ukazuje pfehled o cisel-
nych mnozinach tak, jak se studuji na stfedni Skole (N znamend
mnozinu ¢isel prirozenych, Z mnozinu ¢isel celych, Q mnozinu ¢isel
racionalnich, R mnozinu ¢isel realnych a C mnozinu ¢isel komplex-
nich).

Obr. 13: Schéma pro ¢iselné obory pro zakladni skolu (Herman
et al., 1994b, s. 101)

177® e

7e

Obr. 14: Schéma pro ¢iselné obory pro st¥edni Skolu (Kufina
& Pulpéan, 2006, s. 57)

Lobacevskym (1793-1856) a objev moznosti porovnavani mohutnosti neko-
neénych mnozin némeckym matematikem Georgem Cantorem (1829-1918):
mnozina vSech prirozenych ¢isel ma méné prvkt nez napf. mnozina bodu
usecky.
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Pocetni operace

Operace s ¢isly a pismeny, kterd ¢isla zastupuji, pfedstavuji znac-
nou ¢ast matematiky zakladni a stiedni skoly. Zde se omezime
pouze na ,kritickd mista“ vykladu tohoto uciva.

Jednim z véaznych problémd vyucovani matematice jsou for-
malni znalosti zakd, jimiz trpi nékdy i ucitelé. Pr¥ipomenime Se-
tfeni, které vykonala americkd pedagozka Liping Ma (1990). Za-
dala skupiné ¢inskych a americkych uciteltl tikol: ,,Uvedte piibéh
nebo tlohu, kterou je mozné fesit vypoctem 13 : 1.4 90% &in-
skych uciteld z vySetfované skupiny tlohu spravné vyresilo, za-
timco americti Fesitelé byli tspésni pouze v 5 %. Tutéz tlohu zadal
prvni z autorti ¢lanku Ceskym ucitelim. Vétsina nebyla schopna
tlohu vyftesit, pficemz mnozi misto déleni polovinou délili na po-
lovinu, ackoliv interpretace vypoctu je celkem pfirozend (napi.
1% litru caje méame rozlit do pillitrovych hrnké nebo obdélnik
ma obsah 1% dm? a jednu stranu dlouhou pil decimetru).

Pokud délaji zaci chyby v algoritmu nasobeni celjch nebo de-
setinnych ¢isel, miZeme pfipomenout tzv. indické ndsobeni (Hejny
et al., 2015b, s. 48). Mdme-li vypocitat napf. soucin 283 - 5419,
utvofime tabulku podle obr. 15 a pocitdme takto: do ¢tvercd
piseme dil¢i vysledky nasobeni (pocet jednotek pod a pocet desi-
tek nad thlop#icku) a pak s¢itdme v Sikmych Ffadéich. Po strandch
Cteme vysledek 283 - 5419 = 1533 577.

21813
WA E
A A AL
30203%7
315:72279

5 7 7

Obr. 15: Indické nésobeni
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S¢itani celych ¢isel mizeme s tspéchem vysvétlit pohybem po
¢iselné ose nebo krokovanim podle Hejného (Hejny et al., 2015b,
s. 33). Pravidla pro ,minus pfed zavorkou“ muzeme odvodit podle
obr. 16.

4 4 2
8-(4-1=8-3 =5 8-(4+2=8-6 =2
g-(-1D=8-4+1=5 8 (4+2=8-4-2=2

-2 4 ' -3 -2

B-(4-6)=8-(-2) =8+2=10 8-(2-3)=8-(-5) =8+5=13

B-(4=6)=8-4+6 =10 8-(-2-3)=8+2+3 =13

Obr. 16: Odvozeni pravidla ,minus pfed zavorkou“ (Hejny
& Kufina, 2015, s. 112)

Vysvétleni, proc je soucin kladného a zdporného cisla zaporny,
miizeme podat ,dluhovou® interpretaci nebo pohybem po ¢iselné
ose. Ze je soucin dvou zadpornjch &isel &islo kladné se v uéebnicich
zpravidla vysvétluje strukturalné pomoci ¢iselné fady: ,kdyz napft.
3-(-3)=-9,2-(-3)=-6,1-(-3) =-3,0-(=3) =0, pak
musi byt (1) - (=3) =3, (—2) - (—3) = 6 atd. Dobfe je to vidét,
pokud se tyto vypolty soucasné ukazuji na ¢&iselné ose.“ (Rendl
et al., 2013, s. 81) Podobny postup uvadi i Herman et al. (1998,
s. 80), ktery navic argumentuje tabulkou p¥irastki.

Tyto zpusoby nemusi byt pro zaky presvéd¢ivé. Navrhujeme
tedy tento pfistup:

Vime, 7e 2-(—3) = —6 a ze (—2) - (—3) bude bud 6, nebo —6.
V druhém pfipadé by platilo 2 - (=3) = (—2) - (—3). To by ovSem
znamenalo, Ze 2 = —2, nebot z rovnosti 3z = 3y plyne =z = y.
Protoze to neni mozné, plati (—2) - (—3) = 6.
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Pro odvozeni pravidel pro séitani a nasobeni zlomki je vy-
hodné uzit obdélnikovy (,,éokoladovy*) model (nap¥. Hejny et al.,
2015a, s. 62; Herman et al., 1994b, s. 73).

Méame vypocitat soucet % + %. Rozdélme obdélnik 5 x 4 na

jednotkové étverce (obr. 17). Kazdy z nich je % celého obdélniku,

jeden jeho tadek je % obdélniku, tj. 4 jednotkové étverce. Cislo
% muzeme znazornit vodorovnym tucné vyznacenym obdélnikem,
ktery obsahuje 8 jednotkovych &tvercti. Cislo i predstavuje svisly
sloupec, % pak tvorii svisly tucné vyznaceny obdélnik s 15 ctverci.

Plati tedy % + % = % + % = 23 Na zékladé tohoto postupu

20"
miizeme vysvétlit pravidlo pro séitani zlomkt.
3
R/
\
% je/zo
—
Yoo

Obr. 17: Séitani zlomkt na obdélnikovém modelu

Stejny model muzeme pouzit pro odvozeni nasobeni zlomki.
Protoze soucin dvou kladnych ¢isel predstavuje obsah obdélniku,
plati % . % = 2—60 a pravidlo pro nasobeni zlomkt je odvozeno. Né-
komu se muze zdat, Ze se zdrzujeme samoziejmostmi. Povzdech
jedné pani uéitelky matematiky po 10 letech praxe reprodukovany
z knihy (Rendl et al., 2013, s. 133) snad omlouva nés vyklad: ,Ale
nasobeni zlomku zlomkem, to uz je hrozné problematicky. Jedna
polovina krat jedna polovina a ono vam z toho vyleze jedna ¢tvr-
tina. TakZe, jak tohle ukazat?“ Zkratkovitd pravidla bez poro-
zumeéni pak vedou k podobnym zalezitostem jako u zaka, ktery
aplikoval pravidlo ,minus a minus da plus®“ takto: —2 — 3 = 5.
Nélezitou pozornost je tfeba vénovat nejen pojmim celé ¢islo,
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zlomek ¢i racionalni cislo, ale je také nutné se snazit zaky vést
k porozuméni operacim s nimi.

Vyklad o ¢islech a mnozinach bude pokracovat v kapitole o ne-

konec¢nu.
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