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ARITMETIKA II - DELITELNOST
FIBONACCIHO POSLOUPNOSTI

VERONIKA HAVELKOVA, ANTONIN JANCARIK, TOMAS KEPKA

Uvod

Fibonacciho posloupnost je velmi znadmym matematickym objek-
tem, ktery je spojovan se jménem Leonarda Pisanského, zndmého
také jako Fibonacci. Vyhodou posloupnosti je to, ze mtze byt za-
vedena zpusobem, ktery je pristupny i mladsim skolnim zakdm,
a to pomoci poé¢tu kraliki v populaci (Gravett, 2009):

Cislo F(n) popisuje velikost populace po n mésicich, pokud
predpokladame, ze

e prvni mésic se narodi jediny par,

e nové narozené pary jsou produktivni od druhého meésice

svého zivota,
e kazdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par,
e kralici nikdy neumiraji, nejsou nemocni atd.

Fibonacciho posloupnost zacina takto: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144, . ..

Jedna se o rostouci posloupnost, kde je kazdy ¢len definovan
jako soucet predchozich dvou

Fn+2)=F(n+1)+ F(n).

Takto definovana posloupnost méa celou fadu zajimavych vlast-
nosti, se kterymi lze obohatit vyuku matematiky (Kfizek et al.,
2005). I v tomto casopise vysly ¢lanky, které se tomuto tématu
vénuji (Seibert, 2018; Jarosové, 2008). Nasim cilem je navézat
predevsim na druhy zminovany ¢lanek (JaroSovd, 2008). V tomto
textu se snazime rozvinout a doplnit o dikazy predevsim tvrzeni
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ze zminovaného ¢lanku z ¢asti vénované Fibonacciho posloupnosti
a délitelnosti. U kazdé z vlastnosti uvadime i zptisob, jak piislu-
$nou vlastnost, pfevazné s vyuzitim jen elementarnich matema-
tickych nastroji, dokazat. Potvrzuje se tak, ze Fibonacciho po-
sloupnost ndm poskytuje celou fadu uloh, které mohou slouzit jak
k procviceni vlastnosti délitelnosti pfirozenych cisel, tak dikazo-
vych technik, pfedevsim diitkazu matematickou indukeci.

Postupy, které zde budeme demonstrovat, se daji samoziejmé
v primérené mire aplikovat na mnohem sirsi skupinu posloupnosti,
ve kterych je nasledujici ¢len definovan pomoci pfedchozich dvou
¢lenti. Specialnim pfipadem takovych posloupnosti jsou zobecnéné
Fibonacciho posloupnosti (Yayenie, 2011).

Fibonacciho posloupnost a délitelnost

Nyni pfistoupime k predstaveni vlastnosti ¢lentt Fibonacciho po-
sloupnosti. Pokud se podivame na prvni ¢leny posloupnosti, zjis-
time, Ze zde pfevazuji licha ¢isla nad sudymi. Sudy je na pocéatku
posloupnosti jen tfeti, Sesty, devaty a dvanacty c¢len. To néas vede
k domnénce, ze sudy bude kazdy tfeti ¢len. Dokézat toto tvrzeni
neni naroc¢né.

Tvrzeni 1. Clen F(n) je sudy pravé tehdy, kdyz 3 déli n.

Diikaz. Tvrzeni zjevné plati pro n < 13. Obecné pouzijeme in-
dukci podle n > 3.

Plati, ze Fi(n) = F(n— 1)+ F(n — 2).

Jestlize 3 déli n, jsou éisla F(n — 1) a F(n — 2) lich4 podle
indukéniho pfedpokladu a ¢éislo F'(n) je sou¢tem dvou lichych ¢isel
a tudiz sudé.

Naopak pokud 3 nedéli n, tak préaveé jedno z ¢isel n —1 an —2
je délitelné tfemi a podle indukéniho predpokladu je jedno z cisel
F(n—1) a F(n—2) liché a druhé sudé. Cislo F(n) je tedy sou¢tem
sudého a lichého ¢isla, a proto je liché. O

U prvnich ¢lent Fibonacciho posloupnosti mtzeme také vypo-
zorovat, ze zaddna z dvojic po sobé jdoucich ¢lenti nema spoleéného
délitele vétsiho nez 1. I toto tvrzeni Ize snadno dokazat obecné.
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Tvrzeni 2. NSD(F(n), F(n+ 1)) =1 pro kazdé n > 0.

Dikaz. Tvrzeni je ztejmé pro n < 12. Obecné budeme opét postu-
povat indukci a to pron > 1. Bud r = NSD(F(n), F(n+1)). Dle
indukéniho pfedpokladu je NSD(F(n—1), F(n)) = 1. Na druhou
stranu ale r déli jak F'(n), tak i F'(n + 1). Proto musi délit i ¢islo
F(n+1)— F(n) = F(n —1). Proto r déli i NSD(F(n), F(n —
—1))=1,atudiz r =1. O

7 dtkazu predchoziho tvrzeni snadno vyplyva nasledujici po-
zorovani.

Tvrzeni 3. Pro kazdou trojici po sobé jdoucich ¢lenti Fibonacciho
posloupnosti plati, Ze ¢isla v ni obsazena jsou nesoudélna.

Dikaz. Méjme tfi ¢leny Fibonacciho posloupnosti F(n), F(n+1)
a F(n + 2). Na zadkladé Tvrzeni 2 vime, Ze ¢isla F'(n) a F(n + 1)
jsou nesoudélna a stejné tak i F(n + 1) a F(n + 2). Zbyva tedy
dokézat, ze i ¢isla F(n) a F(n + 2) jsou nesoudélna.

Vime, ze F(n+2)=F(n+1)+F(n)a F(n+1)=F(n+2)—
—F(n). Jelir = NSD(F(n+2),F(n)), pak r déli nejen F'(n+2)
a F(n), ale i jejich rozdil F(n+ 1), a tudiz i NSD(F(n), F(n +
+1))=r. Tedy r = 1. O

I toto tvrzeni bylo dokdzano pouze na zakladé zakladnich vlast-
nosti délitelnosti a definice Fibonacciho posloupnosti. V podob-
nych tvahach mizeme pokracovat i dale. Bude vSak nutné do
tvrzeni zahrnout i nékteré vyjimky.

Pokud budeme uvazovat o ¢tyfech po sobé jdoucich ¢lenech
Fibonacciho posloupnosti, mize nastat pripad, kdy dva z téchto
¢lenit budou sudé, a tudiz i soudélné. Tato situace nastava pro
fleny F(n), F(n+1), F(n+2) a F(n+ 3) v ptipadg, ze 3 déli n.
Ve vsech ostatnich p¥ipadech jsou éisla F(n), F(n+1), F(n+2)
a F(n + 3) po dvou nesoudélna.

Tvrzeni 4. Pokud 3 nedéli n, jsou ¢éisla F'(n), F(n+1), F(n+2)
a F(n + 3) po dvou nesoudélna.

Dikaz. Dle Tvrzeni 3 vime, Ze Cisla F'(n), F(n+1) a F(n+2) jsou
po dvou nesoudélné a také ¢isla F(n+1), F(n+2) a F(n+3) jsou
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po dvou nesoudélné. Staéi ovétit, ze NSD(F(n), F(n + 3)) = 1.
Ovsem plati F(n +3) = F(n+2)+ F(n+1) = 2F(n+1) +
+F(n). NSD(F(n+3),F(n)) = NSD(2F(n+1)+ F(n), F(n)) =
= NSD(2F(n+1),F(n)), tedy NSD(F(n+3), F(n)) = 1 nebo 2.
Protoze vSak F(n) je liché, jsou ¢isla F'(n) a F(n+ 3) nesoudélna.

O

V Tvrzeni 1 jsme se zabyvali otazkou, které ¢leny Fibonacciho
posloupnosti jsou sudé. Muzeme si vSak polozit i otazku, které ze
¢lentl posloupnosti jsou nasobky tii. U prvnich ¢lent posloupnosti
zjistujeme, Ze se jednd o Cleny 4, 8, 12. I toto pozorovéni lze zo-
becnit.

Tvrzeni 5. Clen F(n) je délitelny tfemi pravé tehdy, kdyz 4
déli n.

Dikaz. Je ziejmé, Ze tvrzeni plati pro n < 13. Déle zjistujeme,
zZe Fin+4)=F(n+3)+ F(n+2)=---=3F(n+1)+ 2F(n).
A tedy F(n + 4) je délitelné tfemi pravé tehdy, kdyz F(n) je
délitelné tremi. Dtikaz lze snadno dokonc¢it pomoci indukce. [

Nyni se vratme k nadim pozorovanim. Pokud mame pétici po
sobé jdoucich ¢leni Fibonacciho posloupnosti F(n), F(n + 1),
F(n+2), F(n +3) a F(n + 4), obsahuje podle Tvrzeni 1 dvé
sudd ¢isla pravé tehdy, kdyz 3 nedéli F'(n + 2). Tato posloupnost
obsahuje dle Tvrzeni 5 dvé ¢isla délitelnd tfemi, pokud 4 déli n.
Ve vsech ostatnich pfipadech jsou cisla v této pétici po dvou ne-
soud€lné.

Tvrzeni 6. Necht F(n), F(n+1), F(n+2), F(n+3) a F(n+4)
je pét po sobé jdoucich ¢lent Fibonacciho posloupnosti. Téchto
pét Cisel je po dvou nesoudélnych pravé tehdy, kdyz 3 déli n + 2
a 4 nedéli n.

Diikaz. Jedna implikace je zfejma.

Predpokladejme tedy, ze 3 dé€li n + 2 a 4 nedéli n. Podle Tvr-
zeni 4 jsou Ctvefice ¢&isel F(n), F(n+ 1), F(n+2) a F(n + 3)
aF(n+1), Fln+2), F(n+3) a F(n+ 4) po dvou nesoudélné.
Zbyvéa dokéazat, Ze jsou také nesoudélnd cisla F'(n) a F(n + 4).
Pokud existuje takové prvocislo p, které déli F(n+4) i F(n), tak
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ze vztahu F(n+4) = 3F(n+ 1) 4+ 2F(n) vyplyva, ze p musi délit
i 3F(n + 1). Protoze vSak 4 nedéli n, tak 3 nedéli F(n) a musi
platit, ze p déli Fi(n + 1). To je vSak ve sporu s pozorovanim, ze
NSD(F(n), F(n+1)) = 1. Zadné takové prvocislo p tedy neexis-
tuje a NSD(F(n),F(n+4)) = 1. O

Pokracovati v tivahach timto smérem jiz nemé smysl, pro-
toze v posloupnosti Sesti a vice ¢lentt Fibonacciho posloupnosti jiz
dle Tvrzeni 1 jisté nalezneme minimélné dvé suda déisla, a tudiz
nemize nastat piipad, ze by tato ¢isla byla po dvou nesoudélné.

Ukéazeme si ale jinou dulezitou vlastnost Fibonacciho posloup-
nosti. Jedna se o pomocné tvrzeni, které budeme v dalsim textu
vyuzivat pri dikazu, Ze Fibonacciho posloupnost je délitelnostni
a silné délitelnostni. Opét se jednd o tvrzeni, ve kterém v ramci
dikazu matematickou indukci vyuzivame pouze rekurzivni defi-
nici Clenu Fibonacciho posloupnosti I pfes SVO ji struénost se jedné

wevs

Tvrzeni 7. F(n+m+1)=F(n+ 1)F(m+ 1) + F(n)F(m) pro
vsechna n,m > 0.

Diikaz. Dikaz provedeme indukci ptes m. Pro m = 1 dostavame
zékladni formuli Fibonacciho posloupnosti F'(n 4+ 2) = F(n +
+1)F@2)+ F(n)F(1) = F(n+ 1)+ F(n).

Pro m = 2 dostavame F(n+3) = F(n+1)F(3)+ F(n)F(2) =
=2F(n+ 1)+ F(n)=F(n+2)+ F(n+1).

Vidime tedy, ze vztah plati pro m = 1 a m = 2. Predpokla-
dejme tedy, ze m > 2 a postupujme indukci.

Fn+m+1) = F(n+m)+ F(n+ m-1). Podle indukéniho
pfedpokladu plati: F(n +m) = F(n + 1)F(m) + F(n)F(m-1)
aF(n+m-1)=F(n+1)F(m-1) + F(n)F(m-2).

Tedy plati:

Fn+m+1) :F(n+m)+F(n+m 1) =F(n+1)F(m) +
+ F(n)F(m-1) + F(n + 1)F(m-1) + F(n)F(m-2) = F(n + 1)
(F(m) + F(m-1)) + F(n)(F(m-1) + F(m~-2)) = F(n+ 1)F(m +
+ 1)+ F(n)F(m). O

Polozime-li n = m, dostavame vztah F(2n+1) = F(n+1)? +
+ F(n)2.
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Zvolime-li m = n — 1, obdrzime po jednoduchych tpravach
rovnost F'(2n) = F(n)(F(n) 4+ 2F(n — 1)).

Délitelnostni a silné délitelnostni posloupnosti

Nyni si ukdzeme dvé zajimavé vlastnosti Fibonacciho posloup-
nosti, tedy ze Fibonacciho posloupnost je délitelnostni i silné déli-
telnosti. Nejprve zavedeme pojem délitelnostni posloupnosti
a ukazeme, ze Fibonacciho posloupnost je posloupnosti délitel-
nostni.

Délitelnostni posloupnosti nazveme takovou posloupnost a(n),
ve které pro kazdé n, m prirozené plati nasledujici tvrzeni. Necht n
déli m, potom a(n) déli a(m).

Pojem délitelnostni posloupnosti se poprvé objevuje ve 30. le-
tech 20. stoleti (Hall, 1936; Ward, 1937). Uplna charakteristika
délitelnostnich posloupnosti byla nalezena az koncem 20. stoleti
(Bézivin et al., 1990). Ptikladem délitelnostni posloupnosti jsou
konstantni posloupnost ¢i posloupnost Mersenneovych ¢isel.

Véta 1. Fibonacciho posloupnost je délitelnostni.

Diikaz. Necht n déli m. Musime ovéfit, ze F(n) déli F'(m). Je-li
m = 1,2, je tvrzeni zifejmé.

Je-li n = m, je tvrzeni také trividlni. Zbyva tedy vySetfit pii-
pad, kdy m >n > 0 a n déli m.

Necht m = tn a budeme postupovat indukei podle t. V ditkazu
vyuzijeme formuli z Tvrzeni 7.

Vime, ze F(m) = F(tn) = F(
= F)F((t ~ )(n+1)) + F(n ~ 1
pfedpokladu ale vime, Ze F(n)
F(m).

m—1)+4+th-1)+1) =
— 1DF((t — 1)n). Z indukéniho
deli F(t — 1)n. Tedy F(n) dé%]i

Predchozi véta (a definice délitelnostni posloupnosti) je vyslo-
vena ve formé implikace. Pokud n déli m, tak i F'(n) déli F(m). Je
zfejmé, ze opacnd implikace neplati, protoze F'(2) déli F'(3), ale 3
neni sudé ¢islo. Nicméné pokud tento pfipad vynechdme, mtuzeme
implikaci obratit.
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Véta 2. Pro vSechna n, m pfirozena, n rizné od 2 plati: jestlize
F(n) déli F(m), pak n déli m.
Dikaz. Tvrzeni je zfejmé pro n = 1 a pro n = m. Musime tedy
tvrzeni dokazat pron > 2 am > n.

Budeme postupovat indukci dle t = m — n.

Pro t = 1 nemuze piipad F(n) déli F(m) nastat dle Tvrzeni 2.
Je tedy t > 1 a podle Tvrzeni 7 mizeme psat F'(m) = F(n +
+t)=F(n+(t—1)+1)=F(n+1)F(t) + F(n)F(t-1). Protoze
F(n) déli F(m), tak také F(n) déli F(n + 1)F(¢t). Protoze F(n)
a F(n+1) jsou nesoudélnd, tak také F'(n) déli F(t). Soucasné ale
vime, ze t < m, a tudiz t — n < m — n, a lze tedy pouzit induké¢ni
predpoklad. Zjistujeme, ze n déli t, a tudiz n déliim =n+t. O

Dostavame se tak k poslednimu tvrzeni, které jsme slibili
v tomto ¢lanku dokazati.

Posloupnost a(n) nazveme silné délitelnosti, pokud pro vSech-
na n, m piirozend plati NSD(a(n),a(m)) = a(NSD(n,m)).

Véta 3. Fibonacciho posloupnost je silné délitelnostni.

Diikaz. Musime dokézat, ze NSD(F(n),F(m)) = F(NSD(n,m)).

Je zjevné, ze tato rovnost plati pron = 1,21 m = 1,2. Také
zjevné nastava pro n = m. Vzhledem k symetrii dané rovnosti
miizeme bez jmy na obecnosti po zbytek diikazu predpokladat,
ze m > n > 1. Budeme postupovat indukci dle n + m.

Mame m =rn+s,r > 0,0 < s < n. Je-li s =0, pak n déli m,
F(n) déli F(m) a NSD(F(n), F(m)) = F(n) a NSD(n,m) = n.

Bud tedy s > 0. Polozme t = NSD(n,m) a w = NSD(F(n),
F(m)). Jisté plati ¢ NSD(n,m) = NSD(n,rn + s) =
= NSD(n,s). Podle Véty 1 F(t) déli F'(n) i F(t) déli F'(m), tedy
F(t) déli také w = NSD(F(n), F(m)). Zbyva dokazat, ze také
NSD(F(n), F(m)) déli F(t).

Podle Tvrzeni 7 plati: F(m) = F(rn+s) = F((rn—1) + s+
+1)=F(rn)F(s+ 1)+ F(rn—1)F(s) (jisté je rn — 1 > 0).

Vime, 7e NSD(F(n), F(m)) déli F(n) a F(n) déli F(rn), takze
NSD(F(n), F(m)) déli F(rn).

Vime také, ze NSD(F(n), F(m)) déli F(m). Tedy NSD(F(n),
F(m)) délii F(rn —1)F(s).
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Ovsem ¢isla F(rn — 1) a F(rn) jsou po sobé jdouci ¢leny Fi-
bonacciho posloupnosti, a tudiz nesoudélna. Takze NSD(F(n),
F(m)) déli F(s) a nutné NSD(F(n),F(m)) d&li NSD(F(n),

Ovsem n + s < n+ m, a lze tedy pouzit indukéni predpoklad
NSD(F(n),F(s)) = F(NSD(n,s)) = F(t), a tedy NSD(F(n),
F(m)) déli F(¢). O

Zavér
Fibonacciho posloupnost vzbuzuje zajem matematik i Siroké ve-
fejnosti po cela staleti. Pfes velmi jednoduché zavedeni mé Fibo-
nacciho posloupnost mnoho prekvapivych vlastnosti. Cilem ¢lanku
bylo predstavit nékteré z méné znamych vlastnosti této posloup-
nosti a ukazat jejich elementarni dikazy ve formé, kterd by méla
byt pristupné zaktm stfednich Skol. Za prekvapivy povazujeme
predevsim fakt, Ze Fibonacciho posloupnost je silné délitelnostni
a ze tuto vlastnost mizeme dokazat pomoci elementarni matema-
tiky.

Pokud vés otazka délitelnosti ve vztahu k Fibonacciho po-

sloupnosti zaujala, dovolujeme si vas odkazat na aktualni vyzkum
Y. Q. Liho (Li, 2020).
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Abstract

The aim of the article is to present examples of developing pu-
pils’ arithmetic skills. Some less known properties of the Fibonacci
sequence are presented. It is shown how the Fibonacci sequence
can be used in the teaching of divisibility and proof techniques.
It is demonstrated that the Fibonacci sequence forms not only
a divisibility sequence but also a strong divisibility one.
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