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GRACIOZNE OHODNOTENIE GRAFOV
V SKOLSKYCH ULOHACH

MILAN LEKAR

V nasledujticom texte sa budeme snaZzit vysvetlit, ¢o je to gra-
ciézne ohodnotenie grafov a predstavit rézne tlohy pre ucitelov
zékladnych a strednych $§kol. V texte budeme predpokladat, zZe
Gitatel poznéd pojmy kruznica a strom z oblasti tedrie grafov. Zac-
neme definiciou grafu:

Definicia 1. Graf alebo neorientovany graf G je usporiadana dvo-
jica G = (V, H), kde:
a) V je neprazdna koneénd mnoZina vrcholov grafu,
b) H je mnozina neusporiadanych dvojic typu {u,v}, kde u #
# v, nazyvanych hrany grafu (Znam, 1982).

Teraz pristupime k definicii graciézneho ohodnotenia grafov:

Definicia 2. Dany je graf G = (V,H), v ktorom plati: V =
={1,2,...,m}.

Ohodnotenie, ktoré kazdému vrcholu m-vrcholovému grafu G
priradi jednozna¢nd hodnotu z mnoziny V = {1,2,...,m} tak, ze
ziadne dva vrcholy nemaji rovnakt hodnotu a kazdej hrane pri-
radi jednozna¢nt1 hodnotu rovni absoliitnej hodnote rozdielu hod-
noét vrcholov, s ktorymi susedi, pricom ziadne dve hrany nemaja
rovnakt hodnotu z mnoziny H = {1,2,...,m — 1}, sa nazyva
graciézne ohodnotenie grafu G = (V, H) (Huang et al., 1982).

Definicia graciézneho ohodnotenia grafu sa na prvy pohlad zd4a
byt nie tiplne jednoduch4, ale v skutoc¢nosti nejde o ni¢ fazké na
pochopenie. Najprv si ukdZzeme, ¢o nie je gracidézne ohodnotenie
grafu (obr. 1):
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Obr. 1: Nejde o gracidézne ohodnotenie grafu

Vidime, ze vrcholy maji hodnoty 1,2,3,4, ale hodnoty hran
su 1,2, pricom hodnota 1 je pouzitda dvakrat, teda chyba hrana
s hodnotou 3. Zakladna uvaha, ktor by v tomto momente mali
ziaci zvlddnuf, je v8imnuf si, Ze hranu s hodnotou 3 je mozné
podla definicie vytvorit iba ako rozdiel hodndt vrcholov 1 a 4,
preto je zrejme vyhodnejsie skusit vlozit ¢islo 4 do stredu grafu,
a vytvorit tak graciézne ohodnotenie grafu. Situdcia je zobrazena

na obrazku 2:

Obr. 2: Graciézne ohodnotenie grafu

V tomto pripade uz vidime, Ze hodnoty vrcholov grafu su
1,2, 3,4 a hodnoty hran grafu su 1, 2, 3, pricom kazdy vrchol a ka-
7dé hrana mé jednoznac¢ne pridelené ohodnotenie. Ide preto o gra-
ciézne ohodnotenie grafu. Na jednoduchom grafe sme si ilustrovali
vysSie uvedenu definiciu, aby sme lepSie pochopili graciézne ohod-
notenie grafov. Zaroven je vhodné uvedomif si, Ze rovnako tak
pri vysvetlovani graciézneho ohodnotenia ziakom je velmi vhodné
pouzit obrazky. Ziaci prakticky ihned pochopia definiciu graci-
6zneho ohodnotenia grafu z obrazku a ucitel v nich udrzi zau-
jem o novy typ uloh, ktorym graciézne ohodnotenie grafov ne-
pochybne je. Jednym z prvych slovenskych matematikov, ktory
sa venoval graciéznemu ohodnoteniu grafov, bol uz prof. Alexan-
der Rosa v roku 1961, kedy vyslovil hypotézu, ze kazdy strom je
mozné graciézne ohodnotit, a kedze nebola dodnes dokdzand, ide
o viac ako 50 rokov stary otvoreny problém (Ivaska, 2008).
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Teraz si mozeme predstavif rozne druhy tloh na graciézne
ohodnotenie grafov. Prvym typom ulohy je uz vysSie nacrtnuté
graciézne ohodnotenie grafu konkrétneho grafu. Ulohy zamerané
na gracidzne ohodnotenie grafov je mozné podla uvazenia uci-
tela volit TahSie az po velmi ndroéné s vysokym poc¢tom vrcholov.
Ukézeme si grafy s Tahkou, strednou a fazkou naroénostou:

Uloha 1. Priradte grafom na obrazkoch 3, 4 a 5 graciézne ohod-
notenie.

NE

Obr. 3: Lahk4 naroénost Obr. 4: Stredné naroc¢nost

Obr. 5: Tazké naro¢nost

Moézeme vidiet, ze prvy graf mé 6 vrcholov. N4jst ohodnotenie
tohto grafu by malo byt pre ziakov jednoduché a malo by trvat len
niekolko minit, samozrejme v zévislosti od roénika, v ktorom sa
ziaci nachadzaju. Druhy graf obsahuje 8 vrcholov a ide uz o trochu
naroc¢nejsi graf, aj ked ide o podobny graf ako v prvom pripade —
vznikd pridanim dvoch vrcholov a dvoch hran k prvému grafu.
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Treti graf je uz pomerne naro¢ny. Riesenia vSetkych troch grafov
(obr. 6, 7, 8):
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Dalsia moznost prace s graciéznym ohodnotenim grafov na ho-
dindch matematiky je pontknut Ziakom ¢iastoéne graciézne ohod-
noteny graf s podmienkou, aby doplnili chybajice hodnoty vrcho-
lov a hran.

Uloha 2. Dopliite hodnoty vrcholov a hran tak, aby bol graf na
obrazku 9 graciézne ohodnoteny.

Ziaci si pri vyssie uvedenom grafe ihned mézu vSimnuf, Ze
ma 12 vrcholov, teda najvyssia hodnota hrany bude 11 a jediny
sposob, ako tuto hodnotu mozno ziskat, je pri vrchole s hodno-
tou 12 ako rozdiel ¢isel 1 a 12. Z toho logicky vyplyva, Ze pre
hodnotu 11 pre hranu st len dve moznosti a vrchol s hodnotou 1
bude lezat bezprostredne vedla vrcholu s hodnotou 12. Podet moz-
nosti ako ziskaf hranu s hodnotou 5 a 8 je taktiez obmedzeny.
Hodnotu hrany 6 dole vpravo na grafe je tiez mozné vytvorit len
jedinym sp6sobom, a to ohodnotenim prazdneho vrcholu hodno-
tou 11. Z toho automaticky vyplyva hodnota hrany medzi vrcho-
lom s hodnotou 7 a 11, je to hodnota 4. Takymito postupnymi tiva-
hami moZu postupne Ziaci dospiet ku kompletnému graciéznemu
ohodnoteniu grafu. RieSenie (obr. 10):
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Obr. 10

V predchadzajicom texte sme sa zaoberali graciéznym ohod-
notenim stromov. Je zrejmé, ze kazdy m-vrcholovy graf obsahuje
m — 1 hrdn. V pripade kruznic sa vSak situdcia meni, pretoze
m-vrcholovy graf, ktory obsahuje prave jednu kruznicu, ma prave
m hran. Z toho vyplyva, ze najvyssia hodnota hrany je rovnaka
ako najvyssia hodnota vrcholu, a to je spor s definiciou, pretoze
jediny sposob, ako je mozné ziskat hodnotu hrany, je urobit roz-
diel hodnot vrcholov. Z toho logicky vyplyva, Ze graf obsahujtci
kruznicu nie je mozné graciézne ohodnotit (Cabaniss et al., 1992).
Napriek tomu sa v nasledujicom priklade o to pokusime.

Uloha 3. Ohodnoftte graciézne kruznicu so §tyrmi vrcholmi a §tyr-
mi hranami na obrazku 11.

Obr. 11

Ak by sme zacali vrcholom s hodnotou 1, mohli by sme dve
s nim susediace hrany ohodnotit hodnotami 1 a 2. Tak by sme
ziskali hodnoty 2 a 3 pre dalsie dva vrcholy. AvSak prave teraz
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nastava problém, pretoze aby sme ziskali hodnotu 4 pre posledni
hranu, posledny vrchol by musel mat hodnotu 6. Vrcholy s hod-
notami 4 a 5 by preto museli chybat a definicia graciézneho ohod-
notenia nie je splnena. Situacia je znazornend na obrazku 12.

3)3+®
4
(D——2

Obr. 12

Jednoduchou tivahou je mozné dokazat, e dant kruZnicu nie
je mozné graciézne ohodnotif. MnoZina hodnét vrcholov je V =
= {1,2,3,4} a mnoZina hodnot hrin je H = {1,2,3,4}. Hod-
noty hrdn je mozné ziskaf len ako absoltne hodnoty rozdielov
hodno6t vrcholov, z toho vyplyva, Ze nie je mozné ziskat hod-
notu 4 pre hranu. Pomocou ¢isel 1,2,3,4 a operacie rozdielu to
nie je mozné. Situdciu je moZno Tahko zovSeobecnit pre Iubo-
volni m-vrcholovt kruznicu, ktorej mnozina hodndt vrcholov je
V ={1,2,...,m} a mnozina hodnot hran je H = {1,2,...,m}.
Hodnotu m nie je mozné pomocou ¢isel 1,2, ..., m a operacie roz-
dielu ziskat. Napriek tomu si ¢itatel moze v8imnut, Ze na obrazku
12 hrany obsahuju hodnoty 1,2, 3,4, teda hodnoty hran zachova-
vaju vlastnost povodnej definicie. Dostali sme teda v istom slova
zmysle slabsie ohodnotenie, v ktorom hodnoty hran st z mnoziny
H = {1,2,...,m}, pricom kazd4 hodnota je pouZitd prave raz
a ziadna sa neopakuje, no hodnoty vrcholov sii lubovolné. Pre Zia-
kov moze byt zaujimava tloha ohodnotit graf obsahujici kruznicu
tak, aby najvyssia hodnota vrcholu bola ¢o najnizsia (Rosa, 1967).

Ak by sme v kruznici pridali vrchol, logicky by pribudla aj
jedna hrana, teda pocet vrcholov a pocet hran by sa zvysil o 1 a ne-
moznost graciézneho ohodnotenia by bola zachovand. Pridajme ku
kruznici na obrézku 11 hned 4 vrcholy a 4 hrany (obr.13).
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Vidime, Ze hodnoty hrén st opét zachované, no chybaji hod-
noty vrcholov 4,5,10,11,12,13 a najvysSia hodnota pre vrchol
vysko¢ila aZ na &islo 14. Situdcia sa dalej komplikuje s postupnym
pridévanim vrcholov (Rosa, 1967b).

Pre ucitelov, ktorych zaujme tento ¢lanok a chceli by na svojich
hodinach skisif so Ziakmi ohodnocovat grafy graciéznym ohod-
notenim, pontikame metodiku, ako to robif ¢o najefektivnejsie.
Hned na zadiatku je vsak potrebné uvedomit si, Ze zrejme neexi-
stuje algoritmus, ktory hned od zadiatku vedie jednoznacéne ku
graciéznemu ohodnoteniu grafu, a pri grafoch s vysokym obsa-
hom vrcholov bude ¢asto vznikat situdcia, kedy je potrebné urobit
v postupe krok spét. Napriek tomu vsak existuje niekolko skutoc-
nosti, ktoré si mdzeme uvedomit hned na zaciatku. Prva z nich
je uz vyssie opisand vlastnost, ktord hovori, Zze v m-vrcholovom
grafe existuje prave jedna moznost, ako ziskat hranu s hodnotou
(m — 1), a to prave rozdielom vrcholov s najvysSou a najnizSou
hodnotou. Z toho vyplyva, ze v m-vrcholovom grafe vrchol s hod-
notou m a vrchol s hodnotou 1 budt vidy vedla seba. Dalej sa
uz ale moznosti pre ohodnotenie vrcholov a hran zvic¢suju a situ-
acia si vyzaduje Castokrat viacero pokusov ohodnotif dany graf.
Podme sa pokisit graciézne ohodnotit graf na obrazku 3, ktory
je uz graciézne ohodnoteny na obrazku 6, no tento krat najvyssiu

cvve

Situécia je znazornena na obrazku 14:
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Obr. 14

V tejto chvili musime do grafu vhodne dosadif este vrcholy
s hodnotami 2,3,4,5 a hrany s hodnotami 1,2, 3,4. Lenze moz-
nost, ako ziskat v grafe hranu s hodnotou 4, je opit len jedna,
a to tak, ze vrchol s hodnotou 5 polozime hned vedla vrcholu
s hodnotou 1. Opakujeme tak vysSie vysvetlent tvahu. Situacia
je znézornend na obrazku 15:

Obr. 15

V tejto chvili musime do grafu vhodne dosadit este vrcholy
s hodnotami 2, 3,4 a hrany s hodnotami 1, 2, 3. Avsak oproti pred-
chédzajucej situdcii mame teraz dve moznosti, ako ziskat hranu
s hodnotou 3. Prva moznost je polozit vrchol s hodnotou 2 vedla
vrcholu s hodnotou 5 vlavo, druhou moznostou je poloZit vrchol
s hodnotou 2 v grafe nad nim. Nie je jasné, ktord moznost je lepSia,
mozeme sa preto intuitivne rozhodnitf pokracovat prvym spdso-
bom, teda skiisime polozit vrchol s hodnotou 2 vIavo od vrcholu
s hodnotou 5. Situicia je zndzornena na obrazku 16:
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V tejto chvili musime do grafu vhodne dosadit e$te vrcholy
s hodnotami 3,4 a hrany s hodnotami 1,2. M6Zeme pokracovat
v algoritme, ktory sme doteraz pouzili, a pokusime sa vytvorit
hranu s hodnotou 2, pri¢om opét sa pontikaji dve moZnosti. LenZe
ak by sme hranu s hodnotou 2 vytvorili tak, ze by sme dosadili
vrchol s hodnotou 4 vedla vrcholu s hodnotou 2, ostala by ndm
hodnota 3 pre posledny vrchol a hodnota 1 pre poslednt hranu, ale
to nie je vyhovujuce, kedZe posledny volny vrchol ma hodnotu 5
a 5—3 # 1. Druhou moznostou je dosadit hranu s hodnotou 1 nad
vrcholom s hodnotou 5. V takomto pripade by sme taktiez ziskali
vrchol s hodnotou 4, no ostali by ndm hodnoty 3 pre vrchol a 2
pre hranu. KedZe jediny volny vrchol je vrchol s hodnotou 2, opét
sme sa dostali spor, pretoze 2 + 2 # 3. V tejto chvili sme sa
dostali do situacie, kedy sme zistili, ze predchadzajaci krok bol
chybny, preto urobime krok spif v algoritme a dostaneme sa do
situacie, ktora je zndzornena na obrazku 15. V tomto momente sa
rozhodneme pre druhit moznost, ako sme sa rozhodli v minulom
kroku, a hranu s hodnotou 3 a vrchol s hodnotou 2 dosadime nad
vrcholom s hodnotou 5. Situacia je znazornend na obrazku 17:

Obr. 17

Podobne ako v predchddzajicom kroku, aj teraz musime do
grafu vhodne dosadit este vrcholy s hodnotami 3,4 a hrany s hod-
notami 1, 2. Nie je tazké vSimnut si, Ze ak by sme vytvorili hranu
s hodnotou 1 hned vedla vrcholu s hodnotou 5, ostala by nam hod-
nota 3 pre vrchol a hodnota 2 pre hranu. To by ale opét viedlo
k sporu, kedZe posledny volny vrchol mé hodnotu 4 a 4 — 2 # 3.
Jediny sposob, ako pokracovat, je polozit vedla vrcholu s hodno-
tou 5 hranu s hodnotou 2, ¢im ziskame vedla vrcholu s hodnotou 5
vrchol s hodnotou 3. Situécia je znédzornena na obrazku 18:
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Obr. 18

V tejto chvili musime do grafu vhodne dosadit uz len posledny
vrchol s hodnotou 4 a poslednt hranu s hodnotou 1. Je vsak hned
vidiet, Ze prave to st hodnoty, ktoré ndm chybaji do tplného
gracidzneho ohodnotenia grafu. Po dosadeni dostavame graciézne
ohodnoteny graf na obrazku 19:

Obr. 19

V postupe algoritmu, ktory sme prave opisali, sme boli niiteni
vratit sa o krok spif len jeden krat, avSak nie je mozné odhadnuf,
kolko krat bude potrebné vratit sa pri inych grafoch, najmi pri
viac vrcholovych grafoch v situaciach, kedy v nejakom kroku nie
je mozné jednoznacne rozhodnif, ktoré ohodnotenie je potrebné
zvolit, je vSak mozné predpokladat vyssi pocet spéatnych krokov.
Ako sme si mohli v§imnut, ziskali sme rozdielne graciézne ohodno-
tenie ako na obrézku 6, aj ked ide o rovnaky graf. Tuto skutocnost
je dobré uvedomit si aj na hodinéch, pretoZze sa moézu v triede vy-
skytntf viaceré spravne graciézne ohodnotenia toho istého grafu.
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Abstract

The topic of graceful labeling of a graph is now completely un-
known in schools, which is a great pity, as it is undoubtedly an
area of graph theory that has a great potential to help pupils
develop mathematical thinking. In solving the tasks of graceful
labeling of a graph, pupils are encouraged to think and strategi-
cally seek appropriate solutions to the problem. This is a part of
mathematics that can serve very well as a supplementary mate-
rial in mathematics lessons to revive the lessons and attract pupils
with something new.
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