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VYBRANE PROBLEMY
REKREACNI MATEMATIKY

JAROSLAV BERANEK

V dnesni dobé se obcas mizeme setkat v rekreac¢ni matematice
s riznymi matematickymi hiickami, kouzly a problémy. Tyto pro-
blémy vypadaji na pohled velmi efektné, jejich matematickd pod-
stata vSak obvykle nebyva slozita a snadno ji zvladnou i studenti
programu ucitelstvi pro 1. stupen ZS. To miize piispivat k jejich
motivaci ke studiu matematiky a k rozvijeni jejich matematickych
znalosti. Nékolik takovych problémi nyni ukézeme.

Hadani é€isla 1. (Kuncovd, 2008: s. 43)

Zvolte si tii po sobé jdouci trojciferna ¢isla. Sectéte je. Urcete ci-
ferny soucet vypocteného souc¢tu, dale urcete ciferny soucet pred-
choziho ciferného souc¢tu atd. Pokracujte tak dlouho, az obdrzite
jednociferné &islo. Cislo si zapamatujte. Pii pohledu na ptivodné
zvolena tfi ¢isla vam feknu, k jakému vysledku jste dosli. Jak je
to mozné?

Reseni. Zalezi na postaveni ¢isla délitelného t¥emi mezi tfemi zvo-
lenymi po sobé jdoucimi ¢isly. Kdyz bude v fadé jako prvni, do-
staneme ¢islo 3, kdyz bude v fadé jako druhé, dostaneme ¢islo 9.
Bude-li jako tfeti z nich, dostaneme vysledek 6.
Tlustrace (¢islo délitelné tfemi je vytiSténo tucné):
612 +613+614=1839 1+8+3+9=21 2+1=3
3114312 + 313 = 936 9+3+6=18 1+8=9
910+9114+912=2733 2+7+3+3=15 1+5=6

Diikaz. Cislo délitelné tfemi nechf je a = 100z + 10y + z. Plati
x+y+z=3p, kde ¢éslo p € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} podle pfedpo-
kladu, Ze zvolena ¢isla jsou trojcifernd. Odtud plyne 3p € {3, 6,
9, 12, 15, 18, 21, 24, 27}.



252 JAROSLAV BERANEK

a) Necht a je na prvnim misté. Plati: (100z + 10y + z) + (100z +
+ 10y + z + 1) + (100x + 10y + z + 2) = 3(100z + 10y + z) + 3.
Ciferny soucet ¢isla 3(100x 4+ 10y + z) je 3z + 3y + 3z = 9p,
p € {1,2,...,9}, odtud tedy 9p € {9,18,27,36,45,54,63,72,81}.
Ciferny soucet ¢isla 9p je vzdy roven 9. Nyni urcime ciferny soucet
¢isla 3(100z + 10y + z) + 3. S ohledem na pfedchozi Gvahy je roven
3z+3y+(32+3) = 9p+3; 9p+3 € {12,21, 30, 39,48, 57,66, 75,84},
ciferny soucet vSech téchto ¢isel je 3 nebo 12, vysledny ciferny sou-
cet je tedy 3.

b) Necht a je na druhém misté. Plati: (100x+10y+2—1)+(100z+
+ 10y + 2) + (100 + 10y + z + 1) = 3(100z + 10y + z). Stejné
jako v prvnim piipads, ciferny soucet ¢&isla 3(100x + 10y + 2) je
3z +3y+32=9p, pe{1,2,...,9}, tedy 9p € {9, 18, 27, 36, 45,
54, 63, 72, 81}. Ciferny soucet ¢isla 9p je vzdy roven 9.

¢) Necht a je na tfetim misté. Plati: Analogicky jako v pfedchozich
piipadech, ciferny soudet éisla 3(100x + 10y + z) je vzdy roven 9;
Nyni uréime ciferny soucet ¢isla 3(100z+ 10y + z) — 3. Ten je roven
3z+3y+(32—3) = 9p—3; 9p—3 € {6, 15, 24, 33,42, 51, 60, 69, 78},
ciferny soucet vsech téchto cisel je 6 nebo 15, vysledny ciferny sou-
cet je tedy 6.

Hadéani ¢&isla 2. (Kuncova, 2008)

Zvolte si libovolné prirozené ¢islo od 1 do 9. Vynasobte toto ¢islo
nejprve Cislem 9 a soucin potom jesté cislem 12345679 a sdélte
mi vysledek; podle néj poznam ¢islo, které jste si mysleli.

Resent. Je velmi jednoduché, uvedeme jej bez komentéie:
1-9-12345679 = 111111111

2-9-12345679 = 222222222
3-9-12345679 = 333333333
4-9-12345679 = 444444 444
5-9-12345679 = 555555555
6-9-12345679 = 666 666 666
7-9-12345679 = 77T TTTTT
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8912345679 = 888 888 888
9-9-12345679 = 999999 999

Uréeni zaSifrovaného data. (Perelman, 1985: s. 95)

Zvolte si libovolné datum v roce (den, mésic). Toto datum za-
sifrujte takto: Cislo oznacujici den v mésici vynasobte ¢islem 12,
¢islo oznacujici mésic v roce vynésobte ¢islem 31. Oba soudiny
seCtéte. Sdélite-li mi soucet, vypocitam z ného myslené datum.

Resend. Oznaéime-li ¢islo dne v mésici jako x, &islo mésice v roce
jako y a vypocteny soucet jako c, vede tloha k feSeni neurcité
rovnice

12z 4- 31y = ¢,

kde z,y € Nyoz < 31,y < 12,¢ € N;43 < ¢ < 744. Tato rovnice
je vzdy TFeSitelna, nebot ¢isla 12 a 31 jsou nesoudélnéd. V oboru N
vzdy existuje jediné feSeni [z, y]. Jako piiklad zvolme datum 24. 4.,
tedy x = 24,y = 4, c = 288+124 = 412. Jedinym feSenim neurcité
rovnice 12z 4+ 31y = 412 v oboru N je x = 24,y = 4.

Dtilezité je nyni dokézat, ze v oboru pfirozenych cisel exis-
tuje pro kazdé pripustné ¢islo ¢ vzdy jediné feseni. Postupujeme
sporem. Necht pro dané éislo ¢ existuji dvé rizna feseni [x1,y1],
[z2,y2], 1,22 < 31, y1,y2 < 12. Plati tedy

1221 + 31y = ¢,
12%2 + 31y2 =C.

Odeéteme druhou rovnici od prvni, dostaneme 12(x; — z2) +
+31(y1 — y2) = 0. Cislo 12(z; — x2) musi byt délitelné &slem 31.
Protoze 1 < x1, 29 < 31, plati 1 —x9 < 31. Cislo 12(x1 —x2) muze
byt tedy délitelné cislem 31 pouze pro x1 — x2 = 0, tj. 1 = =o.
Pak ale plati 31(y; — y2) = 0, tedy y1 = y. Dohromady tedy
[z1,91] = [22, 2]

Hlavolam ,,Hanojska véz*“. (Fuchs, 2000)
Hlavolam ,Hanojska véz“ byl poprvé uvefejnén zhruba v polo-
viné 19. stoleti. Za jeho autora je povazovan vyznamny francouz-

sky matematik Eduard Lucas. Hlavolam ,,Hanojska véz“ tvori tii
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vertikalni tycky, ne néz je navleceno n kruhovych diskl s otvory
uprostied. Tyto disky maji navzdjem riizné poloméry a jsou po-
skladany do véze tak, ze polomér kazdého disku je vétsi nez po-
lomér kteréhokoliv disku nad nim (obr. 1). Ukolem hlavolamu je
prenést véz na jinou tycku tak, ze v kazdém kroku lze prenést
pouze jeden disk z jedné tycky na druhou a nikdy pfitom nesmi
byt polozen vétsi disk na mensi. Parville v ¢lanku z roku 1884
uvadi legendu, podle niz mnisi v utajovaném tibetském klastefe
pracuji na premisténi véze tvorené 64 zlatymi disky. Ve chvili, kdy
praci dokonci, nastane konec svéta.

T

- \

Obr. 1 Obr. 2

Nyni se budeme hlavolamu vénovat z matematického hlediska.
OznaCme H, minimélni pocet kroku k premisténi véze o n des-
kach. Problémem je urcit predpis pro vypocet H,. Odvodime
rekurentni vztah pro H,,. Predpokladejme, Ze pro n desek véze
je pocet krokid roven H,. Pocet desek na tyckdch po kazdém
kroku oznaéime jako trojici (n1,ns,ns), pficemz musi platit n; +
+ ng + ng = n. Napf. pro n = 3 je jedno mozné feseni hlavo-
lamu vyjadfeno jako posloupnost trojic (3,0,0), (2,0,1), (1,1,1),
(1,2,0), (0,2,1), (1,1,1), (1,0,2), (0,0,3). Nyni pfiddme jednu
desku (zfejmé jeji polomér musi byt vétsi nez polomér kterékoliv
z predchozich n desek). Vychozi stav desek na tyckach pro n + 1
desek je tedy napt. (0,n 4+ 1,0). K pfechodu do stavu (n,1,0) je
tteba H, kroku. Nyni pfemistime nejvétsi desku na tieti tycku,
vznikne stav (n,0,1) (obr. 2). Pro pfechod do stavu (0,0,n + 1)
je opét potreba H,, krokt. Pfi vSech krocich kromé prostiredniho
zustava pridanad nejvétsi deska na stejném misté tplné dole, tzn.
ptresun libovolné z piivodnich n desek na ni neodporuje pravidlim
hlavolamu. Odtud plyne rekurentni vztah H,41 = 2H, + 1. (%)
Urcit vztah pro pfimy vypocet hodnot H, je obtizné&jsi. Vyuzi-
jeme induktivni postup. Ziejmé plati Hy = 0, H; = 1, dale snadno
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uréime primo Fesenim hlavolamu Hs = 3, H3 = 7. Pro vyssi hod-
noty n je jiz urceni slozitéjsi. I z téchto prvnich nékolika hodnot je
v8ak mozné vyslovit hypotézu H,, = 2" — 1 a dokézat ji matema-
tickou indukei s vyuZitim rekurentniho vztahu (). Tento dtikaz
jiz provadét nebudeme.

Dyadické pocetni kouzlo. (Beranek, 1998:, s. 74)

Na stole je rozloZeno Sest tabulek oznacenych A, B, C, D, E, F.
Myslete si nyni libovolné pfirozené ¢islo od 1 do 63 a oznamte mi,
ve kterych tabulkich je toto ¢islo obsazeno. Z toho je okamzité
mozné urcit, které ¢islo jste si mysleli.

Reseni. Zminéné tabulky jsou na obrazku 3:

A1 3 5 7B 2 3 6 7C 4 5 6 7
9 11 13 15 10 11 14 15 12 13 14 15
17 19 21 23 18 19 22 23 20 21 22 23
25 27 29 31 26 27 30 31 28 29 30 31
33 35 37 39 34 35 38 39 36 37 38 39
41 43 45 47 42 43 46 47 44 45 46 47
49 51 53 55 50 51 54 55 52 53 54 55
97 59 61 63 58 59 62 63 60 61 62 63
D &8 9 10 11|E 16 17 18 19|F 32 33 34 35
12 13 14 15 20 21 22 23 36 37 38 39
24 25 26 27 24 25 26 27 40 41 42 43
28 29 30 31 28 29 30 31 44 45 46 47
40 41 42 43 48 49 50 51 48 49 50 51
44 45 46 47 52 53 54 55 52 53 54 55
56 57 58 59 56 57 58 59 56 57 58 59
60 61 62 63 60 61 62 63 60 61 62 63

Obr. 3

Vime, ze kazdé prirozené ¢islo a lze jednoznacné vyjadrit ve
dvojkové (dyadické) soustavé ve tvaru

a=0a,2"+a, 12" '+ +a12+ ao,
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kde n € Ny, a < 2""!, piidemz kazdy z koeficientt ao,...,a, je
budto roven éislu jedna, nebo nula. Pro kazdé k € Ny nyni sesta-
vime rostouci posloupnosti dekadickych zapist prirozenych Cisel,
které maji ve svém dyadickém rozvoji u mocniny 2% koeficient
jedna.

k=0:1,3,5,7,... tzn. vSechna licha ¢isla

k=1:2,3,6, 7,10, 11, 14, 15, 18,...

k=2:4,5,6,7,12, 13, 14, 15, 20, 21, ..., atd.

Obecné lze tedy psat:

k = n: 27, 2ntlont2  on 4 oon ] 3 .27 3. 2"t
3.2t 3.2 420 — 1, ..., (2p+ 1) .27 (2p + 1) - 27,
(2p+1)-2t2 . (2p+1)-2"+2"— 1, p € Np.

Kazdé ptirozené ¢islo a je obsazeno v kone¢ném poctu téchto
posloupnosti, odpovidajicich fadim, na kterych je v dyadickém
rozvoji €isla a ¢islice jedna. Napft. ¢islo 45 je obsazeno v posloup-
nostech pro k =0,k =2,k = 3, k = 5, protoze 45 = 1+4+8+32.
Zapiseme-li dané posloupnosti do tabulek, pak informace, ve kte-
rych tabulkach je ¢islo obsazeno, umozni urcit toto ¢islo jako sou-
¢et nejmensich prvka téchto posloupnosti (¢isel v levém hornim
rohu kazdé tabulky). Cislo 45 je skuteéné obsazeno v tabulkach A,
C, D a F. Pri praktické realizaci je samoziejmé nutno omezit shora
rozsah pfirozenych ¢isel nékterym z ¢isel 2n — 1. V tom pfipadé je
potfeba pripravit n tabulek, z nichz kazda bude obsahovat 2n — 1
¢isel. Pov§imnéme si, ze kazda z tabulek vzdy kondi ¢islem 2n — 1.
V zadani je n = 6, rozsah ¢isel je od 1 do 63, je sestaveno Sest
tabulek, které vSechny konci ¢islem 63.

V pfispévku jsme uvedli né€kolik zajimavych matematickych
problémt. Podobnjch zajimavosti existuje samoziejmé daleko vi-
ce. Velmi oblibené jsou napiiklad riizné c¢iselné pocetni pyramidy.
To je vSak jiz namét na dalsi prispévek.
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Abstract

The first part of the article introduces several problems from the
area of recreational mathematics. Although these problems seem
very impressive for non-mathematicians, their mathematical sub-
stance is not usually complicated and can be mastered by students
of the primary school mathematics. The second part of the article
offers the theoretical solution of a mathematics puzzle, the Tower
of Hanoi.

Jaroslav Berdnek

Katedra matematiky PdF MU
Porict 7

60300 Brno

e-mail: beranek@ped.muni.cz



		webmaster@dml.cz
	2021-03-25T12:47:21+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




