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MATURITA Z MATEMATIKY V BAVORSKU —
ZADANI ULOH A STRUCNY POSTUP RESENI
CAST 2

MARTINA KASPAROVA, LUKAS HONZIK,
JAROSLAV HORA, SARKA PECHOUCKOVA!

Pokracovani z minulého ¢isla.

Zkusebni ¢ast B-CAS, 180 minut

Na tomto misté je vhodné doplnit, Zze vypracované maturitni ikoly
odevzdavaji studenti na papite, neodevzdavaji se zddna vytvorena
data. Ze zapisu studentskych feseni musi byt ziejmy postup a kaz-
dy, kdo technicky ovlada praci s jakymkoli ze schvalenych typu
kalkulatord, by mél byt schopen provést na kalkuldtoru stejné
vypocéty jako TeSitel. Popis feSeni tlohy pomoci CAS nesmi byt
str. 113].)

Statni tstav pro kvalitu a vyzkum ve vzdélavani pripravil do-
kumentaci feSeni maturitni ilohy ve verzi CAS z roku 2014, ktera
miize poslouzit jako vzor. Nize uvedeny text je zpracovan obdobné;
na odevzdaném papife, a v ramecku kroky, které by se provedly na
schvaleném CAS-kalkulatoru. Zapis konkrétniho povelu se mtze
lisit (napi. define f(x)=x? se pouziva na kalkulatorech Casio,
Define f(x)=x2 nebo f(x):=x2 na TI, f:=(x) — x° na kalku-
latoru HP, viz [12, str. 148]), i pfesto doufame, Ze podle uvedenych
krokti by ¢tenar na svém stroji vypocty zvladl.

1Prace byla podpofena vnitinim grantovym systémem FPE ZCU, GRAK
2017.
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K dispozici jsme méli nizsi verzi schvaleného kalkulatoru Casio,
ClassPad 300, ktery s vyjimkou statistickych rozdéleni umoznil
stejné vypocCty jako schvalené vyssi verze 330 a 400. Za zprostied-
kovani jeho zaptijéeni z VOS a SPSE Plzeit dékujeme Mgr. Milanu
Péchouckovi.

B-CAS Analyza
Predpisem fi,(z) = — 35k -t + k%22, k € RT, je dan systém
funkei fj, definovanych v R.

Znazornéné kiivky, které jsou soumérné podle osy y, pred-
stavuji vyfezy graft péti funkci tohoto systému. Otocenim kazdé
z Casti grafi kolem osy y se ziskd zakfivend plocha, ktera je mode-
lem sklenice. Jedna délkova jednotka v modelu odpovida jednomu
centimetru ve skute¢nosti. Naptiklad pomoci ¢asti grafu A lze
vytvorit model sklenice na sekt, kterd je vysoka 12 cm a jejiz kru-
hovy okraj ma primér 6 cm (viz obrazek 7). Rovnéz sklenice na
likér a koktejl 1ze vymodelovat pomoci jedné ze zbyvajicich ¢tyf
Casti graft. Cast grafu, kterou je modelovéna sklenice na likér,
odpovida funkci fo, ¢ast grafu, kterou je modelovana sklenice na
koktejl, patii funkci fs.

1.

a) Priitadte sklenici na likér i sklenici na koktejl pfislusnému grafu
na obréazku 7.

b) Urcete hodnotu k tak, aby byla funkci fi popséna sklenice na
sekt. Stanovte k s pfesnosti na jedno desetinné misto.

c) Zdtvodnéte, Ze pro kazdé k € R, je graf funkce f soumérny
podle osy y.

d) Urcete polohu a povahu extrémi grafa funkei fi v zévislosti
na k.

(DIt visledek: jeden z extrémii: © = 2v/2k)
e) Dokaite, ze extrém kazdé z funkci fi, daného systému, ktery

maé kladnou z-ovou soufadnici, lezi na grafu funkce s rovnici

_ 3 6
Y = 0067 -

f) V zdvislosti na k urCete na ose x nejvétsi interval tvaru |a; b,
v némz je graf funkce f; konvexni.
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2. Nyni se uvazuje sklenice na koktejl, kterou lze pro —2v/6 < z <

< 2v/6 popsat funkci fs.

a) Kolem sklenice probihd 2cm pod jejim okrajem linka. Vy-

poctéte délku této linky s presnosti na milimetry.
Ve sklenici na koktejl je bréko dlouhé 20 cm, které se na dolnim
konci dotyké sklenice. Bréko lze v soustavé souradnic uvedené
na obrazku 7 znazornit tseckou, jejiz krajni bod lezi na grafu
funkce fs.

b) Bréko se navic dotyka sklenice v bodé, ktery je na obrazku 7
zndzornén bodem R(4|f3(4)). S pfesnosti na milimetry urcete
délku ¢asti bréka mezi timto bodem dotyku a hornim koncem
brcka.

c) Poloha brcka se zméni. Jeho dolni konec je nyni na obrazku 7
znézornén bodem P(—1|f3(—1)) a bod, kde se bréko dotyka
sklenice, bodem Q(u|f3(u)), u > 0. Vypoctéte u.
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3. Sklenici na sekt lze dobfe aproximovat také pomoci funkce s,
kde s(z) = %IE2 a 0 < x < 3. Objem kapaliny v cm? ve sklenici na
sekt lze pfiblizné vypoéitat pomoci vzorce V = 7T-f0h (st (a:))2 dz,
kde h je vyska hladiny kapaliny v cm a s~* funkce inverzni k funk-
ci s. S presnosti na krychlové centimetry vypocététe objem kapaliny
ve sklenici na sekt s vyskou hladiny 8 cm.

4. Nyni se uvazuje sklenice na likér, jejiz tvar lze pro —4 < x <4
popsat funkci fs.
Cést grafu, ktery je modelem sklenice pro 0 < z < 4, Ize
nahradit dvéma parabolami, které maji nasledujici vlastnosti:
e Vrcholy parabol lezi v bodech odpovidajicich extrémtm
funkce fs.
e Paraboly se ,bez zlomu“ napojuji v bodé, ktery mé stejnou
z-ovou soufadnici jako inflexni bod grafu funkce fs.
Obé ¢asti parabol odpovidaji grafim funkci p;, py definovanych
v R. Urcete predpisy pro p; a ps.

uloha 1 uloha 2 | tloha 3 |tloha 4|’
alblc|dle|fla|b]|c
BE| 2|2 |2|5|2|3|5|4)|4 4 7 40

B-CAS Stochastika

Verze B-CAS se od ¢asti B Stochastika lisI minimalné. NiZe jsou

pouze tlohy, které byly pro B-CAS pozménény nebo zadany navic.

1.

a) Urcete pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi auty je aspoii 70
a nejvyse 80 vybaveno ESP.

c) Urcete nejmensi moznou hodnotu a € N tak, ze pravdépodob-
nost P(|X — p| < a) dosahuje asponi 65 %.

uloha 1 dloha 2 | >
a|b|lc|la|b]|c
BE [3|3[4|3|3|4]|20
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B-CAS Geometrie

Ve varianté B-CAS je za tkolem c) navic zafazena uloha d),

ostatni zistava stejné jako ve verzi B. Ptesnéji viz [3].

d) Jedna Sestina kovové trubky je v zemi. Urcete délku kovové
trubky.

uloha >
blc|d]e g
BE |[1]|4]2]|2]2 4|20

Reseni tiloh ¢asti B-CAS

B-CAS Analyza — feSeni

1. a) Odhlédneme od skutecnosti, Ze maturant mize mit jistou
zkusenost s riznymi druhy sklenic na napoje a bez matematickych

znalosti zvladne spravné prifadit fo ke grafu E a f3 ke grafu B.
Definujme funkci f proménné x s parametrem k.

(1) £(x,k):=— %k-x‘l—i— %1{2-112

Na kazdém z grafa B, C, D, E lezi bod s z-ovou souradnici 4. Pro
sklenici na likér je navic k = 2. Po dosazeni do pfedpisu

(2) £(4,2)
— 3

je f2(4) = 3, proto fo odpovidd E, tedy model sklenice na likér
Ize vytvorit pomoci grafu E. Podobné pro k = 3

(3) £(4,3)
— 9

je f3(4) =9, tudiz f3 odpovida B, tj. sklenici na koktejl.

b) Graf A, ktery je modelem sklenice na sekt, prochdzi bodem
[3,12]. Dosazenim do pfedpisu pro systém funkei se ziskd kvadra-

L . _ 3 4, 312 92
tickd rovnice 12 = — 55k - 3% + 55k - 3
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(4) solve(£f(3,k)=12,k)
— {k = —3.50046,k = 4.06296}

s kladnym fesenim k =~ 4,1.

c¢) Funkce, které maji graf soumérny podle osy y, jsou sudé. Staci
ovérit, ze fi(t) = fr(—t), k éemuz CAS-kalkulator neni nutny. Lze
vsak za x dosadit t a —t a hodnoty porovnat rozdilem.

(5) simplify(f(k,t)-f(k,-t))
— 0

d) Uzitim CAS-kalkuldtoru lze uréit prvni derivaci

| (6) f’(x,k):=derivative(f(x,k))

fi(@) = =135k - 2% + 2k? - x a jeji nulové body

(7) solve(f’(x,k)=0,x)

— {sz,xz%/ﬂ,x: 72@}

1 = 0, xza = 2v2k, x3 = —2v/2k. Funkce fr(x) jsou spojité
a f;(x) v nulovych bodech méni znaménko, nastdva v nich ex-
trém. Pomoci druhé derivace

| (8) f’’(x,k) :=derivative(f’(x,k))

7 _ 9 L2 3 1.2 N 7 s s .
i (1) = — g5k - 2° + {5k°, uréime typ extrému v zévislosti na k.

(9) £77(0,k)
— (3/16)k?

Pro 21 =0 je f{/(0) = £k? vzdy kladné (k € RT), a tedy vSechny

funkce f; maji v bodé £ = 0 minimum.
(10) £"(2V/2k, k)

— (—3/8)k?

(11) £"(—2v/2k,k)

— (—3/8)k?

V bodech x5 = 22k a z3 = —2+v/2k nastava pro vSechna k ma-
ximum, nebot f;/ (:|:2\/2k) = —%kQ < 0.
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e) K vyfeseni tkolu stadi ukézat, Ze bod [2\/%, i (2\/21@)], je-

diny extrém s kladnou z-ovou soutradnici, vyhovuje

| (12) g(x):=(3/4096)*x"6 |

Y = 4(3?)@' Porovnejme hodnoty fi (2\/@) ag <2\/ Qk) rozdilem:

(13) simplify(f(2*sqrt(2*k),k)-g(2*sqrt(2xk)))
— 0

f) Funkce je konvexni v intervalu, v némz ma kladnou druhou deri-
vaci. Schvalené kalkulatory umoznuji fesit polynomialni nerovnice
pouze graficky. P¥i pocCetnim reSeni lze vyuzit nulové body druhé
derivace.

(14) solve(f’’(x,k)=0,x%)

Funkce f a jejich derivace jsou spojité funkce. Pro z > %k jsou

hodnoty f;/ zdporné.

(15) f”(\/%, k)

— (—3/32)k?

Pro x € (O,,/%k) jsou hodnoty f;" kladné. Vzhledem k parité

funkce jsou hodnoty f;/ kladné v <71 / %k, \/ %k), coZ je nejvétsi
interval, v némz je graf funkce f; konvexni.

2. a) Délka linky odpovida délce kruznice se stfedem S na ose y
a polomérem SK kolmym na osu y. Bod K je bod na sklenici
2cm pod jejim okrajem, tj. bod grafu B, jehoZ y-ova soufadnice
je o 2 mensi nez y-ova souradnice bodu leziciho na hornim okraji
sklenice. Horni okraj sklenice je ve vysce f3 (2\/6)

(16) £(21/6,3)
— 81/8
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Prvni soufadnice bodu K je feSenim rovnice f3(z) = & — 2.

(17) solve(£f(x,3)=81/8-2,x)
— /10 o _ 10 o _ f26 o _ 26
—>{x——2 SHE=24/ 5, x=—24/F,x =2 ?}

Podminkam tlohy vyhovuje kladné feSeni mensi nez 2v/6, coz je

T =2 %. Kruznice s takovym polomérem

(18) Q*W*Q,/?

10

mé délku pfiblizné 229 mm.

b) Bréko ve sklenici lze modelovat ¢asti tecny t1 ke grafu funkce f3
v bodé R = [4,9], jehoz druhou soufadnici jsme zjistili jiz v 1la).

|(19) t1(x) :=f’(4,3) % (x-4)+9 |

Jednim z pruseciku tecny a grafu B je bod O,

(20) solve(t1(x)=f(x,3),x)
— {x=—8x=0x=4}

dolni konec bréka, O = [0,0]. Rozdil délky bréka a vzdélenosti
|RO| je hledand délka ¢asti bréka mezi bodem dotyku R a hornim
koncem brcka.

(21) 20-sqrt(4°2+9°2)

— 20 — /97

Po zaokrouhleni a prevodu na milimetry vyjde 102 mm.

c¢) Pro rovnici teény to ke grafu B v bodé Q = [u, f3(u)] plati:

[(22) t2(0):=1’(4,3)*(x-w)+ £(u,3) |

Te¢na to prochdzi bodem P = [—1, f3(—1)]. Tato podminka vede
k rovnici ¢tvrtého stupné v neznamé u.

(23) solve(t2(-1)=f(-1,3),u)

%{u:fl,u:%(lf\/@),u:%(lJr\/@)}
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Pouze koten u = % (1 + v 142) ~ 4,3 vyhovuje podmince u > 0
a predstavuje prvni soufadnici bodu @, tj. bodu na sklenici,
v némz se bréko dotyka sklenice.

3. K funkci s(x) existuje v daném definiénim oboru inverzni funk-
ce

(24) s(x):=(4/3)*x"2
(256) solve(s(y)=x,y)
= {y=—4%y= 4=}

(26) si(x):=y = %

s7H(x) = ‘/37 Vipodet integralu v mezich od 0 do 8 pfenechame
CAS-kalkulatoru.

8
(27) 7 [(si(x))"~2dx
0

— 24 .7

Kapalina, ktera je ve sklenici na sekt nalitd do vysky 8cm, méa
objem piiblizné 75 cm?.

4. Nejprve uréime vrcholové rovnice parabol obecné. Vrcholem
paraboly p; je minimum funkce fo v bodé [0,0] (viz ulohu 1d),
proto y = a - 2 je rovnice p;. Podobné p, ma vrchol v lokdlnim
maximu [4, 3] funkce f, takZe y = b (z — 4)2 + 3 je rovnice po.

(28) pil(x):=a*xx"2
(29) p2(x):=b*(x-4)"2+3

Mistem napojeni parabol je bod s x-ovou soufadnici %, coz je

kladné Feseni rovnice f = 0. (Body, v nichz je 2. derivace rovna 0
a v nichz f” méni znaménko, jsou inflexni.)

(30) solve(f’’(x,2)=0,x)
et )

Napojeni bez zlomu v néjakém bodé znamend, ze lze v tomto
bodé sestrojit te¢nu ke grafu funkce vzniklé napojenim. K tomu je
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nezbytna rovnost funk¢nich hodnot, p; (%) = po (i>, a hodnot
4

V3
derivaci napojovanych funkci v bodé z = %, P} *) =Dy (%)
4

2
Tyto rovnosti vedou k soustavé a - (%) =0
b

2-a- s = 2:b- (% —4) s fesenim a = -3,

(31) solve({a (4\f) b~(%—4)2+3,2~a-%:2~b-

(22 - a)}, {a, ]
. {a_ 2080

16

Odtud jsou rovnice parabol:

3-V3 3-(3+3)
Pry=-—7-""I, P2¢QZ*T

A2
T (r—4)“+3

B-CAS Stochastika — FeSeni

1. a) Pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi auty je ESP vyba-

veno aspon 70 a nejvyse 80, je dana souctem Zk 70 (220) cpk

(11— p)200 k, kde p = 0,4. Uréime ji jako rozdil hodnot kumula-
tivni distribué¢ni funkce binomického rozdéleni pro 80 a 69.

(32) binomialCDf (80,200,0.4)-binomialCDf (69,200,0.4)
— 0.4667595865

¢) V zadani pfedstavuje p stiedni hodnotu. Ndhodn4 veli¢ina X
ma binomické rozdéleni, proto y = n-p = 200-0,4 = 80. Schvélené
kalkuldtory umoziiuji pouze vypocty (kumulativnich) hodnot dis-
tribuéni funkce binomického rozdéleni (nap¥. piikaz binomialPDf,
resp. binomialCDf pro kumulativni hodnoty), grafické znazornéni
téchto hodnot a vypocet hodnoty inverzni funkce ke kumulativni
distribu¢ni funkci binomického rozdéleni (napf. invBinomialCDf).
Tento pfikaz umoziiuje vypocitat nejmensi pocet tspésnych po-
kust xpmin, kterych je zapotiebi k tomu, aby pravdépodobnost, ze
nahodna velicina X je nejvyse rovna xpi,, byla aspon P.
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Pro zadané hodnoty vraci pfikaz invBinomialCDf (0.65,200,
0.4) hodnotu 83 jako nejmensi pocet aut s ESP, pro ktery je prav-
dépodobnost, Ze mezi 200 auty je nejvyse 83 vybaveno ESP, aspon
P = 0,65. Tim lze ziskat jen velmi hruby dolni odhad hledaného a,
a>83—80=3.

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
01 i

0 xdE X

60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94

——Binomické rozdéleni — —Normalni rozdéleni
Obr. 2

K vyfteSeni tllohy miiZeme vyuzit poznatku, ze binomické roz-
déleni 1ze pro p blizké 0,5 pfi n v Ffadu aspon desitek (déno je
p = 0,4, n = 200) dobfe aproximovat normalnim rozdélenim (viz
obréazek 8). Graf (kumulativni) distribuéni funkce normélniho roz-
déleni je soumérny podle bodu s z-ovou soutradnici odpovidajici
stfedni hodnoté, takze graf (kumulativni) distribuéni funkce bino-
mického rozdéleni v ptikladu lze povazovat za priblizné soumérny
podle bodu [80; binomialCDf (80,200,0.4)] ~ [80;0,53].

(33) binomialCDf (80,200,0.4)
— 0.56306621577

Hledejme hodnotu zj, (pocet aut s ESP), pro niz je pravdépodob-
nost, ze nadhodna velicina X je nejvyse rovna xj, priblizné aspon
0,53+ 0,65/2 = 0,855.

(34) xn:=invBinomialCDf (0.855,200,0.4)
— 87
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Podobné najdeme x4, pocet aut s ESP, pro ktery je pravdépodob-
nost, ze X je nejvyse rovno x4, aspoii 0,53 — 0,65/2 = 0,205.

(35) x4:=invBinomialCDf(0.205,200,0.4)
— 74

V takovém pfipadé je rozdil hodnot kumulativni distribuéni funkce
pro z;, a x4 — 1 pfiblizné roven 0,65 a vzhledem k ,symetrii®
grafu distribu¢ni funkce odpovidaji hodnoty z; a x4 — 1 bodam,
které jsou od bodu x = p = 80 pfiblizné stejné vzdaleny. (Nazor-
néji viz obr. 8.) Hledanou hodnotou a je nejmensi o € {|z), —
— 80|, |xqg — 80|, |xp, — 80| £ 1,|xq — 80| £ 1, ...}, pro které je
P(IX — p| < a) > 0,65. Rozdil hodnot (kumulativni) distribu-
¢ni funkce pro a = 7:

(36) binomialCDf (87,200,0.4)-binomialCDf(72,200,0.4)
— 0.7210380896

Rozdil hodnot (kumulativni) distribu¢ni funkce pro a = 6:

(37) binomialCDf (86,200,0.4)-binomialCDf (73,200,0.4)
— 0.6518430669

Rozdil hodnot (kumulativni) distribuéni funkce pro a = 5:

(38) binomialCDf (85,200,0.4)-binomialCDf (74,200,0.4)
— 0.5726536784

Dopliime, Ze po aproximaci binomického rozdéleni normalnim
bylo mozné vyuzit lo-pravidlo; hodnoty ndhodné veli¢iny X, ktera
ma normaélni rozdéleni, se od stfedni hodnoty lisi nejvyse o jedno o
s pravdépodobnosti zhruba 68 %. V zadané tloze se hodnoty né-
hodné veli¢iny X 1isi od 80 nejvyse oo = /n-p- (1 — p) = V48 <

< 7 s pravdépodobnosti 0,68. Postaci ovérit, ze lohu fesi a = 6.

B-CAS Geometrie — FeSeni

d) V modelu lezi bod M nad rovinou z;xy ve vzdalenosti 3 jed-
notky, coz odpovida % tsecky predstavujici v modelu kovovou
trubku. Celd tsecka méa délku 3 - g = 3,6 jednotek, proto je
3,6 - 0,8 = 2,88m délka kovové trubky ve skutecnosti. Vypocet

je zvladnutelny zpaméti, CAS-kalkulacka neni nutn4.
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Abstract

The article deals with the mathematical problems of Bavarian
matura given in May 2017. The problems of analysis, stochastic
and geometry are discussed for both of its parts A, B or B-CAS.
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