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MATEMATIKA

Sestup usporadanych trojic a Ctvefic

Mazx Forman

Abstrakt. Cilem tohoto ¢lanku je zkouméni jisté operace, kterou nazyvame
sestup uspofadanych trojic a ¢tvefic. Jde o matematicky problém s pomérné
jednoduchym zadanim, ale netrividlnim feSenim. Navic je zajimavé, jak pod-
statné se vysledky pro trojice a ¢tverice lisi. Tento ¢lanek navazuje na autorovu
praci SOC s nazvem Sestup uspoiddanych &tvefic z roku 2020.

Sestup usporadanych ctvefic

Sestupem ¢tveric zaCindme, protoze pravé to bylo naplni prace SOC,
a sestup trojic jsme zkoumali aZ nasledné. Sestup usporadanych ¢tvefic
pojednavéa o specialnich posloupnostech uspofadanych ¢tvefic, kde na
zacatku zvolime ¢tyfti libovolna ¢isla ni,no, ng, ng € R(')" . Prvni ¢len po-
sloupnosti je pravé tato ¢tvefice [n1,na,ns, ng). Dalsi ¢len posloupnosti
vznikne tak, Ze nahradime

[n1,n2,n3,n4] — [|n1 — nal, |n2 — n3|, |ng — n4l, [na — na].

Postup s odecitanim néasledné opakujeme znovu a znovu.
S konkrétnimi ¢isly vypada sestup napiiklad takto:

16,85, 33,11] — [69, 52, 22, 5] — [17,30, 17, 64] — [13,13,47,47] —
— [0,34,0,34] — [34,34, 34, 34] — [0,0,0,0].

Jak miZzeme vidét, sestup ¢tvefice kondi trividlnim cyklem [0, 0, 0, O].
Vyskyt trividlntho cyklu neplati pouze pro poé¢itani s prirozenymi ¢isly,
ale 1 pro po¢itani s nezapornymi realnymi (klidné iracionalnimi) &isly:

[e,3,v2,1] — [le—3|,3 - V2,vV2—1,|1 —e|] —
= [|le=3I-13-v2|,3-v2-|v2-1],
V2—1—[1—¢||,|[L—¢]—|e—3]|] =
=[e—Vv2,4-2v2,e—V2,2¢ — 4] -
= [e—V2—]4—2V2[, |4 —2vV2 — |e - V2|],
le = V2 —|2e —4]|,2e —4—|e — V2] =
=le+V2—4e+V2—4e+V2—4,e+vV2—4]—0,0,0,0]
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MATEMATIKA

Nyni stru¢né shriime vysledky, které jsme o sestupu ¢étvefic ziskali:
Jiny cyklus neZ trivialni neexistuje. Pokud je ¢tvefice sloZena z racionél-
nich ¢isel, pak sestup dojde vzdy do stavu [0, 0, 0,0]. Pro ¢tvefice sloZené
z realnych ¢&isel ale toto tvrzeni neplati, pfikladem jsou ¢tveFice ¢isel tizce
spjaté s tzv. tribonacciho konstantou.

Popisme si nyni vysledky blize. NiZe uvedené zakladni principy se-
stupu ¢étveric si dokazovat nebudeme.

Zakladni principy sestupu étveric nezapornych realnych cisel

1. Sestup konstantni ¢tvefice [a, a, a,a] konéi po jednom kroku v trivi-
alnim cyklu [0, 0,0, 0].

2. Pfi sestupu se nejvétsi Clen ¢tverice nemuze zvysit.

3. Ctverice [any, ang, ans, ang], kde a > 0, m4 stejny sestup jako ¢tve-
Fice [n1,m2,n3,n4] akordt vynasobeny konstantou a. Stejny sestup
maji také Gtvefice [n1,n2,n3,n4] a [a + n1,a + na,a + ng,a + nygl,
pricemz a € R je takové, ze i nova ¢tvefice obsahuje nezaporna ¢isla.
Stejné sestupy az na potfadi maji ¢tverice:

[n1,m2,n3,n4] & jeji cyklické permutace,

[n4,m3,n2,n1] a jeji cyklické permutace.

Pro x,y € (0,1) maji ¢tvefice [0,z,y,1] a [0,1 —y,1 — x, 1] stejné se-
stupy az na pofadi. Podobné maji stejné sestupy az na poradi ¢tvefice
[vav]-ay] a [071 7y71a1 *Z]

Na zékladé téchto zakladnich principi nyni dokdZeme nékolik lemmat
a vét.

Lemma 1. KaZdd nekonstantni étvefice md aZ na pofadi a mdsobent
kladnou konstantou stejny sestup jako nékterd z étveric tvaru [0, x,y, 1],
[0,z,1,y], kde =,y € (0, 1).

Drikaz. Toto tvrzeni vyplyva z bodi 3, 4 a 5. Jednoho z téchto tvarta do-
sahneme tak, Ze nejprve pomoci cyklické permutace prevedeme nejmensi
¢len na prvni pozici. Nasledné od vsech ¢lenit ode¢teme nejmensi ¢len
a nakonec v8echny ¢leny vydélime ¢lenem nejvétsim. Pokud nam vyjde
&tvefice [0, 1, z, y], tak podle bodu 5. ma stejny sestup az na potradi jako
[0,y,x,1].

Véta 2.
1. Sestup ctvefice [0,x,y, 1] pro z,y € (0,1) a x >y konéi nejpozdéji
po Ctyfech krocich v cyklu [0,0,0,0].
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2. Sestup ctvefice [0, x,1,y] pro z,y € (0,1) konéi nejpozdéji po Sesti
krocich v cyklu [0,0,0,0].

Dikaz. 1. [0,z,y,1] = [z,2 —y,1 — y,1] — [y,1 — z,y,1 — 2] —
- [|1—x—y|,|1—x—y|,|1—ac—y|,|1—ac—y|] - [0,0,0,0].

2. (0,2, 1,] — [2,1 2,1 — ] — |1 - 2a], |z — g1, |1 - 291, |2 — ],
kde nova Ctvefice je ve tvaru [a,b,c,b] a vytvorii sestup [a,b,c,b] —
— [la = b|,|c = 1|, |c— b|,|a — b|]. Ziskana Ctvefice je opét jednoduchého
- [|e—f|,|e—f|,|e—f|,|e—f|]—> [0,0,0,0].

Véta 3. V sestupu ctvefic se neobjevuge jing nez trividlni cyklus [0, 0,0, 0].

Diikaz. Zkoumejme, které nekonstantni ¢tverice mohou byt souéasti cyklu.
Podle lemmatu [Il sta¢i zkoumat ¢tvefice tvaru [0, z,y, 1], [0,z,1,y], kde
x,y € (0, 1).

Dale podle véty B vidime, ze ¢tvefice [0,z,y,1] pro z,y € (0,1) a
x> yal0,z,1,y] kondi po par krocich v [0, 0, 0, 0] a samy souc¢asti cyklu
tedy nejsou. Zbyva zjistit, zda muZe byt ¢tvefice [0,z,y,1] pro z < y
soucasti cyklu. Provedme dva kroky:

[vavya]-] - [xayfxv]-*ya]-] - [|y—2x|,|1—2y+x|,y,1—x].

Pokud z > 0 a y < 1, pak mé nova ¢tvefice vSechny ¢leny mensi nez 1,
tedy podle bodu 2 neni pivodni ¢tverice soucésti cyklu.
Pokud x = 0, pak

[070,% 1] — [O7y51 - Y, 1] — [ya|1 _2y|ay7 1] —
= (11 =2yl =yl ly =1 —2y][,1 —y, 1 -y,

coZ je opét Ctverice, kterd ma vSechny ¢leny mensi nez 1.
Podobné pokud y = 1, pak

0,2,1,1][z,1 —2,0,1] = [|1 — 22|,1 —2,1,1 — 2] —
- [|1*£B*|1*2:C||,:C,:C,||172:C|*1+£B|],

coZ je opét Ctvefice, kterd ma vSechny ¢leny mensi nez 1.
Zaver zui, Ze soucasti cyklu je pouze konstantni ¢tvefice [0, 0,0, 0].

Véta 4. Sestup kaZdé raciondlni ctvefice konéi v cyklu [0,0,0,0].

Rocnik 95 (2020), cislo 4 3



MATEMATIKA

Drikaz. Podle bodu 3 mé racionélni ¢tvefice stejny sestup az na nasobeni
pfirozenym &islem jako Gtvefice nezapornych celych &isel [nq, na, ns, na4l,
kterou ziskame tak, Ze kazdy ¢len racionalni ¢tvefice vynasobime soudi-
nem jmenovateli vS8ech ¢lend. Podle bodu 2 mame jen kone¢né mnoho
Gtvefic, které sestup [ni,ng, ns, ny) miuZe obsahovat, je tedy zfejmé, Ze se
po Case dostaneme do nékteré ¢tvefice znovu, a tudiz se sestup zacykli.
A podle véty [ to bude cyklus trivialni.

Vé&ta 5. Sestup ctverice ve tvaru [0,z,y,1] pro z,y € (0,1) nedosdhne
trividlnitho cyklu [0,0,0,0] pro

1 T+1
[o,x,y,1]=[0 * ]

7%7?7

kde T je tribonacciho konstanta. Sestup nekoncici trividlnim cyklem md
také ctverice

T+1 1 1 T+1
[0,17]%171‘,1]: [Oalﬁalﬁvl] = [Oa?a?a]}

Tribonacciho konstanta je jedingm redlnym Fesenim rovnice x° = x2 +
+ x + 1, jeji hodnota je priblizne T = 1,839286. ..

Ditkaz. CtveFice [O, %, TTt,l, 1] vytvoii sestup

0 1 T—l—l1 . 1 1 1 1
7T3) T3 ? T35T27T7 ?

kde ode¢tenim nejmensiho ¢lenu dostaneme

1 1 1 1 1 1 1 T+1
[0’ ™ 7o et T3] - <1 T3> {0’ T3 T3 ’1] '
Podle bodu 3 a 4 ¢tvefice nevytvoii trivialni zacykleni.

Domnivame se, Ze pro vSechna ¢isla x, y rizna od téch z vty Bl konci
sestup [0,z,y,1] v [0,0,0,0]. Toto tvrzeni zatim neumime dokazat, ale
potvrzuje ho graf, kde program dosazoval &isla x, y do ¢tvefice [0, z, y, 1],
kde x,y € (0,1), a vynasel délky sestupu do grafu. Jak miizeme vidét, na
grafu se opravdu tvoif dva vrcholy kolem bodt [0,1/T3, (T + 1)/T3,1]
a [0,1/T, (T + 1)/T?,1]. Dale je vidét, ze graf je symetricky podle osy
y = 1 — x, coz odpovida bodu 6.
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Obr. 1: Délky sestupi pii dosazovani z a y do [0,z,y,1], kde 0 <z <y < 1.
(Zdroj: Josef Tkadlec)

Sestup usporadanych trojic

Analogicky zavedeme sestup uspofadanych trojic jako posloupnost
usporddanych trojic, kde na zac¢atku zvolime tfi libovolné ¢&isla nq,ns,
ns € Ra' . Dalsi ¢len posloupnosti vznikne tak, ze

[n1,n2,n3] = [|[n1 — na|, |ne — nsl, |ng — nal].

Stejné jako tomu je u sestupu uspofadanych ¢tvefic, postup s odeci-
tanim nésledné opakujeme znovu a znovu. S konkrétnimi &isly vypada
sestup napf. néasledovné:

[3,7,1] = [4,6,2] = [2,4,2] — [2,2,0] — [0,2,2] — [2,0,2] — [2,2,0].

Shriime opét strucéné vysledky pro sestup trojic: Na rozdil od sestupu
Gtvefic se u sestupu trojic objevuje netrivialni cyklus o tfech krocich (jak
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je vidét ve vyse uvedeném piikladu). Do takového cyklu o tfech krocich
sestoupi kazda trojice racionalnich ¢isel, kromé trojic, kde jsou v8echna
¢isla stejna. VétSina trojic redlnych ¢isel mé nekoneCny sestup, ktery
nekon¢i cyklem.

Zakladni principy sestupu nezapornych realnych trojic:

1. U sestupu trojic nedojde k trivialnimu zacykleni, pokud neplati, Ze
n1 = nNg = Nns.

2. Pfi sestupu se nejvétsi ¢len trojice nemuze zvysit.

3. Sestup trojice [any, ang, ans], kde a > 0, vznikne ze sestupu trojice
[n1, n2, ng] vynasobenim konstantou a.

4. Sestup také neovlivni, pokud ke vSem €leniim trojice [ni,na, ng] pii-
¢emz a € R tak, Zze zachovame nezapornost.

5. Stejné sestupy aZz na pofadi maji trojice [ni,na,ns] a vSechny jeji
permutace.

Lemma 6. KazZdd nekonstantni trojice md az na potadi a ndsobent klad-
nou konstantou stejny sestup jako néjakd trojice [0, z, 1], kde x € (0, 1).

Diikaz. Na zakladé bodu 3 a 4 dosdhneme tohoto tvaru tak, ze nejprve
odecteme od vSech ¢lent trojice nejmensi ¢len a nasledné vSechny Cleny
vydélime ¢lenem nejvétsim. Trojici nasledné pomoci permutace pieve-
deme na tvar [0, x,1].

Vé&ta 7. Trojice je soucdsti cyklu, pouze pokud je permutact [0,t,t], pro
néjaké nezdporné t.

Diikaz. Sta¢i se omezit na zkouméani trojic [0, z, 1], kde = € (0,1).
1. Pro x = 1 je trojice [0, 1, 1] soucasti cyklu:

0,1,1] = [1,0,1] — [1,1,0] — [0, 1,1].
2. Pro x = 0 neni trojice [0, 0, 1] sou¢asti cyklu:
0,0,1] — [0,1,1] — [1,0,1] — [1,1,0] — [0, 1,1].
3. Pro z € (0,1) neni trojice [0, z, 1] soucasti cyklu:
0,z,1] = [z,1 —2,1] = [|1 — 2z|,z,1 — z],

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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kde ziskana trojice ma maximalni ¢len mensi nez 1, a proto [0, z, 1] se uz
v sestupu nikdy neobjevi podle bodu 2.

Podle lemmatu [0l je zifejmé, Ze vSechny trojice, které jsou soucésti
cyklu, ziskAime permutaci a vynésobenim kladnou konstantou z trojice
[0,1,1].

Véta 8. Kazdd nekonstantni trojice nezdporngch raciondlnich cisel se-
stoupt do cyklu [0,t,t], kde t € Q, t > 0.

Dikaz. Kazda takovato trojice ma stejny sestup, az na pofadi a né-
sobeni kladnou racionélni konstantou, jako néjaka nekonstantni trojice
[n1,m2,n3] nezapornych celych &isel. Podle bodu 2 méme jen kone¢né
mnoho trojic, které sestup [n1,ng,n3] mize obsahovat, je tedy zfejmé,
7ze se po Case dostaneme do stejné trojice, a tudiz se sestup zacykli.
A podle véty [7 to bude cyklus obsahujici [0, a, a] pro néjaké pfirozené a,
tudiz ptivodni trojice sestoupi do cyklu obsahujiciho [0, ¢, t] pro n&jaké ¢
racionélni.

Véta 9. Sestup trojice [0,x,1], kde x je iraciondlni cislo z intervalu
(0,1), nekonci cyklem (ani trividlnim [0,0,0]).

Diikaz. Po prvnim kroku dostaneme [0,2,1] — [z,1 — z,1]. Nova tro-
jice ma na zékladé bodi 3, 4 a 5 stejny sestup az na poradi a nasobeni
kladnou konstantou jako [0,y, 1], kde y = % je opé&t iracionalni z in-

tervalu (0,1). Aby se objevil cyklus, muselo by podle véty [ byt y = 1,
coz ale nikdy nenastane. Sestup se tudiz nikdy nezacykli.

Ducci sequences

Problém sestupu se mné i mym spolupracovniktim zdal piilis hezky
na to, aby ho nikdo pfed nami nezkoumal. Dlouho jsme ale na zadné po-
dobné vysledky nenarazili. Nedavno jsme v8ak zjistili, Ze problém je pod
nazvem Ducci sequences nebo také n-number game velmi dobfe prozkou-
many. Napiiklad tvrzeni, Ze tribonacciovska ¢tverice je v principu jedina,
kterad vede k nekone¢nému sestupu, dokazal v roce 1949 Moshe Lotan
(https://scholar.google.com/scholar?q=M.+Lotan%2C+A+problem+
in+difference+sets).

Podé&ékovani

Vysledky své prace soC jsem podstatné obohatil ve spolupraci s doc.
Ing. Cubomirou Dvotakovou, Ph.D., a Josefem Tkadlecem, Ph.D., kte-
rym velmi dékuji.
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