Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Jan Cermék; Tomés Kisela; Ludék Nechvatal
Nékolik poznédmek ke zlomkovému kalkulu
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 65 (2020), No. 3, 157-174

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/148356

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematika a fyzikd, 2020

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents strictly for
personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
\J http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/148356
http://dml.cz

Néekolik poznamek ke zlomkovému kalkulu

Jan Cermdk, Tomds Kisela, Ludék Nechvdtal

Abstrakt. Clanek p¥inési zékladni pohled na oblast tzv. zlomkového kalkulu, tedy partii mate-
matické analyzy, kterd je vénovana derivacim necelociselnych 14du a souvisejicim otédzkam. Je
zde popséan historicky vyvoj tohoto pojmu, vCetné motivaci a aplikaci. Specialné se pak text
zaméruje na oblast diferencidlnich rovnic s necelociselnymi derivacemi, na zékladni otdzky
spojené s jejich vySetfovanim a také na nékteré nové vyzvy, které tato disciplina prinasi.

1. Spojita rozsireni nékterych diskrétnich operaci

Historie matematiky zna radu pripadi, kdy operace, které mély ptivodné smysl pouze
pro pfirozené (¢i celo¢iselné) hodnoty uvazovaného parametru, nasly své opodstatnéni
i v pripadech, kdy je tento parametr uvazovan z oboru realnych ¢isel. Klasickym pri-
kladem v tomto sméru je rozsireni operace n! pro necelo¢iselné hodnoty n. Otazka,
jak provést toto spojité rozsireni, je ve své obecnosti znacné komplikovana a ma casto
nejednoznacné reseni. Spolecnou vlastnosti téchto rozsireni je skutecnost, ze v pripadé
zpétné redukce na celociselné hodnoty parametru zustanou zachovany hlavni defini-
torické ¢i jiné vyznamné vlastnosti dané operace. Pri spojitém rozsiteni je tedy treba
casto rozhodnout, které vztahy povazujeme pro danou operaci za natolik nosné, ze
jejich platnost pozadujeme i pro neceloc¢iselné hodnoty daného parametru.

1.1. Faktorial a funkce T

Zkusme se touto optikou podivat na rozsifeni operace n! pro vSechny kladné redlné
hodnoty parametru n. Timto rozsitenim je dobfe zndmé funkce I' se svym integralnim
vyjadienim

o0

I(z) = /exp(fs)sm_1 ds, z€(0,00),
0

jehoz autorem je A. M. Legendre (1752-1833). Stejné zndmou skutecnosti je pak vztah
I'(n) = (n — 1)! pro vSechny pfirozené hodnoty n (pfipomenme, ze klademe 0! = 1).
Jestlize pii konstrukci funkce I' vyjdeme pravé z vlastnosti

nl=nn-1), n=1,2 ...,

pak pri prislusné interpolaci hleddme funkci f vyhovujici funkcionalni rovnici

f(CL' + 1) = :Ef(.’L'), x € (07 OO)’ (1)
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kde v souladu se vztahem 0! = 1 pozadujeme platnost podminky f(1) = 1. Lze
snadno ovérit, ze funkce I' této funkciondlni rovnici vyhovuje; zajimavéjsi je vsak
opacna otazka, totiz nakolik je funkce I' touto vlastnosti charakterizovana jednoznacné.
Neni tézké zjistit, ze spojitych funkci vyhovujicich této rovnici existuje nespocetné
mnoho (presvédéit se o tom muZeme napi. metodou krokt, kterd vyzaduje predepsani
hodnot na intervalu (0, 1)). Je proto tfeba k rovnici (1) pfidat jesté dalsi podminku ¢i
podminky. Touto dodatec¢nou podminkou muze byt logaritmicka konvexnost funkce f
(tato vlastnost je minéna ve smyslu, Ze slozeni log of je konvexni funkce). Plati tedy
nasledujici zajimavy vysledek, poprvé dokdzany danskymi matematiky H. Bohrem
(1887-1925) a J. Mollerupem (1872-1937):

Splituje-li funkce f vlastnost (1), podminku f(1) = 1 a je-li navic logaritmicky
konvexni na (0, 00), pak f =T na (0, o).

Uvedeny zavér popisuje, které vlastnosti funkce I' jsou natolik silné, ze ji jedno-
znacné charakterizuji. Neni asi pfekvapujici, ze tstfedn{ vlastnosti je pravé vztah (1)
doplnény podminkou f(1) = 1. Pozadavek logaritmické konvexnosti lze nahradit i ji-
nym typem podminek, jez rovnéz zarudi jednoznacnost funkce I' (podrobnéjsi infor-
mace k této problematice 1ze nalézt napt. v [5] nebo [9]).

1.2. Neceloéiselné iterace funkci

Predchézejici klasicky priklad rozsiteni faktoridlu i pro necelociselné hodnoty argu-
mentu nebyl vybran nahodné. Toto rozsifeni vyzaduje vétsina hlavnich pristupt fe-
sicich otazku, ktera tzce souvisi se zakladnim tématem tohoto prispévku — totiz jak
rozumneé zavést pojem derivace funkce, jestlize za rad této derivace pripustime i nece-
lo¢iselné hodnoty. Nez pristoupime k diskusi této otazky, uvedeme jesté jiny souvisejici
problém, kterym je zavedeni pojmu necelociselné iterace dané funkce.

Uvazujme redlnou funkci g, jejimz definiénim oborem jsou pro jednoduchost
vsechna redlnd cisla. Pak lze pro vsSechny pfirozené hodnoty n = 2, 3, ... zavést
n-tou iteraci g" funkce g jako g" = go g"~! (klademe pfitom g! = g). Je-li navic g bi-
jekce mnoziny realnych ¢isel na sebe, pak mé smysl rozsirit toto zavedeni i pro zaporné
celoéiselné hodnoty n, a to pomoci iterace inverzni funkce g—'. Koneéné ¢° chdpeme
jako identickou funkci. Tim jsou zavedeny celo¢iselné iterace dané funkce g. Zabyvejme
se otazkou, jakym zptisobem by se dal zavést pojem necelociselné iterace funkce g.

Na rozdil od predchazejiciho prikladu, kde uziti faktoridlové rovnice pro charak-
terizaci funkce I' bylo viceméné evidentni, vyzaduje vybér klicového vztahu, ktery
uzijeme pro neceloc¢iselné rozsifeni pojmu iterace funkce, mensi zamysleni. Na zakladé
vlastnosti plynoucich z operace skladani funkci vime, Ze pro vSechna redlnd ¢ plati

(g" 0 g™)(t) = g™ "™ (t), m,n €.

Polozime-li nyni F(t, n) = g"(t), kde t € R a n € Z, lze predchdzejici vatah pfepsat
do tvaru

F(F(t,m),n)=F({t,m+n), teR, m,néeZ.

Tuto rovnici mizeme formalné rozsitrit i pro redlné hodnoty m, n, ¢imz dostdvame

F(F(t,u),v)=F(t,u+v), t,u,veR. (2)
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Vztah (2) je z teorie funkcionalnich rovnic dobfe zndm pod ndzvem translacni rovnice.
Doplnime-li k této rovnici podminku g' = g, tedy vztah

F(t, 1) =g(t), teR, (3)

pak lze za urcitych predpokladi nalézt jednozna¢né feseni problému (2), (3), coz pro
danou funkci g umozni zavedeni pojmu jeji iterace redlného radu a ve tvaru

g“(t)=F(t,a), t,aceR.

Poznamenejme, Ze kromé polské Skoly (spojené predevsim se jmény M. Kuczma,
B. Choczewski a M. Zdun), jejiz pfinos k teorii spojitych iteraci je zcela zdsadni, nese
vyzkum v této oblasti i ¢eskou stopu. Hleddnim podminek, za kterych je dand funkce
vhodnou reédlnou iteraci jiné dané funkce, se zabyval mj. také vyznamny brnénsky
matematik FrantiSek Neuman (1937-2018).

1.3. Necelociselné derivace funkci — intuitivni pohled

Nyni se jiz zaméfime na otdzku, jak lze pro danou funkci zavést pojem jeji derivace
necelociselného radu. Zde je diskuse onoho nosného vztahu, ktery by predstavoval za-
klad pro takové rozsiteni, o poznani tézsi. I proto existuje riiznych pristupu k zavedeni
derivace necelociselného fadu hned nékolik, jejich prehled zasazeny do historického
kontextu ponechame radéji do samostatné kapitoly. Nyni zminime alespon nékolik in-
tuitivnich predstav, jak by mohla vypadat derivace necelociselného rddu pro nékteré
pevné zvolené zakladni elementarni funkce. Abychom mohli pozadované rozsireni for-
malné snadno provést, omezime se na pripady, kdy je znam rekurentni predpis pro
obecnou celoc¢iselnou derivaci dané funkce.

Vyjdeme proto (nikoliv pfekvapivé) z funkce exponencidlni, s niZ je spojen zndmy
vztah pro jeji n-tou derivaci

d™ exp(at)

=a" exp(at).
T p(at)
Je-li a > 0 realné cislo, pak lze tento vztah formalné prepsat do tvaru
d® exp(at)
G a® exp(at), (4)

ktery muzeme prohlésit za derivaci redlného fddu « > 0 dané exponencialni funkce.
V pripadé zakladnich goniometrickych funkci 1ze postupovat obdobné. Protoze

d" sin(t) _ “in (t N E) N d" cos(t) _ cos (t n E)
dtn 2 dtn 2 /)’
je prirozené zavést derivaci redlného fadu a > 0 téchto funkei ve tvaru
d® sin(t) _ Sin(t n ﬂ) . d® cos(t) _ Cos(t n ﬂ)
dte 2 dte 2
Koneéné v pripadé (pfirozené) n-té derivace mocninné funkce s prirozenym exponen-
tem m plati (pfi m = n)
dnem m!
den (m —n)!
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Odtud tedy mtzeme uvazovat rozsifeni tohoto vztahu ve tvaru
a4m

deem I'(m+1) pm—a (5)

de Pm—a+1)
a to pro libovolnou redlnou hodnotu 0 < @ < m + 1. VSimnéme si pritom, ze vyraz na
pravé strané (5) je uveden ve tvaru, ktery umoziiuje nahradit pfirozeny mocnitel m ve
funkci ¢™ libovolnou realnou hodnotou 8 > a — 1. Navic pfi vhodném alternativnim
zavedeni funkce I', pripoustéjicim i zdporné hodnoty jejtho argumentu, lze uvazovat
jesté obecnéjsi hodnoty « a 5.

Uvedeny pristup je pochopitelné specificky pro konkrétni typ funkce. Nas vsak
ale zajimaji — stejné jako v pripadé spojitych iteraci — moznosti zavedeni derivaci
necelociselnych fada pro obecné chiapanou funkci. Jak se diskuse matematiki k této
otazce vyvijela, uvedeme v nésledujici kapitole.

2. Historicky vyvoj zaklada zlomkového kalkulu

Myslenka zobecnéni fadu derivace ¢i integralu do necelo¢iselnych hodnot byla pritomna
prakticky ihned od vzniku samotného kalkulu, a to pfedevsim jako zajimava matema-
ticka hricka. Po staleti byla tato myslenka rozvijena spise ,mimochodem*, ponévadz
trpéla nejen absenci primé aplikace, ale i jednoticiho pristupu k této problematice.
V nedavné dobé vsak doslo v obou téchto smérech k vyznamnému prilomu a praveé
v souvislosti s derivacemi neceloCiselnych rada zacala byt budovana teorie, kterd se
rychle zaradila mezi vyznamna a hojné studovana odvétvi matematické analyzy.

2.1. Prvotni tvahy

Jednou z prvnich dochovanych zminek o zlomkovém kalkulu je korespondence mezi
G.W. Leibnizem (1646-1716) a G. 'Hospitalem (1661-1704) z roku 1695, kde je dis-
kutovana moznost zavedeni derivace polovi¢niho fadu. Kromé Leibnize, ktery toto
téma zminuje i v dopisech J. Bernoulliovi (1667-1748) ¢i J. Wallisovi (1616-1703),
se myslenky neceloc¢iselné derivace ve svych pracich dotykd také rada dalsich svéto-
vych matematiki své doby. Mezi jinymi napt. L. Euler (1707-1783), zminujici kolem
roku 1730 souvislosti s interpolacemi, nebo P.S. Laplace (1749-1827), ktery roku 1812
navrhuje tvar zlomkové derivace pro funkce reprezentovatelné jistym integralem. Pro-
blematikou se zabyval také S.F. Lacroix (1765-1843), ktery v roce 1819 formdalné
zobecnil vzorec pro derivaci mocninné funkce; specidlné pritom uvadi vztah

oy
dti/z — r’
Rovnéz J.B. J. Fourier (1768-1830) diskutoval moznost formalniho zavedeni derivace

necelociselného radu. Vychazel pritom ze své integralni reprezentace funkce, na jejimz
zékladé zminuje v roce 1822 vyjadreni

TIO _ L[5 [ cos (e -+ %) apa

— 0o

kde o mize nabyvat jakékoliv redlné (kladné nebo zadporné) hodnoty.
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2.2. Krize zlomkového kalkulu

O prvni vyuziti zlomkového kalkulu se roku 1823 postaral N. H. Abel (1802-1829), a to
pri feSeni dlohy o tautochroné. Jim odvozend integrélni rovnice je totiz (z dnesniho
pohledu) diferencidlni rovnici polovi¢niho fadu, a proto byva v nékterych zdrojich ele-
gance Abelova Feseni oznacovana za mozny impuls pro dalsi vyvoj zlomkového kakulu.

Jednim z prvnich matematikd, vénujicich se zlomkovému kalkulu soustavnéji, byl
J. Liouville (1809-1882), ktery k tématu publikoval nékolik delsich stati. Vyvinul dva
pristupy k zavedeni zlomkové derivace. U prvniho vyuzil rozvoje dané funkce do fady
exponencialnich funkci. Za nosny vztah, umoznujici potifebné spojité rozsiteni radu
derivace, pak zvolil vzorec pro opakovanou derivaci exponencidlni funkece (viz (4)).
Tim ziskal vyjadfeni

d*f(t)
dte

= Z Cnaz eXp (ant)a kde f(t) = Z Cpn €Xp (ant)
n=0 n=0

({an} a {cn} jsou vhodné redlné posloupnosti). V této souvislosti dodejme, Ze stejnou
myslenku lze aplikovat i v pripadé rozvoje funkce do mocninné fady s naslednym
vyuzitim vztahu (5). U druhého pristupu, uvazovaného pro funkce neohranic¢ené v okoli
pocatku, definoval

a8 (“)T(B+a), s,

Er S V) , B>0, (6)

kde (—1)® = exp(i ar) (zlomkovéd derivace tedy méni redlnou funkci na komplexni).
I kdyz byly obé definice tispésné aplikovany v teorii potencialu, svym pouzitim jen pro
specidlni typ funkci se zaradily po bok ostatnim, do té doby publikovanym pokustm.

Roztristénost jednotlivych pristuptt vedla k cetnym rozporim, které béhem let
1835-1850 vygradovaly okolo dvou definic. Prvni definice, se kterou pracovali uz La-
croix ¢i Abel, byla postavena na zobecnéni derivace mocninné funkce t# (8 > 0),
zatimco druhd, pochézejici od Liouvillea, pracovala s mocninou zdpornou (viz (6)).
Do nésledné diskuse se zapojilo mnoho osobnosti véetné G. Peacocka (1791-1858),
P. Kellanda (1808-1879) ¢i A. De Morgana (1806-1871). Za zminku stoji také ¢la-
nek W. Centera z roku 1848, kde jsou oba pfistupy aplikovany na konstantni funkci.
Je zde konstatovan rozpor v limitnim p¥ipadé 3 — 07, kdy podle prvniho p¥istupu
(dle Lacroixe) dostavame (v/7t) ™!, zatimco podle druhého (dle Liouvillea) dostavame
nulovou funkci.

B. Riemann (1826-1866) béhem studif kolem roku 1845 (vyddno 1892) hledal zo-
becnéni Taylorovych polynomu a odvodil vztah pro integral necelociselného radu «

t

s = [ i ac v
I(c) ’
a
avSak nedokézal se vyporadat s pomocnou funkci W, ktera je disledkem neurcitosti
dolni meze a. Otazky spojené s touto pomocnou funkei spolu s rozpory ve starsich
definicich vyznamneé snizily zajem o zlomkovy kalkulus.
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Roku 1869 se N.J. Sonin (1849-1915) a A.V. Letnikov (1837-1888) pokusili zo-
becnit komplexni Cauchyho integralni formuli pro derivaci n-tého radu. Pii dosazeni
necelociselnych hodnot n se vSak v argumentu integralu misto pdlu objevil bod vétveni,
coz se jim nepodafilo uspokojivé vytesit. Az roku 1884 P. M. H. Laurent (1841-1908)
vyuzil pro prekonani bodu vétveni Riemannovy plochy, ¢imz dospél k zavedeni inte-
gralu redlného radu a > 0 dané funkce f ve tvaru

t

rwy = [0 e ae, o 7

de50) = [CEh—r© de 1> @
a

kde a je redlnd konstanta. Dostavime tak Riemannovu definici, ale bez pomocné

funkce. Poznamenejme, Ze pro prirozené hodnoty « se tento vztah redukuje na tzv.

Cauchyho formuli pro n-ty integral funkce f

t gn 52 i

/(/ - (/f(é‘l) A1) . dgy 1) dé = /%f(é) de.

a

Ptedpis (7) je v soufasnosti nejéastéji uzivanou definici zlomkového integralu. Jinak
vyjadieno, zminéna Cauchyho formule je vSseobecné povazovana za onen potrebny za-
kladni vztah, jehoZ rozsifenim i pro necelociselné hodnoty n dospéjeme k zavedeni
pojmu zlomkovy integral.

Za odpovidajici zobecnéni derivace je pak povazovana tzv. Riemannova—Liouvil-
leova zlomkova derivace fadu a > 0, zavedend sloZzenim zlomkového integralu radu
[a] — a a celoéiselné derivace fddu [a] (kde [«] je nejmensi celé &islo vétsi nebo
rovné a), tj.

dlel o qfel [ (¢ — &)fal-a-1
D F0) = ey ol 0 = Gy [V (O 06 ®

a

Dalsi pristup k zavedeni zlomkové derivace je zalozen na samotné definici derivace
prvniho (a obecné n-tého) fddu. Za ustiedn{ vztah je tedy povazovdno vyjiadieni

THO L (m
i = pim 1 >0 () e - m),

J=0

kdy ndhradou pfirozeného &isla n redlnou hodnotou « > 0 (a uzitim nékterych dalsich
obrat) dostdvame tzv. Griinwaldiv—Letnikoviv zlomkovy operator, zavedeny v letech
1867-1868 vztahem

[

SDpf(t) = lim = 3 (-1 (‘;‘)f(tjm,

h—0 h& 4
J=0

ze kterého lze ziskat nejjednodussi numerické aproximace prislusnych operatort.
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2.3. Moderni pristupy

Béhem 20. stoleti se zlomkovy kalkulus rozvinul naplno, pricemz se zacaly studovat i di-
ferencidlni rovnice s neceloc¢iselnou derivaci nezndmé funkce. Mezi prvni z nich patrila
rovnice DY/2y(t) = y(t)/t, jejiz mozna feSeni i vyznamy operatoru poloviéni derivace
byly diskutovdny kolem roku 1918 (jeden z navrhovanych postupi vychdzel z Liou-
villeova vzorce (6) rozsifeného i pro zadporné hodnoty (). Objevily se dal$i pfistupy
k definici zlomkové derivace, napt. Erdélyiova—Koberova definice ve 40.-50. letech ¢i
Rieszova definice pro funkce vice proménnych kolem roku 1949. V aplikacich se v sou-
casnosti vedle Riemannovy—Liouvilleovy derivace nejvice uplatiiuje Caputova derivace
zavedend roku 1967, ktera oproti Riemannovu—Liouvilleovu pristupu zaménuje poradi
operaci zlomkové integrace a celociselné derivace, tedy

t

Do (1) = 11710 e (g = /w £ ) ag. (9)
I e F(la]— o)
a

Tento piistup neni z teoretického hlediska prili§ obohacujici (jde jen o preskladdni
zlomkovych operdtoru). Zohledriuje vSak potfeby technické praxe v tom smyslu, Ze
jakakoliv Caputova derivace konstantni funkce je nulova, a poc¢ateéni podminky pro
prislusné Caputovy diferencidlni rovnice vyuzivaji pouze hodnot celo¢iselnych derivaci.

Zlomem v dals$im vyvoji zlomkového kalkulu byl rok 1974, kdy University of New
Haven, CT (Spojené staty) usporddala prvni mezindrodni konferenci vénovanou zlom-
kovému kalkulu a byla vyddna prvni kniha shrnujici dosavadni poznatky (viz [7]).
Od této doby zacaly zlomkové diferencidlni rovnice (tj. rovnice s derivaci necelo¢i-
selného T4du) plnit roli ¢im dal vyznamnéjsi alternativy k nelinedrnim (¢ mnohopa-
rametrickym linedrnim) diferencidlnim rovnicim pouzivanym pro popis komplexnich
jevit v modernich oblastech teorie T{zeni, biologie (difuze v bunéénych strukturach),
chemie, materidlovych véd (dynamické vlastnosti polymert), aproximace experimen-
talnich dat, obrazové analyzy, elektrickych obvodu (kapacitni vlastnosti organickych
materiali) ¢i ekonomie.

Vyuziti zlomkovych diferencialnich rovnic neni opodstatnéno pouze dobrou shodou
ziskanych vysledku s pozorovanou skutecnosti. V radé pripada je volba konkrétniho
zlomkového modelu odtavodnéna fyzikalné, pricemz toto odivodnéni vétsSinou souvisi
se schopnosti zlomkovych operatoru zohlednit (diky pfitomnému integrélu) ,historii“
nezndmé funkce. Je tomu tak napiiklad u modelu difuze v bunéénych strukturéch,
kde je zlomkova derivace zahrnuta na zakladé predpokladu, ze Sifici se ¢astice mize
byt v kazdém misté na urcity ¢as zadrzena (¢imz je simulovdna role bunéénych stén
efektivné zpomalujicich difuzni proces). Obecnéji 1ze Fici, Ze se zlomkovy diferencidlni
operator uplatnuje pfi modelovani jevl v prostredich, kterd vykazuji silnou heteroge-
nitu. Takovymi prostfedimi jsou napiiklad rtizné porézni materidly (ty vyuzivaji ke
svému popisu pojmu jako je fraktdlni dimenze). Dva jednoduché zlomkové modely
jiného typu pak zminime v kapitole 4.

Poznamenejme jesté, ze smyslem této kapitoly bylo predevsim dokumentovat histo-
rické souvislosti pri zavadéni pojmu zlomkové derivace. Proto jsme zde nespecifikovali
tridy funkci, pro které dané operace maji smysl, ani typy uzitych integrala v prislus-
nych definicich (pro zékladni predstavu lze uvazovat integraly v Riemannové smyslu).
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3. Zakladni vlastnosti zlomkovych operatoru

7 uvedeného historického prehledu vyplyva, ze pristupy k zavedeni pojmu zlomkové
derivace se rizni, stejné jako samotné definice. Je proto prirozené se ptat na souvislosti
mezi témito zavedenimi. Nezapomenme pfitom ani na tvahy provedené v odstavci 1.3,
které naznacily, jak by mohly vypadat derivace neceloc¢iselnych radt pro nékteré kon-
krétni typy funkci. V této kapitole se proto nejprve vyjadiime k témto otdzkam a poté
uvedeme struc¢ny prehled zakladnich vlastnosti Caputovy derivace.

3.1. T¥i hlavni definice — nékteré jejich vlastnosti a souvislosti

Mezi nejuzivanéjsi zavedeni zlomkové derivace patii definice Riemannova—Liouvilleova,
Griinwaldova—Letnikovova a Caputova. Vsechna tato zavedeni predstavuji operace li-
nearni (stejné jako v celo¢iselném ptipadé), nikoliv viak lokaln{! (na rozdil od celodi-
selného piipadu). Pfesnéji vyjadieno, zavedené zlomkové derivace funkce f v bodé ¢
zohledtiuji vSechny funkéni hodnoty funkce f na intervalu (a, t). Na volbé bodu a
tedy obecné zalezi, nebot reprezentuje pocatek, od kterého se o funkci zajimame. Pro
ilustraci role bodu a se mizeme vratit ke vztahim uvedenym v odstavci 1.3, které
jsme navrhli jako ,,rozumnd*“ zlomkova rozsiteni vztahu pro celociselné derivace nékte-
rych zdkladnich elementérnich funkei. Lze pomérné snadno ovéfit, ze napft. vztah (4)
dostédvame pomoci (8) pfi a — —o0, zatimco (5) plyne z (8) pro a = 0.

Uvazované zavedeni nejsou ekvivalentni, kazdé z nich ma své specifické vlastnosti;
lis{ se zejména tTidy derivovatelnych funkci. My zde uvedeme alespon nékolik obecnych
pozndmek v tomto sméru (presnéjsi informace lze nalézt v monografiich [3], [4] a [8]).

(i) VSechny definice jsou navrzeny tak, aby se z pfislusnych zlomkovych derivaci pro
a =n € N stala standardni derivace radu n.

(ii) Pro dostateéné hladké funkce na uzavieném intervalu {(a, b) splyva Riemannova—
Liouvilleova definice s Griilnwaldovou-Letnikovovou pro vSechna ¢ € (a, b).

(iii) Bez dodateénych podminek obecné neplati skldddni zlomkovych derivaci, tj. ne-
plati analogie znamého vztahu (f™)") = f(m+n) kde m, n € N.

(iv) Za urcitych predpokladi kladenych na danou funkci f plati analogie zdkladn{ véty
integralniho poctu, tj. zlomkova derivace fadu « aplikovana na zlomkovy integral
rfadu « z funkce f dava zpét funkci f.

(v) Pii a — —oo splyva Caputova derivace s Riemannovou-Liouvilleovu derivaci (po-
kud existuji).

(vi) Existuji vzorce pro zlomkovou derivaci sou¢inu (analogie Leibnizova pravidla) a slo-
Zené funkce (analogie Fetizkového pravidla). Tyto vzorce se opét lisi v zavislosti
na zvolené definici, vzhledem ke své slozitosti nejsou prili§ pouzivany.

LV literatufe je zndmo i nékolik pokusti o lokalni definici zlomkové derivace, do soucasnosti se jim
vSak nedostalo vétsi pozornosti.
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3.2. Caputova zlomkova derivace

Protoze se v dalsich kapitolach budeme zabyvat pouze problémy s Caputovou derivaci,
podivejme se na tento pristup dukladnéji. Zacneme s vlastnosti, kterd rika, za jakych
okolnosti lze Caputovu derivaci psat pomoci Riemannovy—Liouvilleovy derivace:

Pro kazdy fdd o > 0 a kazdou funkci f, kterd méa (obycejné) derivace na intervalu
(a, b) az do radu [a] — 1 a fI*1=V je absolutné spojitd na tomto intervalu, plati

fM(a)
Rl

[a]—1
D f(t) = EDy (f(t) -y

k=0

(ta)k> pro skoro kazdé t € (a, b). (10)

Predpokladame-li tedy, ze D f a BD$ f na néjakém intervalu existuji, pak uzitim

o ERACERY
Di(t —a)’ = L(f+1-0)

(srovnejte s (5)) mame reprezentaci Caputovy derivace pomoci Riemannovy—Liouville-
ovy derivace ve tvaru

(t— a)B_“, 8> -1,

[a]—1

*) (g
Dy 1) = B0~ Y

2 T(k—a+1) (t =)

V moderné&jsi literatufe se obvykle prava strana rovnosti (10) bere za definici Caputovy
derivace, protoZze umoziuje derivovat Sirsi tfidu funkei nez ptvodni definice (9).

Jiz jsme uvedli, ze skladat zlomkové derivace obecné nelze. Pro Caputovu derivaci
vsak tato vlastnost, pfi jistém omezeni na hladkost funkci a fady derivaci, plati:

Ma&-1i f (obycejné) derivace az do fddu k € N na intervalu {a, b), pak
D (DL f(t) = EDFIf(t) pro kazdé t € (a, ), (11)

jestlize a, a + 8 € ({ — 1, £) pro vhodné £ € N, £ < k.

Dalsi specifickou vlastnosti Caputovy derivace je nespojita zavislost SD$f na
fadu o v tom smyslu, ze je-li m € N a funkce f je dostatecné hladkd na (a, b),
pak
lim (DFf(t) = fO (1), aviak  lim CDPf() = fU(t) - £ (a)

a— a—mt

pro kazdé t € (a, b) (hodnotu f(™(a) zde chapeme jako m-tou pravostrannou derivaci
v bodé a). Pro lepsi predstavu si tuto skutecnost ilustrujme na linedrni funkei f(¢) = ¢,
t 2 0. Uvazujeme-li ¥f4d o mezi nulou a jedni¢kou, pak podle definice (9)

ey - [E=O gy e Um0 g [E=gie]t__re
07 11 0/ (€) de e~ | | -5

I'l-a) r'2-a) (2-a)’

lirrll SDef(t) = lim ———— =1= f(t) pro kazdé t = 0.
—
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Je-li vSak « mezi jednickou a dvojkou, pak podle definice

t

t

_ 11—«

oD f(t) = /%f”(f) d¢ = /0 d€ =0 pro kazdé t >0,
0 0

a tedy
lim $DPf(t) = lim 0=0= f'(t) — f'(0).
a—1t a—1t

4. Zlomkové diferencialni rovnice — nékteré zakladni poznatky

V této kapitole se zamérime na nékteré otdzky spojené se zaklady teorie zlomkovych
diferencidlnich rovnic. Vzorem pritom pro nas bude standardni vyklad klasické teorie
obycejnych diferencidlnich rovnic, ktery obvykle za¢ind rovnici prvniho rfadu rozrese-
nou vzhledem k derivaci, tj. rovnici ve tvaru

' (t) = f(t, =(t)), (12)

kde t je proménnd probihajici néjaky interval a f je vhodné funkce definovana na urcité
dvojrozmérné mnoziné. Rovnici lze interpretovat tak, ze rychlost zmény veli¢iny x
v Case t zavisi prostiednictvim funkce f na této veli¢iné, pricemz zminénd zavislost se
v prubéhu ¢asu muze ménit (pokud se neméni, tj. f(¢, z) = f(x), hovorime o autonomni
rovnici). V obvyklém smyslu pak chdpeme pojem Feseni této rovnice i pojem pocatecni
ilohy, kdy spolecné s rovnici uvazujeme jesté pocéteéni podminku x(tg) = xo, kde tg
je vnitini bod intervalu, v némz hleddme feSeni, a ¢ je vhodné realné ¢islo. Otazku
jednoznacné feSitelnosti pocatecéni tlohy resi Picardova—Lindelofova véta, kterd 1ika,
Ze je-li pravd strana f rovnice (12) na n&jakém okoli bodu [tg, zo] spojitd a navic
je lipschitzovska ve druhé proménné na tomto okoli, pak existuje jediné feSeni této
pocatecni ulohy, které je definované na néjakém okoli bodu .

4.1. Pocatec¢ni dloha pro zlomkovou diferencialni rovnici

Jako zlomkové analogie rovnice (12) se obvykle uvazuje rovnice

iDia(t) = f(t, x(t), t>to, (13)

kde 74d « piislusné Caputovy derivace spliiuje 0 < o < 1 (v8imnéme si, Ze ¢asovou
proménnou ¢ nyni uvazujeme pouze napravo od pocatku tg). Pojem Feseni rovnice
budeme chapat mirné odligné nez v piipadé rovnice (12), a to jako funkei ¢ definovanou
na intervalu (to, T'), kterd ma néasledujici vlastnosti:

(i) je spojitd v kazdém bodé (tg, T');
(ii) ma Caputovu derivaci v kazdém bodé t € (tg, T');
(iii) plati rovnost $Do(t) = f(t, ¢(t)) v kazdém bodé ¢ € (to, T).
Levou stranu rovnice nyni nelze chapat jako rychlost zmény veli¢iny z; 1ze na ni na-

hlizet jako na ,slozitéjsi zménu“, ktera reflektuje stavy veli¢iny x vycislené ve vsech
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hodnotéch argumentu mezi pocatkem ¢y a prubéznym casem ¢ (tj. zohlediiujeme his-
torii této velic¢iny). Pfirozenou pocéteéni podminkou je opét predepsdni hodnoty te-
Seni v bodé ty. V pripadé rovnice vyssiho fadu by pak sada pocatecnich podminek
byla stejnd jako v pripadé klasické rovnice fadu n. Tento fakt je divodem, proc
se v aplikacich preferuje Caputiv diferencidlni operator (pfipadné jeho modifikace)
pred Riemannovym-Liouvilleovym operatorem. Pro rovnice obsahujici Riemannovu-—
Liouvilleovu derivaci je totiz pfirozeny tvar poc¢ateénich podminek také zlomkovy (fy-
zikaln{ interpretace takovych podminek neni ziejma4).

Bezprostredni analogii Picardovy—Lindelofovy véty je tvrzeni, které rika, ze je-li
funkce f spojitd v okoli bodu [tg, o] a lipschitzovskd ve druhé proménné na tomto
okoli, pak existuje interval (tg, T'), na kterém ma rovnice (13) jediné feseni vyhovujici
podmince x(tg) = xg. Zdkladnim krokem v dikazu véty je — stejné jako v p¥ipadé rov-
nice (12) — pfevod pocétecni tlohy na tlohu o pevném bodu prostfednictvim piislusné
integralni rovnice.

Soulad s klasickym piipadem v tak zasadnim tvrzeni, jako je véta o fesSitelnosti
pocatecni tlohy, by mohl svadét k domnénce, ze ostatni typické vlastnosti z teorie
celoc¢iselnych rovnic pujde ,prenést® na zlomkovy pripad také. Ukazuje se vsak, Ze
tomu tak obecné byt nemusi, o ¢emz se presvédc¢ime v dalsim textu.

4.2. Otazka analytického reseni a jeho vlastnosti

Protoze v této a dalsi kapitole uz budeme pracovat pouze s Caputovou derivaci, zjed-
nodusime jeji oznaceni vynechdnim pismene C. Polozime-li navic pro urcitost tg = 0,
lze dale tuto derivaci znacit jednoduse D® (vynechdvame tedy i pravy doln{ index ¢).

Ziskat analytické feSeni klasickych diferencidlnich rovnic (celoéiselného fadu) v uza-
vieném tvaru lze pouze v nékolika malo specialnich pripadech. Lze ocekavat, ze v pri-

vvvvv

(kterd je specidlnim piipadem rovnice (13)) muze byt v tomto sméru rovnice
D%zx(t) = Ax(t), t>0, (14)

kde X\ € R. ReSeni rovnice lze popsat explicitné pomoci Mittag-Lefflerovy funkce
E,.(2)= — z,u,veC, R(u)>0
o (2) ];) N (1)

(funkci T’ zde chdpeme ve smyslu jejtho obecnéjstho zavedeni, pripoustéjiciho i kom-
plexni hodnoty argumentu). Pfesnéji, kazdé feSeni x rovnice (14) lze napsat ve tvaru

x(t) = cEq1(At%), c€eR,

piiéemz volbou ¢ = xy dostaneme FeSen{ vyhovujici poc¢éteéni podmince z(0) = xo.
Vsimnéme si, ze Eq 1(2) = exp(z), a tedy, pfipustime-li « = 1 v rovnici (14), dostaneme
feSeni ve tvaru z(t) = ¢ exp(At), coz odpovidd obecnému FeSeni rovnice z’(t) = Axz(t).
Poznamenejme jesté, Ze kdybychom uvazovali v rovnici (14) libovolny ¥ad « > 0, pak
kazdé feSeni lze napsat jako linedrni kombinaci funkei u;(t) = t/Eq j11 (M), j =
=0,1,...,[a] - 1.
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Protoze lze analogicky zachytit tvar feSeni rovnice (14) i v pfipadé, kdy pripustime
A € C, je mozné popsat tvar feSeni i pro zakladni zlomkovou soustavu rovnic

D%x(t) = Ax(t) (15)

s ¢tvercovou redlnou matici A (vlastni ¢isla A matice A jsou obecné komplexni). Tato
znalost analytického FeSeni (i kdyZ neni v uzavieném tvaru) je zde vyhodnd, protoze
pro Mittag-Lefflerovu funkci je zndmo jeji asymptotické chovani pfi |z| — oo. To umoz-
fiuje popsat asymptotické vlastnosti feseni (15), specidlné pak odvodit kritérium pro
stabilitu nulového feSeni rovnice této soustavy. Pfipomenme, Ze vybrané reseni dife-
rencidlni rovnice je (lokdlné) stabilni, jestlize vSechna FeSeni zac¢inajici ,blizko“ tomuto
feseni zustanou ,blizko“ po celou dobu sledovani déje. Pokud se navic vsechna takova
FeSeni k vybranému feSeni blizi pro t — oo, tak hovofime o (lokdlni) asymptotické sta-
bilite. Zminény vysledek o chovani Mittag-Lefflerovy funkce v nekoneénu predstavuje
klicovy krok pfi posuzovani stability nulového feseni soustavy (15). S jeho pomoci lze
odvodit stabilitni kritérium formulované v nasledujici vété. Oznac¢me pritom

M, ={z € C: |Arg (2)| > ar/2},

kde —7 < Arg () = 7 je argument pfislusné komplexni hodnoty (mnozina M, se
nazyva Matignoniv sektor, viz obr. 1, pro a 2 2 se mnozina stdvd prazdnou).

Alm

Obr. 1. Vyobrazeni mnoziny stability M, (v literatufe nazyvané Matignonuv sektor)

Necht 0 < a < 2 je fdd Caputova diferencidlniho operdtoru v soustavé (15) a A je
libovolna redlna c¢tvercova matice. Potom:
(a) Nulové reseni soustavy (15) je (lokdlné) asymptoticky stabilni prévé tehdy, kdyz

s s

vSechna vlastni ¢isla matice A ndlezi mnoziné M,,.

(b) Nulové feseni soustavy (15) je stabilni pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni Cisla
matice A ndlezi uzavéru mnoziny M, a vsechna vlastni ¢isla matice A, ktera jsou
na hranici mnoziny M, (tj. jejich argument je v absolutni hodnoté roven an/2),
mayji stejnou algebraickou i geometrickou nasobnost.

Toto tvrzeni bylo poprvé publikovdno v konferenénim ¢lanku [6], jeho dukaz lze
nalézt napt. v knizce [3]. Z vlastnosti (a) a (b) jiz ihned plyne, ze pokud matice A
mé néjaké vlastni ¢islo mimo uzévér mnoziny M, pak je nulové feseni soustavy (15)
nestabilni. Pro a = 1 vysledek splyva se znamym kritériem pro linearni soustavu
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prvniho fadu (specidlné: ¢ast (a) v takovém piipadé rikd, Ze nulové feseni je (lok&lné)
asymptoticky stabilni, pravé kdyz vSechna vlastni ¢isla matice A lezi v levé komplexni
poloroving).

Vyznamna a zajimava je také skutecnost, ze v (lokdlné) asymptoticky stabilnim
piipadé neni pokles FeSeni soustavy (15) exponencidlniho typu (jak je tomu pro a =
= 1), ale pouze algebraického typu. Piesnéji: v (lokélné) asymptoticky stabiln{ oblasti
plati |z(t)| £ Ct~“ pro vSechna ¢ po¢inaje néjakou dostateéné velkou hodnotou (C' > 0
je vhodnd konstanta).

Tlustrujme nyni pouziti vyse uvedeného vysledku na dvou klasickych linedrnich
zlomkovych modelech. Jako prvni uvazujme model zaloZzeny na rovnici

y'(t) +aDy(t) + by(t) = f(t), t>0,

kde a, b jsou vhodné konstanty a funkce f zahrnuje silovy ¢len. Tato rovnice, ktera je
znama pod nazvem Bassetova, popisuje problém z oblasti mechaniky tekutin souvise-
jici s neustalenym pohybem tuhé koule ve viskézni kapaliné. Clen obsahujici poloviéni
derivaci (a charakterizujici tzv. Bassetovu silu) je mozné odvodit jako dusledek reakce
mezni vrstvy kapaliny priléhajici ke kouli na relativni zrychleni koule vuci toku ka-
paliny. Uvazujeme-li tuto rovnici jako homogenni (tj. f = 0) a zavedeme-li substituci
x1 =y a xo = D2y, pak lze rovnici piepsat na systém

DY 221 (t) = 2o(t), DYZ%uo(t) = —bxy(t) — aza(t). (16)

Upozornéme piitom, ze pouziti vztahu D/2DY2 = D' vyplyva z (11) (pii ové-
feni piislusnych predpokladi). Protoze matice soustavy (16) md vlastni &isla Ay o =
= (—a = va? —4b)/2, neni pii diskusi (lokdlni) asymptotické stability soustavy (16)
pro konkrétni hodnoty a, b obtizné rozhodnout, zda A1 2 € M, (v nésledujici kapitole
posoudime otdzku, zda je to mozné i pro obecné, tedy nespecifikované hodnoty a, b).

Druhy model, o kterém se zminime, byl odvozen pii feseni pribuzného problému,
a to pfi popisu pohybu tuhé desky na pruziné, pricemz deska je ponofena ve viskdzni
kapaliné. Vysledkem je tzv. Bagleyova—Torvikova rovnice ve tvaru

y'(t) + aD*?y(t) + by(t) = f(t), >0,

kde a, b jsou konstanty vyplyvajici z fyzikdlni podstaty problému a funkce f opét pred-
stavuje silovy ¢len. Lze si vSimnout formélni tvarové podobnosti této rovnice s kla-
sickym modelem tlumeného harmonického oscildtoru y”(t) + ay'(t) + by(t) = f(t).
Presnéji vyjadieno, Bagleyovu—Torvikovu rovnici lze interpretovat jako model oscila-
toru, kde standardni linedrni tlumici ¢len je nahrazen zlomkovym tlumicim ¢lenem.
Pro homogenni rovnici bychom podobnou substituci jako v pripadé Bassetovy rovnice
dostali soustavu ¢tyt rovnic ve tvaru

D1/2LL'1 (t) = X9 (t), D1/2,’B2(t) = ,’B3(t),

DY2z5(t) = x4(t),  DY?xy(t) = —ba1(t) — aza(t).
Vypocet vlastnich ¢isel matice soustavy nyni vede na charakteristickou rovnici A* +
+aX® +b = 0. Vyjddieni kofenii této rovnice v zévislosti na parametrech a, b jiz

neni jednoduché; pro konkrétni hodnoty a, b lze ziskat koreny numericky a nasledné
rozhodnout o stabilité na zdkladé Matignonova kritéria.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 65 (2020), ¢. 3 169



5. Zlomkové diferencialni rovnice — nékteré nové vyzvy

Predchézejici kapitola byla jen ilustrativni ukézkou toho, jaké vlastnosti je mozné oce-
kéavat od feseni zlomkovych diferencidlnich rovnic. Vidéli jsme, ze v pripadé diskuse
stability soustavy (15) bylo moZné pozorovat jistou ,spojitost* této vlastnosti v tom
smyslu, ze mald zména rfadu derivace dané soustavy vyvolala maly posun hranice jeji
stability. To vSak jiz neplati o asymptotickém vzorci zachycujicim rychlost, s jakou
feSeni konverguje k nulovému feseni. Zatimco v celo¢iselném piipadé (o = 1) se jedna
o rychlost exponencidlni, v ptipadé zlomkovém (0 < « < 1) jde o rychlost algebraickou,
tedy radové pomalejsi. Z asymptotického hlediska tedy neni mozné chapat chovani fe-
Seni v celoCiselném pripadeé jako ,limitni* pripad chovani feseni ve zlomkovém pripadé
(jestlize se f4d a limitné piiblizi k jednicce). Tato skutecnost ma fadu dusledku, ty-
kajicich se napr. oscila¢nich vlastnosti zlomkovych diferencidlnich rovnic, které se od
celoc¢iselného pripadu lisi a které na své dikladnéjsi prozkoumani teprve cekaji.

My se v dalsi ¢asti soustifedime na jinou otdzku, jez prirozené vyplyva z vysledkt
uvedenych v predchazejici kapitole. Jiz diive jsme pripomnéli, ze nulové feseni sou-
stavy 2/ (t) = Az(t) s redlnou konstantni ¢tvercovou matici A je (lokdlné) asymptoticky
stabilni, pravé kdyz vSechna jeji vlastni ¢isla maji zapornou redlnou ¢ast, tj. vsechny
kofeny polynomu P(\) = det(A — AI) lezi v komplexni roviné nalevo od imagindrn{
osy. Nutné a postacujici podminky zarucujici zminénou vlastnost poskytuje znamé
Routhovo-Hurwitzovo kritérium, které umi posoudit zadpornost realnych ¢asti vSech
kofentt daného polynomu pomoci jeho koeficientt (samotné koteny, v nasem pripadé
vlastni ¢isla matice A, pritom neni nutné znit). Prirozenou otdzkou je, zda by bylo
mozné zformulovat zlomkové rozsiteni tohoto kritéria, tedy nalézt nutné a postacu-
jici podminky pro to, aby vsechny kofeny daného polynomu lezely v Matignonové
sektoru M,. Omezime-li se na fad derivace o mezi nulou a jednickou, pak klasické
Routhovo-Hurwitzovo kritérium predstavuje pouze podminku postacujici, nikoliv vsak
nutnou (plati totiz My C M,, nikoliv vSak opak). Preciznéjsi typy postacujicich pod-
minek (pro specidlni polynomy nizsich stupnu) se objevily neddavno v literature, jednalo
se vsak vzdy o podminky stale dosti vzdalené podminkam nutnym. V nasledujicim od-
stavci se proto vyjadiime k tomu, zda lze takové optimalni podminky nalézt. Poté na
zaveér — jako aplikaci ziskanych vysledkt — ukazeme dalsi specifickou vlastnost, kterou
vnesl necelociselny rad derivace do jednoho klasického dynamického modelu.

5.1. Otazka zlomkového rozsireni Routhova—Hurwitzova kritéria

Zabyvejme se tedy otazkou nutnych a postacujicich podminek pro to, aby vsSechny
koreny daného polynomu lezely v Matignonové sektoru M,,. U¢inime tak pro obecny
polynom linearni, kvadraticky a kubicky.

Piipad n = 1 je trividlni, polynom P(}\; a) = A + a mé pouze jeden redlny kofen
A1 = —a, ten lezi v mnoziné M, pouze tehdy, je-li a > 0.

Pifpad n = 2 je také pomérné snadny, nebot polynom P(X; a, b) = A2 + a\ + b
mé kofeny A1z = (—a & Va? — 4b) /2. Uvdzime-li, Ze tyto kofeny jsou komplexni pro
4b — a? > 0 a thel ar/2 je ddn jako arkus tangens podilu imagindrn{ a realné ¢asti
kofene, po nékolika tpravach lze vyvodit, ze hodnoty A; 2 budou lezet v mnoziné M,,
pravé kdyz b > 0 a a + 2v/b cos(am/2) > 0.

170 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 65 (2020), ¢. 3



vvvvv

polynom tretiho stupné mame k dispozici Cardanovy vzorce, které sice jsou slozité,
ale mélo by prece byt mozné postupovat podobné jako v pripadé n = 2. Neni tomu
tak. Polynom tietiho stupné mé bud t¥i redlné kofeny (mohou byt vicendsobné), nebo
jeden redlny kofen a dva komplexné sdruzené koreny (tato druhd situace nas zajima
vice). Problémem Cardanovych vzorci je, Ze v pfipadé polynomu s obecnymi (pfedem
nespecifikovanymi koeficienty) nejsme a priori schopni poznat, ktery ze t¥{ vzorcu
predstavuje zminény redlny koren a které vzorce predstavuji koreny komplexni. Je tedy
potfeba postupovat jinak. Vhodnym néastrojem se zda byt metoda ,boundary locus®.

Jeji myslenkou je urcit ,hraniéni“ mnozinu parametra tlohy tak, aby byla splnéna
urc¢itd vlastnost. V nasem pripadé pujde o mnozinu vsech koeficienta a, b, ¢ polynomu
P()\; a, b, ¢) = X3 +a)? + b\ + ¢ takovou, 7e tento polynom méa dvojici komplexnich
kofent na hranici Matignonova sektoru M,, tj. na polopiimkéch z = +w exp(i an/2),
w 2 0. Dosazenim tohoto vyjaddieni do rovnice P(}; a, b, ¢) = 0 (z dtivodu komplexn{
sdruZenosti komplexnich kofentt sta¢i uvazovat z = w exp(i ar/2), w = 0) a porovné-
nim redlnych a imaginarnich ¢asti na obou stranach rovnice dostaneme soustavu dvou
rovnic, kterd tvori jadro pro ziskani pozadovanych podminek. Tyto podminky a po-
drobngjsi postup jejich odvozeni jsou uvedeny v ¢lanku [2]. Zde se omezme na konsta-
tovani, ze podminky vypadaji pomérné slozité (na rozdil od klasickych Routhovych—
Hurwitzovych podminek, ty se pro polynom tretiho stupné redukuji na jednoduché
nerovnosti a, b > 0, 0 < ¢ < ab). Zajimavosti je, Ze zminény komplikovany tvar se
vyrazné zjednodusi pfi hodnoté o = 2/3, kdy plati:

Vsechny koreny polynomu P( - ; a, b, ¢) ndlezi mnoziné My 3, pravé kdyz plati
kterdkoliv z ndsledujicich (vzdjemné se vylucujicich) podminek:
(i) a=20, b>0, ¢>0;
(i) a <0, b>a? 0<c<(a??—1b3)/a?;
(iii) @ >0, b<0, c> (a?b?—b%)/a’.

K moznosti ziskdni kritéria pro polynom obecného stupné se autori stavi skepticky.

5.2. Lorenzuv dynamicky systém neceloc¢iselného radu

Vysledky predchazejici ¢asti lze aplikovat pri vySetfovani zlomkovych rozsireni tiidi-
menziondlnich diferencidlnich systémt prvniho rddu. Téchto systémi se v literature
vyskytuje celd fada, mezi nejzndméjsi (a v souCasnosti také hojné studované) patii pre-
devsim chaotické dynamické systémy. My se zaméfime na model popisujici (za znac-
nych zjednoduseni) proudéni vzduchu v atmosféie, ktery sestavil v roce 1963 americky
meteorolog a matematik E.N. Lorenz (1917-2008). Studium kvalitativnfho chovéni
tohoto systému je vSeobecné povazovano za zahéjeni éry deterministického chaosu
a je spojeno predevsim s objevem tzv. Lorenzova atraktoru. S jistou nadsizkou vy-
jadreno, tento atraktor se stal neformalnim logem chaotickych dynamickych systémit
a jeho specificky tvar dal zpopularizovany nazev ,motyli efekt“? pro zachyceni jed-
noho z charakteristickych ryst chaotického chovani dynamickych systém, totiz jeho
extrémni citlivosti na nepatrnou zménu hodnot po¢atecnich podminek.

2Tento termin popisuje hypotetickou meteorologickou situaci, kdy zména proudéni vzduchu zpi-
sobend mavnutim kiidel motyla je schopna vyvolat boufi na druhém konci zemékoule.
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Lorenziv dynamicky systém konvektivniho proudéni v atmosfére je popsan sou-
stavou tfi obycejnych diferencialnich rovnic

¥ =o(y—uz), Y =re—y—xz, 2 =xy — Bz, (17)

kde o je (az na nésobek) Prandtlovo &islo (predstavuje pomér energie ztracené vli-
vem tieni v tekutiné a energie ztracené vlivem vedeni tepla), r je (aZ na nésobek)
Rayleighovo ¢islo (bezrozmérnd mira rozdilu teplot horni a dolni ¢asti vrstvy teku-
tiny) a parametr b je vztazen k poméru vysky vrstvy a délky konvektivniho proudéni.
Vsechny tyto parametry jsou kladné realna cisla, pficemz se predpokladd o > 5 + 1.
Matematickd pozoruhodnost systému (17) spoc¢ivd v tom, ze navzdory své formdlni
jednoduchosti (obsahuje pouze dvé jednoduché nelinearity) vykazuje pro rtizné hod-
noty vstupnich parametri feseni s pestrou skalou chovani, véetné chovani v jistém
smyslu nepredvidatelného. V dalsim se omezime na struc¢né shrnuti hlavnich ryst bi-
furkacni analyzy, kdy se zmény kvalitativniho chovani feseni zkoumaji v zavislosti na
ménicim se parametru r (hodnoty zbyvajicich parametri povazujeme za pevné).

Je-li 0 < r < 1, pak (17) m4 jediné ekvilibrium, a to poc¢atek E° = [0, 0, 0]. Pomocf
lineariza¢ni véty lze snadno ukédzat, ze toto nulové feSeni je (lokdlné) asymptoticky
stabilni. Skutecné, prislusna charakteristickd rovnice je tvaru

N+ Q+B+0)N+(B+o+Bo—ar)A+Ba(l—7)=0 (18)

a jeji kofeny jsou A = =8 < 0 a X3 = (—(c+1) £/ (c+1)2—4do(1—7) )/2.
Vsechny tii koreny jsou tedy redlné, pricemz prvni a treti je zdporny pro vsechny
hodnoty r; prostredni je pak zadporny pro 0 < r < 1 a kladny pro r > 1. Navic, uzitim
techniky Ljapunovovy funkce je mozné prokazat, Ze (lokdlni) asymptotickd stabilita
pfi hodnotach 0 < r» < 1 méa globalni charakter, trajektorie vychazejici z libovolného
bodu fazového prostoru konverguje tedy k pocatku. V pripadé r > 1 se spolecné se
ztratou lokalni stability trividlniho ekvilibria E° objevuji dvé netrividlni ekvilibria

E* = [£\/B(r —1), £V/B(r — 1), r — 1]

(pro hodnotu r = 1 tedy nastéva tzv. vidlicovd bifurkace). Linearizaci podél téchto
ekvilibrif dostdvame (pro obé netrividlni ekvilibria stejnou) charakteristickou rovnici

N+ (1+B+0)\+B(o+7r)A+2B0(r —1) =0. (19)

Aplikaci Routhova—Hurwitzova kritéria pak lze jednodusSe prokézat znamy vysledek,
totiz ze vSechny t¥i kofeny rovnice (19) maji zdporné redlné ¢asti pravé tehdy, kdyz

o+ 5+3

l<r<rf=oc———.
rr Uo’—ﬂ—l

(20)
Ekvivalentné, vztah (20) pfedstavuje podminku pro (lokdln{) asymptotickou stabilitu
netrividlnich ekvilibrif E%. P¥i hodnoté r = r* nastava tzv. subkritickd Hopfova bifur-
kace, kdy nestabiln{ limitni cykly (existujici jiz pro hodnoty parametri r predchazejici
kritické hodnoté r*) snizuji postupné pfi narustu Rayleighova éisla r svoji amplitudu
a pfir = r* splynou s ohnisky E*, jimz predaji svoji nestabilitu. P¥i libovolné hodnoté
r > r* jsou tedy pak vSechna ekvilibria Lorenzova systému jiz nestabilni.
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Lorenz zkoumal chovéni trajektorii systému (17) pii volbé ¢ =10, 8 =8/3 a r =
= 28 (poznamenejme, ze pro parametry o = 10 a § = 8/3 je Hopfova bifurkacni
hodnota Rayleighova ¢isla r* = 24,74). Navzdory nedokonalosti tehdejsi vypocetni
techniky se mu pri této volbé parametru podarilo objevit velmi specifické chovani
trajektorii, které je ilustrovano na obr. 2. Tyto trajektorie pro libovolné dlouhy cas lezi
v jisté omezené ¢asti fazového prostoru a jsou pritahovany mnozinou nulového objemu
s fraktalni strukturou (pozdéji se pro tuto mnozinu vzilo oznaceni podivny atraktor).
Podrobnéjsi rozbor chovani trajektorii Lorenzova systému nasledné motivoval precizaci
tohoto chovani, které je v soucasnosti oznacovano pojmem deterministicky chaos.

—

Obr. 2. Trajektorie Lorenzova systému (s parametry o = 10, 8 = 8/3 a r = 28) vyskytujici
se ,blizko“ podivného atraktoru (Cervené jsou vyznacena nestabilni ekvilibria Ei)

Vyse pripomenuté vlastnosti trajektorii charakterizuji cestu od stability k chaosu,
kterd je typickd i pro fadu dalsich chaotickych systému (véetné diskrétnich). Otdzkou
je, zda nahrazeni prvniho fadu derivace v (17) neceloé¢iselnym fddem mensim nez jedna
muze prinést néjaka nova specifika provazejici tuto cestu. Odpoved je kladna, a to hned
v prvanim kl{¢ovém bodé& této cesty, kterym je postupnd ztrata stability ekvilibrii (pii
rostouci hodnoté Rayleighova ¢isla r).

Vysetiime tedy zlomkovy Lorenzlv systém, ktery ma stejny tvar jako systém
(17), pouze obycejné derivace na levé strané nahradime Caputovymi derivacemi Ffadu
0 < a < 1 (ve vSech tfech slozkdch uvazujeme stejny fad «). Protoze Caputova de-
rivace konstantnich funkci je nulové, zlomkovy Lorenzuv systém zachovava ekvilibria
puvodniho systému (17). Navic v dusledku platnosti linearizaéni véty i pro diferencidlni
rovnice necelociselnych fadu (viz [1]) dostdvame stejné charakteristické polynomy pro
tato ekvilibria. Jedinym rozdilem pii analyze lokalni stability ekvilibrii je tedy poza-
davek, aby vSechny kofeny prislusnych kubickych charakteristickych polynomi lezely
v Matignonové sektoru M,, (pfipometime, ze pii « — 17 se tato vlastnost redukuje
na prislusnost vSech charakteristickych kofent do levé ¢asti komplexni poloroviny).

Analyza stability trividlniho ekvilibria nepfindsi nic nového. Skute¢né, vsechny tii
kofeny piislusné charakteristické rovnice (18) jsou reilné, a tedy — stejné jako u Lo-
renzova systému prviniho fddu — nutnou a postacujici podminkou pro jejich zapornost
je 0 < r < 1. Jind je ovSem situace pii diskusi stability netrividlnich ekvilibrii. Zde se
pri analyze stability aplikuje zlomkové Routhovo—Hurwitzovo kritérium komentované
v odstavci 5.1. Z davodu velké pocetni narocnosti se omezime na shrnuti zavéra pro
pripad 0 = 10 a 8 = 8/3, ktery odpovida vyse uvedené Lorenzové volbé.

Lze ukazat, ze existuje kritickd hodnota

oer ~ 0,955 612
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fadu o takovd, Ze pfi 0 < a < ag; jsou ekvilibria E* zlomkového Lorenzova systému
(lokalné) asymptoticky stabilni vZdy, kdykoliv existuji (tedy pro vsechna r > 1). Jesté
zajimavéjsi je ale situace v pripadé, kdy aq < o < 1. Pak existuje dvojice hodnot
rk < r¥* (jednozna¢né uréenych v intervalu (r*, oo) jako FeSen{ jisté nelinedrni rov-
nice) takova, ze netrivialni ekvilibria E* zlomkového Lorenzova systému jsou (lokalné)
asymptoticky stabilni pro vSechna 1 < r <% a r > 7", a jsou naopak nestabilni pri
ri <r <r¥* (dodejme, ze v pripadé o = a, 0bé hodnoty 7%, 75 splynou; jejich spo-
leénd hodnota je rey &~ 197,857 198). Jinak vyjddieno, je-li fdd « mezi ., a jednickou,
pak s rostouci hodnotou Rayleighova ¢isla r obé netrividlni ekvilibria nejprve stabilitu
ztrati (pii r = r%), aby ji pak zpétné ziskala (pii r = r**). Zaroven lze detekovat
chaotické chovani zlomkového systému pti velkych hodnotach r. Dochézi tak ke speci-
fickému jevu, totiz koexistenci lokalné stabilnich netrividlnich ekvilibrii a chaotického
chovani jinych trajektorii zlomkového Lorenzova systému (podrobunéji viz [2]). I tento
vysledek tak naznacuje, Ze nahrazeni celociselného fadu derivace fadem necelo¢iselnym
muze prinést nestandardni vlastnosti, a to i v pripadé klasickych model.

Zavérem je mozné konstatovat, ze teorie zlomkového kalkulu prinasi fadu novych
problémi, casto jednoduse formulovatelnych, jejichz pripadné vyreseni muze byt uzi-
tecné i pro aplikacni oblasti. A to je pro matematiky vzdy dobra zpréva.

Podékovéni. Clanek byl podpofen grantem GA20-11846S Grantové agentury
Ceské republiky. Autoti dékuji doc. Mgr. Pavlu Rehdkovi, Ph.D.; za cenné ptipominky,
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