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MATEMATIKA

Matematicka biologie:
Populaéni modely, dynamika a chaos

Radek Erban, Mathematical Institute, University of Oxford

V Casopisu s ndzvem Rozhledy matematicko-fyzikdlni by nemely chy-
bét clanky o aplikacich matematiky. UZ si zde zdjemci mohli precist o lé-
karskijch testech [3]], metodé Monte Carlo [3], statistice [§l] a linedrni
optimalizaci [6]. Do této kategorie patii i tento clanek o matematické
biologii, ktery se souhlasem autora otiskujeme a ktery puvodné vysel ve
Skolnim roce 2004/2005 jako 1. &dst seridlu 24. roéniku Matematického
korespondencniho semindre [1).

1. Historie

Druhé polovina dvacatého stoleti pfinesla revoluci v nasem poznani
zivych systémi, pocinaje rozlusténim struktury DNA a lidskym geno-
mem konce. Vznikaly nové mezioborové védecké discipliny a v neposledni
fadé doslo k postupnému pronikani matematiky do biologie a mediciny.
V tomto ¢lanku si budeme povidat o tom, ze biologie a matematika mo-
hou najit spole¢nou fe¢, o oboru, ktery budeme nazyvat matematicka
biologie.

Biologie je véda zabyvajici se studiem velice rtuznorodych zZivych sys-
tému. Abychom pochopili Zivot, musime znat strukturu a funkci jednot-
livych molekul, které se vyskytuji v télech rostlin a zZivocichi. Na dru-
hou stranu, biologové také zkoumaji objekty mnohem vétsi — napiiklad
jednotlivé buriky, organy, organismy ¢i v neposledni fadé celd spolecen-
stva organismi. Stru¢né feceno, biolog miize (na jedné strané) prejizdét
stovky kilometri pfi studiu populace medvédi na Aljasce, nebo se (na
druhou stranu) pohybovat ve svété molekul, kde se typické vzdalenosti
méfi v nanometrech. K pochopeni takto rozdilnych svéti je samoziejmé
potfeba rozdilnd matematika.

V nasledujicim textu se zamé¥ime na objekty velké — na chovani celych
populaci organismt (napf. baktérii, mravencti, medvédu, lidi) ¢i skupin
bunék (napf. rist rakovinného nadoru).

Abychom mohli pouzit matematiku ke studiu Zivych objekt, mu-
sime si nejprve ujasnit, s jakymi problémy nam matematika muze po-
moci. Chceme-li studovat aljasské medvédy grizzly, otazek nas napadne
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spousta. Cim se medvéd 7ivi? Jak rychle béha? Pro¢ v zimé spi? Kolik
je medvédi na Aljasce? atd. Najit odpovéd na podobné otazky vyzaduje
spoustu pozorovani, experimenti a studia biologické literatury. To samo-
zfejmé plati i pro dalsi biologické systémy — chceme-li pfispét matemati-
kou k pochopeni biologie, musime se nejprve naucit biologii! A i kdyZ se
nakonec biologii nauc¢ime, vysta¢ime mnohdy jen se slovni popisnou od-
povédi. Napiiklad pozorovanim zodpovime nasi posledni otazku vétou,
7e na Aljasce zije priblizné 35 tisic medvédu grizzly. Na druhou stranu,
ptame-li se, kolik bude medvédu na Aljasce za rok, za deset let nebo za
sto let, pak s pouhym pozorovanim nevystacime a mizeme zacit zapo-
jovat své matematické mysleni. Podobné otazky o budoucnosti populace
nemusime klast jen pro populaci medvédi, ale pro jakoukoliv skupinu
jedinct, zvirat ¢i rostlin. Studujeme-li napriklad rostouci zhoubny na-
dor, zajima nas, kolik bunék bude obsahovat v budoucnosti. Bojujeme-li
s epidemii, zajimé nas vyvoj poc¢tu nakazenych lidi. Pokusme se tedy
zformulovat podobné otazky obecné matematicky.

Uvazujme, ze charakteristickd jednotka ¢asu pro nasi populaci je jeden
rok, a ozna¢me si pocet jedinci dnes jako Ny, pocet jedinct za rok
jako Nip, pocet jedinct za dva roky jako Na, obecné pocet jedinct za t
let jako N;. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze na zdkladé pozorovani
vime, Ze velikost populace v roce ¢t + 1 muZeme vypocitat z velikosti
populace v roce t podle vzorecku

Nip1 = f(Ny), (1)

kde f je néjakd zndm4 funkce. Rovnice typu (1) matematici nazyvaji
diferencnd rovnice. Chovani populace je jednozna¢né dano rovnici (1) a
hodnotou Ny, kterou budeme nazyvat pocdtecni podminka.

Jako jednoduchy pfiklad rovnice (1) pfedpokladejme, Ze velikost po-
pulace v roce t + 1 je dvojnasobkem velikosti populace v roce t, pak (1)
zni

Nt+1 = 2Nt

Budeme-li tedy v ¢ase t = 0 mit sto jedinct (tzn. Ng = 100), bude jich za
rok N7 = 200, za dva roky No = 400, za t¥i roky N3 = 800, za ¢tyfi roky
N4 = 1600 atd. Obecné za t let bude populace obsahovat N; = 2¢ - 100
jedinct, coz si mizete sami dokdzat matematickou indukci. Jak vidime
z obecného vyjadfeni, roste pocet jedincd s Casem nade vSechny meze.
To ovSem v redlném problému nastat nemtZe, nebof organismy maji

2 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

omezeny zdroj potravy, omezeny prostor, ve kterém ziji, apod. Realistic-
téjsi je predpokladat, Ze s rostoucim poctem jedincu klesa jejich rychlost
mnozeni. P¥ikladem mutze byt diferencni rovnice

Ny
Nip1=(2—— | N 2
i = (2 505 ) Mo 2
Rovnice (2) je ptikladem takzvané logistické rovnice. Pro maly pocet
jedinci N; muZzeme na chvili zanedbat malé ¢islo éVTB a dostaneme, Ze

chovani populace je podobné jako chovani dané dfive zkoumanou rov-
nici Nyp1 = 2N;. Na druhou stranu, zvysuje-li se pocet Ny, snizuje se
faktor ( — %) a tim dochazi ke snizovani ristu populace, coz fesi pro-
blém s nerealistickym pfemnozenim populace. V neposledni fadé mo-
dely ve tvaru rovnice (2) byly i v neddvné dobé s tispéchem pouZity na
modelovani rozliénych biologickych systému, naptiklad pro modelovani
ristu rakovinného nadoru (kde N; oznacuje pocet rakovinnych bunék),
¢ vyvoje poétu obyvatel riznych statid. Podotknéme, Ze rovnice (2) ndm
dava obecné posloupnost realnych ¢isel Ny, a chceme-li finalni vysledky
interpretovat jako pocty jedincii, musime je zaokrouhlit. V kazdém pii-
padé ¢isla Ny, t = 0,1,2,..., musi byt redlnd nezdpornd, to znamena,
7e Ny > 0 a Nypp = (2 — %) N; > 0. ReSenim téchto dvou nerovnic
dostaneme nutnou podminku pro N; ve tvaru N; € (0, 1000).

Zajimé nas tedy chovani posloupnosti redlnijch ¢isel danych rovnici (2)
pri poéateéni podmince Ny € (0, 1000). Jako prvni krok analyzy diferenc-
nich rovnic ve tvaru (1) je uzite¢né spocitat si takzvané pevné body, které
jsou definovany jako feSeni rovnice N = f(IN) a maji nasledujici interpre-
taci. Je-li Ny rovno pevnému bodu, potom Ng = Ny = Ny = N3 = ...,
tzn. Ze biologicky systém ma v kazdém Case t stejny pocet N; = Ny je-
dinct. V pfipadé modelu (2) jsou tedy pevné body dény FeSenim rovnice
N = (2 — 5NW) N. To je kvadraticka rovnice, kterd ma dvé feseni N =0
a N = 500. To znamena, Ze pokud v case t = 0 zilo Ny = 500 jedinc,
nebude se jejich pocet ménit a dostaneme N; = 500 pro libovolny cas t.
Podobné, pokud na zaéatku nebyl zadny jedinec v systému (Ny = 0),
budeme mit Ny = 0 pro libovolné ¢. Tim jsme odhalili vS§echno zajimavé
o modelu (2) pro specidlni po¢ateéni podminky No = 0 a Ny = 500.
Co vsak miuzZeme Fici pro obecnou pocateéni podminku Ny z intervalu
(0,1000)?

Zvolme napiiklad Ny = 100 a poc¢itejme. S vyuZzitim rovnice (2) dosta-
neme (pfi zaokrouhleni na jedno desetinné misto) Ny = 180, Ny = 295,2,
N3 = 416,1, Ny = 485,9, N5 = 499,6, Ng = 500, N7 = 500, Ng = 500

Roénik 95 (2020), ¢islo 1 3



MATEMATIKA

atd. Vidime, Ze se hodnoty NV; s rostoucim casem pfiblizuji k hodnoté
500, coz je hodnota jednoho z pevnych bodu. Ke stejnému vysledku vede
i jakékoliv jind pocéateéni podminka z intervalu (0,1000), jak se miZzete
sami presvédcit. Timto pozorovanim jsme jednak popsali dynamické cho-
vani modelu (2) pro vSechny zajimavé po¢ateéni podminky, ale také jsme
zjistili, ze pevny bod 500 je mnohem vyznamnéjsi nez pevny bod 0, ne-
bot ¢leny vSech posloupnosti zaéinajicich ¢islem Ny € (0,1000) jsou pro
velka t prakticky rovné ¢islu 500. Naproti tomu jenom posloupnosti zaci-
najici ¢isly 0 a 1000 vedou k druhému pevnému bodu 0. Poznamenejme,
Ze posloupnosti za¢inajici ¢islem mimo interval (0,1000) vedou k zapor-
nym ¢islim, nemaji zadnou biologickou interpretaci a nemé smysl se jimi
zabyvat.

Na zakladé predchazejiciho pozorovani pro rovnici (2) zkusme vy-
budovat obecnou teorii pro rovnici (1). Rovnice (1) a pocateéni pod-
minka Ny ndm definuji nekone¢nou posloupnost realnych ¢isel Ny, Ny,
Na, N3, ..., Ng, ... Dulezitym matematickym objektem, ktery se hodi
ke studiu posloupnosti, je takzvana limita posloupnosti. Intuitivné je li-
mita posloupnosti ¢islem, ke kterému se blizi ¢leny posloupnosti N; pro
velké Casy, toto ¢islo se standardné oznacuje lim N;. Naptiklad jsme jiz
dfive objevili, Ze pro libovolnou pocéateéni podminku Ny € (0, 1000) do-
staneme pro posloupnost danou modelem (2) hodnotu lim N; = 5002
Poznamenejme, Ze pro nékteré posloupnosti limita nemusi existovat.

Nyni jiz mGzeme definovat, ze pevny bod N rovnice (1) je globdlné
stabilni, pokud pro libovolnou poc¢atecni podminku Ny existuje limita po-
sloupnosti N, a plati lim N, = N. Nage definice v podstaté ¥ika, ze pocet
jedincti v populaci se s rostoucim ¢asem blizi k pevnému bodu N. Takovy
globalné stabilni pevny bod je bezesporu velmi vyznamny, nebot v tomto
jednom ¢isle je ukryto chovani populace pro velké ¢asy pro libovolnou
pocatecni podminku. Na druhou stranu neni ptilis ¢asté, aby takovy glo-
balné stabilni pevny bod existoval. Naptiklad v pfipadé rovnice (2) neni
pevny bod 500 globalné stabilni, protoze napf. posloupnost zac¢inajici 0 se
nikdy k ¢islu 500 neptiblizi. V tomto pripadé je proto lepsi definovat jen
takzvanou lokalni stabilitu pevného bodu, ktera pozaduje, Ze lim Ny = N
plati jen pro pocateéni podminky Ny z néjakého otevieného intervalu
obsahujiciho zkoumany pevny bod N. Ve smyslu této definice ma mo-

DPozn. redakce: Definici limity posloupnosti miizeme vyslovit takto: Cislo A se
nazyvé limita posloupnosti (an), pokud ke kazdému ¢islu € > 0 existuje pfirozené
éislo ng tak, Ze pro vSechna pfirozena cisla n > ng je |an — A| < & (skoro vSechny
Gleny posloupnosti lezi libovolné blizko A).
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del (2) lokalné stabilni pevny bod rovny ¢islu N = 500. Vskutku, pro
jakoukoliv poéateéni podminku Ny € (0,1000) plati lim N; = 500. Na
druhou stranu, pevny bod 0 rovnice (2) neni stabilni, tudiz vidime, ze de-
finice stability ndm pomohla rozlisit vyznamné a méné vyznamné pevné
body. Pochopeni definice stability si mtzete vyzkouset v piikladu 2 [2],
pri jehoz Tesenti si vystacite s jednoduchou stfedoskolskou matematikou.
V obecném pripadé€ se k vysetfovani stability pevnych bodu hodi elemen-
tarni znalost derivaci. Pokud jste jiz o derivacich slyseli, pak by pro vas
nemél byt problém dokazat stabilitu pevného bodu 500 v nasem pfed-
chézejicim pfipadé. Abychom nediskriminovali mladsi fesitele, nebudeme
v tomto seridlu derivace potiebovat.

Dynamika (rozuméj chovéni feSeni) rovnic podobnyjch rovnici (2) mize
byt mnohem komplikovanéjsi nez dynamika, kterou jsme jiz vidéli. Uva-
zujme napftiklad diferencni rovnici

Ny
Nip1 = 1-— N,
= (1= 105 ) Ve Q)

kde R je dané zndmé cislo. Zvolime-li R = 2 v modelu (3), dostaneme
model (2), jehoz chovani uz zndme. Zvolme proto R = 3,2 v modelu (3)
a sledujme, jak se zméni chovani této diferen¢ni rovnice. Zvolime-li poc¢a-
te¢ni podminku Ny = 500, dostaneme N; = 800, Ny = 512, N3 = 799.5,
Ny = 512,9, N5 = 799,5, Ng = 513,0, Ny = 799,5, Ng = 513,0 atd.
Vidime, Ze FeSeni po Case osciluje mezi hodnotami 799.5 a 513,0. K tako-
vému vysledku dojdeme pro libovolnou pocateéni podminku z intervalu
(0,1000). Tim jsme zjistili, Ze rovnice (3) pro R = 3,2 nemé stabilni
pevny bod (ona méa dva nestabilni pevné body, které snadno najdete),
ale ma oscilujici feSeni s periodou délky 2. Takova feSeni se daji pro
libovolnou rovnici (1) odhalit jako feseni rovnice N = f(f(INV)).
Dosadime-li R = 3,5 do modelu (3), objevime periodické feseni o dél-
ce 4, podobné, dosadime-li R = 3,55 do modelu (3), objevime periodické
feseni o délce 8, jak se mlzete sami presvédcit. Dynamika dana mode-
lem (3) zac¢ne byt jesté prekvapivéjsi, kdyz dosadime ¢isla R > 3,570.
Mizeme dostat jednak periodicka feseni, ale také FeSeni zcela neperio-
dicka. Napiiklad pro R = 4 a pocateéni podminku Ny = 50 model (3)
dava N1 = 190, No = 615,6, N3 = 946,5, Ny = 2024, N5 = 645,7,
Ng = 915,1, N7 = 310,8 atd. Tim jsme objevili deterministicky chaos —
neperiodické omezené reSeni dané jednoduchym vzoreckem, které velice
citlivé zélezi na pocateéni podmince Ny. Vratme se ale k biologii.
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Model (1) ndm Fika, Ze pocet jedinct v Gase ¢t + 1 je funkei poctu
jedinct v ¢ase t. V nékterych pfipadech muze byt takovy model daleko
od reality. Uvazujeme-li napiiklad populaci medvédi, pak model (1) ma
v sobé zakotven ptredpoklad, Ze populace 100 mladat se bude vyvijet
uplné stejné jako populace 100 starych medvédi. To je samoziejmeé velice
zjednoduseny predpoklad. Abychom dostali vérohodnéjsi popis skutec-
nosti, je dobré studovat nejen pocet jedinci v populaci, ale také vékové
rozloZeni populace.

Abychom si zjednodusili pouzitou matematiku, bude nas zajimat jen
pocet samic v populaci. Navic, abychom si jesté vice zjednodusili pouzi-
tou matematiku, budeme predpokladat, Ze se samice dozivaji maximalné
dvou let (jako cviceni si zkuste promyslet, jak se nase uvahy zméni, po-
kud se samice dozivaji tieba tficeti let). Budeme tedy rozliSovat samice
s vékem do jednoho roku (nula-leté), jejichZz pocet v roce t budeme ozna-
¢ovat NP, a samice s vékem od jednoho do dvou let (jednoleté), jejichz
podet v roce t budeme oznacovat N;'. Pii dovrieni dvou let samice umir4.
Samice maji potomky v daném ro¢nim obdobi (naptiklad na jafe) a vime,
7e nula-leté samici se v praiméru narodi 2 mladé samicky a jednoleté sa-
mici se v priiméru narodi 4 mladé samicky. Pouze 75 % nula-letych samic
prezije prvni rok zivota a vSechny samice umiraji s dovrsenim druhého
roku zivota. Potom muzeme spocitat pocet nula-letych a jednoletych sa-
mic v roce t + 1 z poctu nula-letych a jednoletych samic v roce t podle
vzorce

NP, =2NY +4N}, N}, =0775N). (4)

Model (4) je ptikladem takzvaného Leslieho modelu. V kazdém piipadé
je vyvoj populace jednozna¢né dén rovnici (4) a po¢ateéni podminkou —
uspofddanou dvojici (N, N¢). Rovnice (4) ndm potom déva posloup-
nost uspotradanych dvojic (N, N3), (N9, N{), (N2, N3), (N9, N1), ...,
(N2, N}D, ...

K tomu, abychom pochopili chovani modelu (4), je dobré nejprve na-
1ézt jisté specidlni pocateéni podminky, které budeme nazyvat vlastnimi
vektory modelu (4) a definujeme je takto: Nenulova poéateéni podminka
(NQ, N}) je vlastnim vektorem, pokud existuje realné &islo A\ takové, ze
NP = AN a N{ = ANj. Cislo A\ budeme pak nazyvat viastnim cislem.
Definice vlastniho vektoru nam fika, Ze populace v néasledujicim roce je
A-nésobkem roku predchazejiciho. Je-li tedy populace v ¢ase t = 0 rovna
vlastnimu vektoru modelu (4), pak pocet jedinct v populaci v Case ¢
miizeme jednoduse spocitat jako N? = AX!NQ a N! = AN, jak si étenar
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snadno dokaze matematickou indukci. Vyuzijeme-li tedy predchazejici
definice, pak vSechny vlastni vektory a vlastni ¢isla modelu (4) spliiuji

AN = 2N +4Ng,  ANg = 0,75N9,
coz po malé tpravé dava
(2—ANNJ+4Ng =0, 0,75N) — AN} = 0. (5)

Uvazujeme-li nyni ¢islo \ jako parametr a ¢isla N a N§ jako soutadnice
ve dvoudimenziondlnim prostoru, potom dvé rovnice (5) popisuji dvé
piimky prochézejici bodem o soutadnicich N§ = 0 a N3 = 0. Uspota-
dana dvojice (N3, N}) = (0,0) je samoziejmé vzdy fesenim rovnice (5).
Precteme-li si ovsem pozorné definici vlastniho vektoru, zjistime, zZe hle-
ddme nenulovd Feseni soustavy (5). Takova nenulova feSeni existuji pouze
v piipadé, kdyz primky dané obéma rovnicemi jsou totozné, jinymi slovy,
kdyZ prvni rovnice v soustavé (5) je nadsobkem druhé. Z tohoto pozoro-
vani vyplyva, ze vlastni ¢isla A spliiuji rovnici

A2—-X)+0,75-4=0.

To je kvadratickd rovnice, kterd mé dvé feseni A = 3 a A = —1. Tim
jsme objevili, Zze model (4) ma dvé vlastni ¢isla.

Uvazujme nyni vlastni ¢islo A = 3 a spocitejme si prislusny vlastni
vektor. Dosazenim A = 3 do (5) dostaneme jednu rovnici

~NJ +4Ng =0

pro dvé neznamé N§ a Na. Takové rovnice méa samoziejmé nekoneéné
mnoho feSeni, ndm bude stacit jen jedno feseni, napiiklad NJ = 4 a
N} = 1. Tim jsme objevili vlastni vektor

(Ng, Ng) = (4,1)

prislusejici vlastnimu ¢islu A = 3. Zkusme nyni pouzit uspofddanou dvo-
jici (NJ, Ng) = (4,1) jako pocate¢ni podminku pro model (4). Dosta-
neme posloupnost uspofddanych dvojic (N, Ni) = (12,3) = (3 - 4,3),
(N9, N}) = (36,9) = (32 -4,3%), (NY,N}) = (108,27) = (3% - 4,33)
atd. Obecné tedy v roce t bude mit populace strukturu N? = 3t -4 a
N}! = 3t Tim jsme ovsem nasli vzore¢ek pro obecny ¢len posloupnosti
dané modelem (4) pro specialni po¢ateéni podminku (N§, Ng) = (4,1).

Roénik 95 (2020), ¢&islo 1 7



MATEMATIKA

Podobné muzeme nalézt vlastni vektor pro vlastni ¢islo A = —1. Do-
sazenim A = —1 do (5) dostaneme jednu rovnici

3NJ +4Ny =0

pro dvé neznamé N§ a N{, jejimZ jednim fesenim je napifklad NJ = 4
a N} = —3. Tim jsme objevili vlastni vektor

(Nngol) = (4a73)

prislusejici vlastnimu ¢islu A = —1. Mélo by néas samoziejmé ihned za-
razit, ze vlastni vektor obsahuje zaporné ¢islo, proto vlastnimu vektoru
(4, —3) nemtizeme dat biologickou interpretaci. Na druhou stranu bude
vlastni vektor (4, —3) spolu s vlastnim vektorem (4, 1) uziteénym pomoc-
nym prostfedkem k pochopeni chovani modelu (4). K tomu bude velice
uzite¢né rovnéz nasledujici pozorovani. Uvazujme libovolné dvé redlné
konstanty C7 a Cy a uvazujme pocatecéni podminku danou souc¢tem

(NgaNOl) = Cl(4a 1) + 02(4a 73);

coz znamend NJ = C -4+ Co -4 a N} = C; — Cs - 3. Potom je pocet
nula-letych a jednoletych samic v Case ¢t dan vztahem

(NP, N}) = C13°(4,1) + Ca(—1)"(4, -3),
COZ znamena
NP =C13" - 44 Cy(~1)" -4, N} =C13" — Cy(—1)"- 3. (6)

Vztah (6) ziskdme dosazenim pocéteéni podminky do (4), pouzitim vlast-
nosti vlastnich vektort (4,1) a (4, —3) a vyuzitim matematické indukce.
S vyuzitim vztahu (6) mutZeme spoéitat pocet jedinct danych mode-
lem (4) pro libovolny ¢as t a pro libovolnou po¢ateéni podminku (Ng, N).

Typicka tloha muze tedy znit takto: Uvazujme populaci obsahujici
8 mladsich samic a 22 starsich samic, kterd se vyviji podle modelu (4).
Kolik bude mladsich a starsich samic za sto let? V tomto pfipadé je poca-
te¢ni podminka (NJ, N3) = (8, 22). Nejprve nalezneme takové konstanty
C1 a Oy, které spliuji

(8, 22) =C; (4, 1) —+ 02(4, *3),

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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neboli budeme Fesit soustavu rovnic

401 +4Cy = 8,
C1 —3Cy = 22.
Resenim této soustavy rovnic je C; = 7 a Cy = —5. Vyuzitim vzorce (6)

proto dostaneme, Ze pocet mladsich samic v roce t = 100 je roven
Ny =7-3190.4 —5.(-1)190.4 =28.300 _20
a pocet starsich samic v roce ¢ = 100 je roven
NL, =730 4 5.(_1)100.3-7.310 4 15

Sami si muzete dokazat, Ze pomér poctu mladsich a starsich samic pro
velké t je priblizné roven 4 : 1, tzn.

NO
lim —% = 4.
N}

V predchézejicich odstavcich jsme prezentovali metodu, jejiz pocho-
peni si muZete otestovat v piikladu 1 [2] a kterd ndm pro libovolnou
pocatecni podminku a pro libovolny ¢as ¢ da jednoduchy vypocet po-
¢tu mladsich samic N? a starsich samic N;}. Jedna z véci, ktera by nés
méla zarazit, je, ze pocet jedincl roste s rostoucim ¢asem nade vSechny
meze, coz neni prilis realistické. Se zvySujicim se po¢tem organismi roste
spotieba Zivin, prostoru atd., coz ma v koneéném diisledku za nasledek
zpomaleni rastu populace zpusobené vétsi amrtnosti, mensi porodnosti
apod. S problémem pfemnozeni populace jsme se jiz dfive setkali, kdyz
jsme zkoumali rovnici Nyy1 = 2N;. Tehdy jsme problém vyfesili uvazova-
nim komplikovanéjsiho modelu (2), ktery obsahoval kvadratickou funkci.
Uplné stejna myslenka se da uplatnit i zde. Zavedenim vhodnjch kom-
plikovanéjsich funkci do modelu pak dostaneme omezena feseni, ktera se
budou bud blizit k néjakému bodu, ¢ budou oscilovat, nebo odhalime
opét deterministicky chaos jako v pfipadé rovnice (3).

Doposud jsme studovali modely ve tvaru (1) a model s vékové struk-
turovanou populaci (4), v8echny tyto modely zatim popisovaly jeden Zi-
vocisny druh. Vétsinou ovSem spolu v prirodé zije mnoho rtznych druhi
pohromadé, které spolu soupefi o potravu, o prostor, o preziti. Uvazujme
napiiklad les, ve kterém ziji vlci a zajici, a zjednodusme si situaci tim, ze
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vlci Zerou jenom zajice a zajici maji travy vzdycky dost. Pak si mizeme
slovné popsat dynamiku tohoto systému takto: Pokud je v lese hodné
zajict, zacnou se mnozit vlci, nebot maji dost potravy. Tim, Ze se zacali
mnozit vlci, za¢nou ubyvat zajici. Tim, Ze zacali ubyvat zajici, nemaji
vlci co zrat a zacne jejich pocet klesat. Tim, Ze klesa pocet vlki, zacne
zase pribyvat zajict, nebot je nemd kdo lovit. Tim, Ze je hodné zajict,
zacne se opét po Case zvySovat pocet vlku atd. Shrnuto, pocty zajicu a
vlkit budou patrné oscilovat. Samoziejmé, ze bychom ted mohli po stu-
diu relevantni biologické literatury napsat model pro takovy ekosystém a
jako spravni matematikové bychom dokéazali odhalit podobné oscilatorni
chovéani. Na to jiz zde neni misto, ¢tenaf si muze ovSem sam vySetfit
jednoduchy model chovéni soupeficich druhi v piikladu 3 [2]. Zde je
dynamika mnohem jednodussi nez v pripadé vlka a zajici a k FeSeni
prikladu 3 neni potfeba nic vic, nez co jsme si v dosavadnim textu pové-
déli. Pokud byste nevédéli, jak si s prikladem 3 poradit, zvolte si néjakou
pocatecni podminku, napiste si nékolik prvnich ¢lenil posloupnosti a ono
vas uz néco napadne.

Zavérem nutno podotknout, Ze jsme se v tomto ¢lanku dotkli roz-
dilnych partii matematiky a jste-li zvidavi, mizete v tomto trendu po-
kracovat. Od diferen¢nich rovnic, pevnych bodi a chaosu je jen krucek
k rovnicim diferencidlnim, od Lesliecho modelu k maticim a linearni al-
gebfe. Vérime, Ze vas nas ¢lanek bude motivovat k dal§imu samostudiu.
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