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Kvaterniony a dukaz Lagrangeovy véty
o Ctyrech ¢tvercich

Matéj Dolezailek

Abstrakt. Clanek predstavuje uziti kvaterniont k diikazu Lagrangeovy véty o &tyfech étvercich
a pouziti stejnych myslenek k dikaziim univerzalnosti dalsich kvadratickych forem. Uzito je

vlastnosti normy a idedld v jistych kvaternionovych oborech.
Lagrangeovu vétu o ¢tyfech c¢tvercich dokézal poprvé v roce 1770 Joseph-Louis
Lagrange. Zni:

Kazdé prirozené cislo lze zapsat jako soucet ¢tyr ctvercu celych cisel.

Historie tohoto tvrzeni je vsak delsi. Pred jeho dukazem bylo zndmo jako Bachetova
domneénka, podle Clauda Gasparda Bacheta de Méziriac, ktery roku 1621 ve svém latin-
ském prekladu Diofantovy Aritmetiky poznamenal, Ze Diofantos toto tvrzeni zdénlivé
zné a predpoklada. Zatimco ptivodni Lagrangetv dikaz vyuzival pouze elementarnich
néstroju, v tomto ¢lanku predstavime dukaz pochazejici od Adolfa Hurwitze, ktery vy-
uziva algebraickych vlastnosti kvaterniont. UkdZeme také, ze zobecnénim jeho postupu
lze i 0o mnoha dalsich kvadratickych forméch (homogennich kvadratickych polynomech
s celoc¢iselnymi koeficienty) dokézat, ze jsou univerzalni (pfi dosazovéni celych éisel
jsou jejich hodnotami vSechna pfirozend ¢isla) — viz tabulku 1.

22 4+ y? + 22 +w? (22 + 2y2) + (yz — zw) + 2(22 + 2w?)

(22 + 2y + y2) + (22 + 2w + w?) (22 + 2y +4%) + (yz — 2w) + 2(22 + 2w + w?)
(22 + 2y + y?) + 2(22 + 2w + w?) (22 + 2y + 24%) + (yz — zw) + (22 + 2w + 2w?)
(22 + 2y + 2y2) + (22 + 2w + 2w?) | (22 + 2y +29%) + 2(yz — 2w) + 2(22 + 2w + 2w?)

(@2 + 2y + 2y%) +2(22 + 2w + 2w?) | (22 + zy + 3y?) + 3(yz — zw) + 2(22 + 2w + 3w?)
(22 + zy + 3y?) + 2(22 + 2w + 3w?) (@2 + 2y + y?) + (yz — zw) + (22 + 2w + w?)
(22 + 2y + 2%) + 3(22 + 2w + 2w?) (@2 + zy + 3y?) + (yz — zw) + (22 + 2w + 3w?)
(22 4+ 2y + 5y3) + 2(22 + 2w + 5w?) | (22 + xy + 5y3) + 2(yz — zw) + 2(22 + 2w + 5w?)

Pl NaiZl NaiZl Nl N2l Nab

Tab. 1. Nékteré kvadratické formy, jejichz univerzalnost lze dokazat pomoci kvaternioni

1. Hurwitzovy kvaterniony

Kvaterniony maji tvar 6 = x + yi + zj + wk, kde x, y, z, w € R a i, j, k splnuji
?=j>=k*=ijk=—1

(Obecnéji 1ze kvaterniony definovat nad libovolnym okruhem.)
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Pro kvaternion @ definujeme jeho sdruzeny kvaternion 6 = x — yi — zj — wk a jeho
normu
N(9) =00 =00 = 2* + y* + 22 + w?.

Mnozinu v8ech kvaterniont zna¢me H(R).

Pripomenme nejzakladnéjsi vliastnosti kvaternionu. Zaprvé jejich ndsobeni obecné
neni komutativni (napft. ij = k, ale ji = —k), nicméné je asociativni a distributivn{
vzhledem ke séitani (zleva i zprava). Déle pro a, 8 € H(R) plati (af8) = - @, z ¢ehoz
potom plyne

N(aB) = aB - (aB) = aB - Ba = N(a)N(B).

Zavedme nyni mnoziny

H(Z) = {a+bi+cj+dk:a, b, c, del},
bi + ¢j + dk

J = {% :a,b,c,dGZ/\a_b_c_d(mod2)}.
Prvky mnoziny H(Z) nazyvejme celociselnymi kvaterniony'. Uéel jejich zkouméni je
zjevny — Lagrangeova véta hovoii o souctech ¢tyT ¢tverci celych éisel, coz jsou ale
presné normy prvki H(Z). Méné zjevny tcel mize mit zavedeni J. Duvodem je to, ze
J ma mnohé uziteéné vlastnosti, které H(Z) postrada.

Prvky J nazyvejme Hurwitzovgmi kvaterniony. Oznacime-li { =
prepsat jako

14+i4j+k
%giﬁr’]zej]

{a( +bi+c¢j+ dk:a, b, c,d € L},
z ¢ehoz uz lze snadno ovérit, ze Hurwitzovy kvaterniony jsou uzaviené na nasobeni
(plati 6102 € J pro kazda dvé 61, 62 € {(, i, j, k}). VSimnéme si téz, ze vSechny Hur-
witzovy kvaterniony maji celociselné normy — to plyne napf. z toho, Ze z uzavienosti
na nasobeni musi byt N(6) = 6 -0 € J, ale pritom také N(0) € R, takze
N@)eIJNR=7Z.

Daéle dokazme dvé uzitecné vlastnosti Hurwitzovych kvaterniont.

Véta 1. Pro libovolna nenulova «, 8 € J existuje v € J takové, ze
N(a—~B) < N(B).

Dikaz. Polozime-li p = 22, plati v H(R) rovnost

a = @p.

Budiz ¢ = a + bi + ¢j + dk a zvolme e, f, g, h € Z tak, ze

la—el,[b—=fl,le=gl|d=h] =

DO =

INazyvaji se téz Lipschitzovgmi kvaterniony.
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— to jisté lze (jednoduse zaokrouhlime a, b, ¢, d vZdy na nejblizsi celé ¢islo). Budiz
potom v = e+ fi+ gj + hk (tedy v € H(Z) C J) a polozme

§=a-v8=(p—7)B
Nyni je N(6) = N(p —v)N(53). Pfitom

1 1 1 1
N(p=7)=la—ef+b—f*+le—gP+ld=h?< 7+ 7+ 7+7=1

4 4 4 4
Pokud v predchozi nerovnosti nenastane rovnost, pak jsme hotovi, nebot potom nutné
N(d) < N(pB). Pokud rovnost nastane, pak musi byt
1
la—el=]b—fl=lc—gl=ld—hl= 3,
coz ale znamend ¢ = v+ % pro néjakou volbu znamének, neboli ¢ € J. Protoze
a = @B, namisto puvodni volby ~y staci zvolit ' = . O

Lemma 2. Pro libovolné prvocisio p existuje 6 € J takové, ze N () je ndsobkem p,
ale nikoliv p2.

Dikaz. Pro p = 2 mame trividlné N(1 +1) = 2, tudiz nadédle uvazujme p liché.
Necht Z,, zna¢i mnozinu zbytkovych tfid mod p, ddle polozme S = {0, 1,..., %

Pro z € S vyraz 22 (mod p) nabyva % ruznych hodnot, nebot pro nenulovi x1, zo €

diky 0 < 21 + 20 S p—1<p (tedy pf a1 + 22) z 22 = 23 (mod p) plyne

}.
S

2] — 23 = 0 (mod p),
(21 — z2)(71 + 22) = 0 (mod p),
x1 — 22 = 0 (mod p),

z1 = 22 (mod p),

zatfimco 2 = 0 (mod p), pravé pokud z = 0 (mod p). Obdobné pro y € S vyraz
—y? — 1 (mod p) nabyva taktéz % ruznych hodnot. Oznac¢ime-li tedy

U = {2® (mod p): z € S}, V ={-y*—1 (mod p): y € S},
plati |U|+ |V| =p+ 1> p = |Zy| a zdroven U, V C Z,, ¢&imz z Dirichletova principu
nejsou U, V disjunktni. Existuji tedy x, y € S takova, ze
22 = —y?> — 1 (mod p),
22 +y*+1 = 0 (mod p).

Mame tak N (1 + i+ yj) = mp pro

—1,\2 2 3 9
:x2+y2+1§2-(p7) +1<2-%+1S 3p
p - p p p

pfitom jisté 22 + 32 +1 =1 > 0. Z toho dohromady p{ m, éimz je ditkaz hotov. [
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2. Idealy a eukleidovské obory

Abychom byli schopni pomoci Hurwitzovych kvaternioni dokazat Lagrangeovu vétu,
zavedme nékolik pojmt z teorie okruhti. Oborem rozuméjme okruh s operacemi +, -,
v némz je soucin dvou nenulovych prvkia vzdy nenulovy.

Definice 3. Budiz R obor. Nepriazdnou mnozinu I C R nazvéme levym idedlem R,
pokud pro kazda z,y € [ ar € Rplati x +y € I a zéroven r - x € I. Levy idedl
nazvéme hlavnim, pokud je tvaru Ra = {ra: r € R} pro néjaké a € R. Obor R, v némz
jsou vSechny levé idedly hlavni, nazvéme levgm oborem hlavnich idedli.

Rozmysleme si dvé jednoduché pozorovani o idedlech v oboru. Zaprvé pro idedly
I, J je jejich soucet I + J, tj. mnozina

{z+y:zel,yeJ},

vzdy opét idedlem. Zadruhé jsou dva hlavni idedly Ra, Rb totozné pravé tehdy, pokud
a = ub pro n&jakou jednotku u (prvek, ktery je délitelem prvku 1).

Definice 4. Obor R nazvéme zleva eukleidovskym, pokud existuje funkce d: R — Ny
takova, ze pro kazda nenulova a, b € R existuji z, y € R spliujici

a=uzb+y, d(y) < d(b).

Puvod oznaceni (zleva) eukleidovského oboru je prosty: definice ¥ikd, Ze v tako-
vychto oborech lze sestrojit obdobu Eukleidova algoritmu k nalezeni nejvétsiho (pra-
vého) spoleéného délitele a, b (nejvétsiho ve smyslu hodnoty funkce d). Vsimnéme si,
ze vétou 1 jsme dokézali, ze J je zleva eukleidovsky obor. Ukazme nyni, ze kazdy zleva
eukleidovsky obor je levym oborem hlavnich ideélu.

Lemma 5. BudiZz R zleva eukleidovsky obor a budiz I jeho levy ideal. Potom je I
hlavni.

Diikaz. Pokud I = {0}, dokazované tvrzeni plati — naddle tedy predpoklddejme
I # {0}. Uvazujme funkci d popsanou v definici 4. Zvolme g € I\ {0} tak, Ze d(g) je
minimAlni. Dale méjme libovolné s € I\ {0}. Pro spor necht s ¢ Rg — potom z definice
zleva eukleidovského okruhu existuji =, y takova, ze

s=1xg+vy, d(y) < d(g)-

7 uzavienosti levého idedlu na nasobeni prvkem R zleva a na s¢itdnijey = s —xg € I.
Pokud by bylo y = 0, znamenalo by to s = xg € Rg, coZ neplati. Je tedy y € I \ {0}
a zéroveni d(y) < d(g). To je spor s tim, jak bylo zvoleno g, tudiz pro kazdé s € I\ {0}
musi platit s € Rg. Vzhledem k 0 = 0- g € Rg pak tedy I C Rg. Z definice idedlu ale
Rg C I, ¢ili dohromady I = Ryg. O

Pomoci hlavnich idedlt ve zleva eukleidovkém oboru R lze nyni vztah ,g je nej-
vétsim spoleénym pravym délitelem a, b“ zapsat jako Ra + Rb = Ryg.
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3. Lagrangeova véta

Predstavme nyni Hurwitzv dikaz Lagrangeovy véty. Vyuzijeme vlastnosti idedla ke

zkoumani ireducibilnich prvku, tj. prvku, které nejsou jednotkami a nelze je vyjad-

it jako soucin dvou nejednotek. V prubéhu dikazu pozorujme, Ze vyuzivame pouze

nésledujicich pét vlastnosti oboru J:

(i) Z € JCH(R).

(i)

(iii) N(0) € No pro kazdé 0 € J.
)

J tvori se séitanim a nasobenim kvaternionu obor.

(iv) Pro kazdé prvoéislo p existuje 6 € J takové, Ze N(6) je ndsobkem p, ale nikoliv p?
(lemma 2).

(v) J je levym oborem hlavnich idedlu.

Lemma 6. Kvaternion € € J je jednotkou, pravé kdyz N () = 1.

Dikaz. Pokud N(e) =1, pak €z = 1, pfiemz z
e+e=(+1)F+1)—ee—1=N(E+1)—N(E)—1€ZCJ

je i € € J, takze je € jednotkou. Naopak, pokud je € jednotkou, pak existuje ¢ € J
takové, ze ep = 1. Potom ale znormovdnim diky N(g), N(¢) € Ny nutné N(e) =
= N(p) =1. O

Véta 7. Pro libovolna nenulova 6 € J, m € Z necht je g nejvétsi spolecny delitel cisel
m, N(6). Potom plati JO + Jm = J\ pro néjaké \ € J splitujici g | N ().

Diikaz. JO + Jm je levym idedlem J, tudiz musi byt hlavni, neboli roven JA pro néjaké
A € J. Platnost J6 + Jm = J\ specialné implikuje existenci «, 8 € J takovych, ze

af + Bm = A\,
afl = \— Bm.
Pouzitim normy na obou stranach pak dostaneme
N(a)N(0) = (A= Bm)(A — pm) = (A = fm)(X — Bm) =
= N(A) — m(BX+ AB) + m*N(B). (1)
Plati

BAX+AB = (BB+BA+AB+IN) — BB — A\ =

= (B+XA) - (B+A) = BB =M =N(B+X) - N(B) - N(N),

coz je z podminky (iii) celé ¢islo. V rovnosti (1) tak vystupuji celd éisla, tedy pfechodem
ke zbytkim mod g obdrzime
0= N(}\) (mod g).
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Véta 8. Méjme ireducibilni © € J a uvazujme libovolné prvodislo p, jez déli N ().
Potom p € Jr.

Diikaz. Pro spor necht p ¢ Jw. Necht je Jm + Jp = JA — podle véty 7 potom p jako
nejvétsi spoleény délitel p, N(w) déli N(A), neboli A neni jednotkou. Plati @ € J\,
neboli 7 = a pro néjaké o € J. Dale je p € JA, ale zaroven p ¢ Jm, takze urcité
Jm = JA, a tudiZz « neni jednotkou. Vyjadrili jsme tedy 7 jako soucin dvou nejednotek —
musi tak byt reducibilni, coz je spor. O

Véta 9. Libovolné prvodislo p je v J reducibilni.

Dikaz. Z lemmatu 2 existuji n € N, 6 € J splijici p { n a zdrovenn N(0) = np. Zvolme
nejmensi prirozené n s touto vlastnosti a uvazujme prislusné 6 — to pak uvazenim
normy nemuze byt jednotkou. Pro spor necht je p ireducibilni v J. Potom musi byt
n > 1, nebot jinak p = 60, coz by znadilo reducibilitu p.

Ukazme, ze 6 je reducibilni. Necht je pro spor ireducibilni — potom dle véty 8 plati
p € J6, neboli existuje n € J spliujici p = nf. Pouzitim normy na obou stranach
obdrzime

p®> = N(n) - np,
p = n-N(n) = nn.

Z ireducibility p musi pravé dvé z n, i, 77 byt jednotkami. Pfitom ale vzhledem k N (n) =
= N(7) je n jednotkou, pravé pokud je ji 7. Obé& 1, 77 nemohou byt nejednotkami, jsou
tedy obé jednotkami. Z toho

p=nN(n) =n.

Pfitom ale mdme p { n — tedy spor.

0 je reducibilni, neboli plati 8 = 6165 pro néjaké nejednotky 61, 62 € J. Zrejmeé prave
jedna z norem N (67), N(02) musi byt ndsobkem p. Necht je to bez Gjmy na obecnosti
N(6;), tj. budiz N(61) = nip pro néjaké n; € N, p t ny. Pokud ny = n, pak nutné
N(62) = 1, tudiz je 63 jednotkou, coz je spor. Nutné tedy musi byt ny < n. Pfitom ale
n1 mé tu vlastnost, ze existuje 61 € J splitujici N(61) = n1p a zdroven p { ny (nq déli
n). To je spor s tim, jak bylo zvoleno ptuvodni n, takze p nemuze byt ireducibilni. O

Véta 10. Pro libovolné n € N existuje 6 € J spliujici N(6) = n.

Diikaz. Zacnéme pripadem, kdy je n rovno néjakému prvocislu p. Dle véty 9 je p
reducibilni v J, neboli existuji nejednotkovad «, § € J spliujici p = af. Z toho plyne
na obou stranach
p* = N(p) = N(a)N(B).

Vzhledem k N(«), N(8) > 1 pak jisté N(a) = N(B) = p, takze véta pro prvocisla
vskutku plati.

Mégjme nyni libovolné pfirozené n. Pokud n = 1, madme N (1) = 1. Nadéle tedy
berme n > 1 a uvazujme rozklad

m
n= H p57
s=1
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kde m = 1 a vSechna pg jsou (ne nutné riznd) prvoéisla. Z platnosti véty pro prvocisla

pro kazdé s € {1, ..., m} existuje 05 € J splitujici N(6;) = ps. Potom staci vzit
m
0=1] ¢
s=1

¢imz bude zaruceno

O

Praveé dokazana véta je jiz pouhy krucek od Lagrangeovy véty o Ctyrech ¢tvercich —
vime jiz, ze normy prvku J jsou pravé vSechna prirozena cisla, zbyva uz jen ukazat, ze
totéz plati v H(Z). Nez tak uc¢inime, dokazme jesté jednu vétu o povaze ireducibilnich
prvka v J.

Véta 11. Kvaternion w € J je ireducibilni, pravé kdyz je N(m) prvodislo.

Diikaz. Pokud je N(m) = p prvodislo, pak pro libovolnd «, 5 € J spliiujici 7 = af plati
N(a)N(B) = p, tedy jedno z a, § musi byt jednotkou, neboli je 7 vskutku ireducibilni.

Nyni necht je 7 ireducibilni a uvazujme libovolné prvodéislo p, jez déli N(r). Dle
véty 8 plati p € Jmr, neboli existuje 6 € J takové, ze p = 6m. Polozme m = @ eN-
potom méme

Z toho plyne m € {1, p}. Pokud m = p, musi # byt jednotkou, z ¢ehoz plyne 7 = fp.
Pritom p je ale dle véty 9 reducibilni, ¢imz je i 7 jakozto jeho nasobek reducibilni. To
je spor, tudiz jisté m = 1, neboli N(7) = p. O

Nyni jiz dokazme Lagrangeovu vétu.

Lemma 12. Mémen € N a a € J takové, Ze N(a) = n. Potom existuje 8 € H(Z)
spliujici N(8) = n.

Diikaz. Pokud a € H(Z), staci vzit 8 = o — nadile tedy piedpoklddejme o € J\ H(Z)
neboli o = aFbiteitdk 116 nEjaks lichd celd &sla a, b, ¢, d. Zvolme e, f, g, h € {£1}
p)
tak, ze
a—e, b—f c¢c—g, d—h

jsou nasobky ¢tyf. Polozime-li 6 = w, je 6 € J a zaroven N(6) = 1, navic
plati
REPSCET EYCEY, RCEY) BN UET
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pro néjaké v € H(Z). Z toho ale

dra=002y+68)=6-2y+0-0=(25)-y+1,
N(§-a) = N(§) - N(a) =n.

Uvazme nyni, ze pro libovolné ¢ € J plati 20 € H(Z), z ¢ehoz (20)y + 1 € H(Z).
K dokonceni dukazu tak staci vzit 5 =6 - a. O

Disledek (Lagrangeova véta o ¢tyfech ¢tvercich). Pro kazdé pfirozené n exis-
tuje 6 € H(Z) sphiujici N(0) = n.

4. Konstrukce dalsiho oboru

vodili vyhradné z vlastnost{ (i)—(v). Toto umoziuje zobecnit Hurwitztiv postup pro du-
kaz univerzalnosti dalsich kvadratickych forem: kdykoliv nalezneme takovou mnozinu
H, kterd spln{ vSechny podminky (i)—(v) (piSeme-li v nich vZdy H namisto J), pak
musi pro kazdé n € N existovat # € H majici normu n. Pokud tedy kvadratické formeé
dovedeme priradit obor, jehoz prvky maji normy rovné hodnotam dané kvadratické
formy a ktery spliiuje podminky (i)—(v), plyne z toho, ze dand kvadratickd forma je
univerzalni.

Piiklad 1. DokaZme univerzdlnost formy z? — zy + 3% + 22 — 2w + w?. Oznaéme
—1+iV3

w= —5* a zavedme

Hs = {x+yw+ zj + wwj: z, y, z, w € Z}.
Ovéfme postupné, ze Hs splituje podminky (i)—(v). Splnéni{ Z C Hs C H(R) je zcela
ziejmé. Mnozina Hj je uzavrend na sCitdni, uzavienost na nasobeni plyne z 6,02 € Hj

pro libovolna 61, 65 € {1, w, j, wj} (toto lze ovéfit pFimymi vypoclty) — je tedy splnéna
podminka (ii). Pro podminku (iii) pak stac¢i pro § = x 4+ yw + zj + wwj vyjadrit

1—-iv3 i —kv3

-y () - ()

=z —ay+yP+22— 2w+ e

N(6)

Dokazme nyni splnéni podminky (iv) pomoci podobného postupu jako v lem-
matu 2. Uvazujme libovolné prvoéislo p a dokazme, Ze lze zvolit z, z tak, ze 2% — x +
+ 1+ 22 je ndsobkem p, ale nikoliv p?. Zaprvé pokud p = 2, staéi zvolit z = 0, z = 1.
Nadéle necht je p liché (tedy p = 3). Zavedme Sy = {1,..., L}, S, :1{0, o B

Pt

Tak jako v diikazu lemmatu 2 nabyva 22 (mod p) pro z € Sy piesné P5= rliznych hod-

not. Déle pro z1, 2 € 51\ {#} diky 2 <z +22 Sp—1 (tedy pt (x1 + 22 — 1))
plati 22 — 21 + 1 = 22 — 22 + 1 (mod p), pravé kdyz

22 — 22 — 21 + x5 = 0 (mod p),

152 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 64 (2019), ¢. 3



(21 — 22)(21 + 22 — 1) = 0 (mod p),
21 — x93 = 0 (mod p),
Tr1 = X2 (mOd p)a
nastavd p | (z1 + a2 — 1) pravé tehdy, kdyz i zo = - (mod p).
Pro z € S; tak vyraz 22 — 2 +1 (mod p) musi nabyvat % ruznych hodnot. Oznac¢ime-
-li tedy

] 1
zatimco pro x; = %

U={2>—2+1 (modp): z € S}, V = {—2? (mod p): z € Sa},

plati U]+ |V| =p+ 1> p = |Zy| a zéroven U, V C Z,, ¢imz z Dirichletova principu
nejsou U, V disjunktni. Existuji tedy z, z € S takova, ze

2 —x+1 = —2% (mod p),

22 — 241+ 2% = 0 (mod p).

Plati pak N(z + w + zj) = mp pro

2zt 1+22 () - g 41 (25

m = S =
p p
(P*+2p+1)—2p+1)+4+ P> —2p+1) 2p*—2p+4 _ 2p% + 4 _
- 4p B 4p 4p
3p? 3
< —=-p<
p AP <P

(vyuzivame p? = 32 = 9 > 4), zaroven ale jisté 22 —x + 1+ 22 > 0 (diky z = 1 je
22 —x 2 0). Z toho dohromady ur¢ité plyne p { m, ¢imz je podminka (iv) jisté splnéna.

Zbyva tak dokdzat splnéni podminky (v). Podobné jako v pfipadé oboru Hur-
witzovych kvaternioni dokézeme, ze Hj je (levym) oborem hlavnich idedlu, skrze
jeho eukleidovskost zleva. Za eukleidovkou funkci poslouzi opét norma — chceme tedy
dokézat, Ze pro nenulovd «, 8 € Hjs existuje v € Hs spliiujici N(a — v8) < N(B).
Zavedeme-li ¢ = % (to je obecné prvek H(R)), pak a = ¢ a predchozi nerovnost
Ize ekvivalentné upravit do tvaru

N(p —=7)N(B) = N(pB —v6) = N(a —v8) < N(B),
N(p—7v) < N(). (2)

Necht je ¢ = xg + yow + 20j + wowj pro redlna xg, yo, 20, wo. Uvazujme redlnd x, y, z,
w takova, Ze o — x atp. jsou celd &isla, a oznacme v = ¢ — (z + yw + zj + wwj). Pro
splnéni podminky (v) je tfeba ukdzat, ze z, y, z, w lze zvolit tak, aby bylo splnéno
x9 — x € Z atp., a zaroven

2

1> N(p—7) = N(z +yw + 2j + wwj) = (2 —ay + ) + (2* — 2w +w?).  (3)

K tomu postaéi ukézat, Ze lze zvolit z, y tak, aby 2? — zy + y? < % (analogicky pak
totéz provedeme pro z, w, coz dohromady da (3)). Na to uz lze nahlizet geometricky —
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FeSeni nerovnice #2 — zy +y? < 3 piedstavuji v R? vnitiek jisté elipsy se stfedem v po-
¢atku (viz obrézek 1) a ma se dokdzat, ze libovolny bod (xg, yo) roviny lze posunout
o vektor (a, b) s celo¢iselnymi slozkami tak, aby jeho obraz lezel uvnitf této elipsy. To
je ekvivalentni tvrzeni, Ze vSechna posunut{ této elipsy o vSechny mozné vektory (a, b)
s celoc¢iselnymi slozkami dohromady pokryvaji celou rovinu.

e~ ~
- ~
- N
/’ A
,/ \
., 1 \
. S
. 2 )
P 1
’ 1
4 1
’
, 1 I’
, Z
’ 2 ’
: —
’ ’
1 _1 4 z
’
1 2 ;
! .
1 ’
1 4
7’
' 11 .
7’
\ 2 P
\ -
\\ d’,
-
\\____—’

Obr. 1. Reseni nerovnice z2

—zy+y° < 3

Staci ukazat, ze takovéto pokryti vytvori uz néjakd podmnozina vnitiku elipsy.
Ozna¢me Ay, By priseciky elipsy 22 — xy + 2 = % s piimkou y = % Dosazenim
do rovnice elipsy méme

9 T 1
7_7_:0
YT Ty
b yFrad
xl,QZfa
takze
1 1 V5
ApBo| =21 —a0 =1/~ +4- = = L2 > 1.
|AoBo| = x1 — x2 4+ 1 5 >

Urcité tedy lze zvolit body A, B tak, Ze oba jsou vnitinimi body tsecky AgBgy a za-
rovenl |AB| > 1. Oznalme C, D obrazy A, B v soumérnosti dle poc¢atku. Pak je cely
rovnobéznik ABC D obsazen uvnitf uvazované elipsy (vnitin{ oblast elipsy je konvexn{
mnozina soumérnd dle poc¢dtku), zdroven m4 ale stranu délky |[AB| > 1 a vysku na
ni kolmou délky presné 1 (viz obrazek 2). Posouvdnim tohoto rovnobézniku o vektory
s celo¢iselnymi slozkami tak urcité pokryjeme celou rovinu. Pro dana redlna xg, yo
tedy lze zvolit z, y spliujici © — 29 € Z, y — yo € Z a takovd, ze bod [z, y] nalezl
rovnobézniku ABCD. Napr. lze nejprve zvolit y tak, ze f% <y < % (to urdité lze),
a nasledné vhodné zvolit = — to lze, nebot prunikem ABCD s libovolnou primkou
y=t kde —1 <t < 1 jetsecka délky |[AB| > 1.
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Ap q By

Obr. 2. Priklad rovnobézniku ABC D uvnitt elipsy

Timto je dokdzéano, ze Hj spliiuje podminku (v). To uz znadi, ze kvadratickd forma
x2—xy+y2+z2—zw+w2

je univerzalni.
5. Vyuziti nadoboru

Postup pouzity v predchozi sekci spoléha na to, ze obor, jehoz prvky maji normy ur-
¢ené danou kvadratickou formou, je oborem hlavnich idedli. Toto neni vzdy splnéno.
V mnoha pripadech lze vSak uvazovat néjaky nadobor tohoto oboru, ktery uz obo-
rem hlavnich idedla je, a nasledné uz pouze dokézat, ze kazdy prvek nadoboru ma&
k sobé prvek oboru se stejnou normou. To je presné postup, ktery jsme uzili k dukazu
Lagrangeovy véty — namisto abychom pracovali pfimo s oborem H(Z), vyuzili jsme
jeho nadobor J. Poznamenejme, ze pro nékteré formy uvedené v tabulce 1 mutze byt
tento postup mirné vypocetné narocny — nalezeni a ovéreni vSech pouzitych konstant
se v takovych pripadech vyplati provést pocitacem.

Priklad 2. Ukazme, ze kvadratickd forma
22+ zy + 20% + yz — 2w + 22 + 2w + 2w? (4)
je univerzalni. PoloZzme

1+iV7
a:T,

i+jv6
\/7 )

1+ a+p+ap

p= 2

¢

a zavedme mnoziny

Hs = {s+ya+z28+waf: z,y,z,w €L},
Gs = {z+ya+z8+wlax,y z,wel}.
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Obé mnoziny Hg, G3 tvori obory — uzavienost na scitani je v obou pripadech zifejm4,
pro uzavienost na nasobeni{ staci ovérit 616, € Hg pro 61, 03 € {1, a, 8, aB}, resp.
0102 € G5 pro 61, 6 € {1, o, B8, ¢} (to lze uéinit pfimymi vypoéty). Pro béze Hg
dostavame multiplika¢ni tabulku 2.

1] o« | B | o8
1 1 « B aff
« « a—2 af af — 28
JE] B | -1-af+p| -1 | -B+a-1
af || af —a+2p -« —aff —2

Tab. 2.  Multiplikac¢ni tabulka bézi oboru Hg

Dale plati
1+iv7 i+jv6 1 i jv 6 kv'6
aﬁ=(+l\/_)'<l+‘]\/_>=——+ i +J\/_+\/_7
2 N4 2 T 2VT 2
coz uz pro 0 = z + ya + z5 + wal implikuje
14iV7 i+h@+w (1 i V6 kﬂv)

N@) =N (z+y- tz. Ty + +
) (x L T 2 o7 2vT 2

cCo-3) () (28 (5

= 2% + oy +2y% + yz — 2w + 2% + 2w + 2w,

Oznacme v = w = 3 — (. Potom také v = %a%ﬁ*aﬁ = a — (. Urdité
tedy v, 78 € Gs, diky vztahtim

(=B, a=(+yf=F—7+8

tak lze G5 ekvivalentné zapsat ve tvaru Gs = {x + yy + 28 + wyB: z, y, z, w € Z}.
Potom normu libovolného 6 = x 4+ yy + 28 + wyB € G3 vyjadiime jako

N(6) :N(x+y’y+zﬂ+w’yﬁ):N((xf%f%)Jr(%)a+
v g ) (2 )= ()
Heg-3) () 2 () (5 (e
y y
2 2

() g8 (e

2 2 2
2

+2 <7y27w) =22 —xy+y? + 2% — 2w+ w2,

Piitom uz vime, ze kvadratickd forma z2 — zy + 2 + 22 — zw + w? je univerzalni,
takze uréité pro kazdé n € N existuje 6 € G5 takové, ze N(0) = n.
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Zbyva uz jen ukdzat, ze kazdé takové € lze vynasobit jednotkou (z G3) tak, aby
soucin byl prvkem Hg. Pokud 6 € Hg, je to trividlni, nadéle tedy predpokladejme
0 € G3 \ Hg. Povsimnéme si, ze 2¢ € Hg, a ddle

v-2=—-1—a+f—af € Hg, v-(a—1)=1-f € Hg,
v (B—1)=a—p € Hg, 7 (aB—1)=1+a € He.

Libovolné 6 € G5 \ Hg tak lze zapsat jako

O=m+v+2z+yla—1)+2(8—-1)+w(as—1)

pro m € {0, 1}; koneéné pak 7 = %LO‘%M =—1—7,zchozy(l+7v) =7 -(-7%) =

= —N(vy) = —1. Rozlisime dva pfipady: pokud m = 1, vezmeme
v-0=-1+7-Q2e+yla—1)+2(6-1)+w(as-1)) € H,
zatimco pokud m = 0, vezmeme
v+1)-0=-1+(n+1) - Qz+yla—1)+2(8—1)+w(af — 1)) € He.

Plati N(y) = N(y + 1) = 1, takZe jsou oba tyto kvaterniony jednotkami a univerzal-
nost kvadratické formy (4) je dokdzéna.

Priklad 3. Ukazme, ze kvadraticka forma
22+ zy + 3y% + yz — 2w + 22 + 2w + 3w? (5)
je univerzalni. Polozme

1+iv1l
o= ———"
2 )

i+jv10 1+ 2a+28—-af

ﬁz\/ﬁ, v 5

a zavedme mnoziny

Hy = {z+ya+z28+wap: x,y,z,w € L},
Ge = {z+ya+zB+wyiz,y, z,weL}.

Stejné jako v predchozim pripadé tvori Hig i G2 obory — pro baze Hiy dostavame
multiplika¢ni tabulku 3.

L1 a | 8| a8
1 1 « B aff
Q «@ a—3 af af — 38
JE] B | -1-af+p| -1 | -B+ta-1
af || af —a+ 30 -« —af—3

Tab. 3.  Multiplikac¢ni tabulka bézi oboru Hg

Roznésobenim « - 8 a pfimym vypoctem z definice normy ziskame

N(z +ya + 26 + wap) = 2° + zy + 3y + yz — zw + 22 + 2w + 3w
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Déle plati y3 = =Zredft208 — 9y 4 o + B, z ¢ehoz urcité 73 € Go a zdroveil
a = 2y — B4 vB. Obor Gy tak lze ekvivalentné zapsat jako Go = {x + yy + 28 +
+wyB i x,y, z, w € Z}. PHimym vypoctem pak muzeme normu libovolného § =
=z + yy+ 28+ wyp € Gy vyjadiit jako

= (1) (552) oo 3 )0 (557) -

= x2+xy+y2+yzfxw+z2+zw+w2:
2 2

=(x+g—ﬂf+(£3$ +@+Q+EY+(EUQ _

2 2 2 2 2 2
1+itj+k —1—it+j+k
N<x+y~++23+w-f‘]). (6)

Pritom ale

1+i+j+k
J:{$+y.+

1+itj+k ~1-i+j+k

+zj+wk:x,y,z,w€Z}:

:x,y,z,wEZ},

takze vyrazem (6) lze dle véty 10 vyjadiit libovolné ptirozené ¢islo. Pro kazdé n € N
tak existuje 6 € G2 takové, ze N(0) = n.

Zbyva uz jen ukdzat, ze kazdé takové € lze vynasobit jednotkou (z Gs) tak, aby
soucin byl prvkem Hipo. Pokud 6 € Hig, je to trividlni, naddle tedy predpokladejme
0 € Gy \ Hyg. PovSimnéme si, Ze plati

7-5:1+2a+2ﬁ—aﬁeH10, 7-(a—2):—2—B€H10,
v (B+2)=a+ B € Hiy, v (af —1) = =28+ af € Hio.

7 toho pro libovolné 6, tvaru
b =5z +yla—2)+2(8+2) +w(af —1) (7)

plyne v8y € Hyg, resp. dokonce (py + 7)0p € Hyg pro libovolnd p, 7 € Hyp. Tvarem
Py + 7 vSak lze popsat libovolny prvek Ga, tedy v souhrnu pro kazdé 6y tvaru (7) plati
Ay € Hyg pro libovolné A\ € Gs.

Déle lze kazdé 6 € G5 \ Hyp zapsat jako

sz(’)/‘i‘f)‘i‘@(),

kde 9 je tvaru (7), m € {1, 2, 3,4} a £ € {0, 1, 2, 3, 4}. Nyni tedy sta¢i ukdzat, ze
pro kazdé z téchto ¢ existuje jednotka (, € Go spliujici (o(y + £) € Hyg. Takovéto
jednotky existuji, vyhovuji napf.

Go=7=1-1, G=v-05, G=v8=a+ -2y,
43:77047 44:7

Timto je dokdzéno, ze kvadratickd forma (5) je univerzdlni.
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6. Jacobiho véta

Zavérem c¢lanku uvedme bez dikazu, jak lze Lagrangeovu vétu podstatné zesilit.

Véta (Jacobiho o &étyfech &tvercich). Pro n € N je pocet celociselnych reSeni
rovnice n = x2 + y% + 22 + w? presné

8y d,

44d|n
tedy osminasobek souctu téch déliteli n, které nejsou samy nasobky Ctyr.

Tuto vétu poprvé dokazal roku 1834 Carl Gustav Jakob Jacobi pomoci analytic-
kych metod. Pozdé&ji byl Adolfem Hurwitzem podan dukaz vychazejici z podrobnéjsiho
zkoumani faktorizace v oboru J a izomorfizmu mezi nékterymi okruhy zbytkovych tiid
mod p oboru H(Z) a maticovymi okruhy nad Z, (pro prvoéislo p).

Zobecnénim Hurwitzovy metody lze podobné explicitni vzorce pro pocet vyjadreni
daného ¢isla danou kvadratickou formou nalézt i pro mnohé dalsi (ne vSak vSechny)
kvadratické formy uvedené v tabulce 1 v ivodu ¢lanku — viz tabulku 4.

(22 + 2y + %) + (yz — 2w) + (22 + 2w + w?) 24Zd
2td|n
(2% 4+ 2y + y?) + (22 + 2w + w?) 12Zd
3td|n
22 +y? 4 22 +w? 8> d
4td|n
(22 + 2y + ¥?) + (yz — 2w) + 2(2% + 2w + w?) GZd
5td|n
(22 + 2y + 2y2) + (22 + 2w + 2w?) 42 d
7d|n
(22 + 2y + 3y2) + 3(yz — 2w) + 2(22 + zw + 3w?) 2 Z d
13td|n
(22 + 2y + 29°) + (yz — 2w) + (22 + 2w + 2w?) 8Zd—4 Z d
3td|n 2,3td|n
(22 + 2y + y?) + 2(22 + 2w + w?) 122d76 Z d
2td|n 2,3td|n
(22 + 2y + 29%) + 2(yz — 2w) + 2(2% + 2w + 2w?) 4Zd72 Z d
5{d|n 2,5¢d|n
(22 + 2y + 3y?) + (yz — 2w) + (22 + zw + 3w?) 8Zd—4 Z d
21d|n 2,5¢d|n
(2% + zy + 3y?) + 2(2% + 2w + 3w?) 4Zd—2 Z d
2td|n 2,114d|n

Tab. 4. Vzorce analogické Jacobiho vété pro vybrané kvadratické formy
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