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Rozdéleni ¢ a mnohorozmérna geometrie

Vitezslav Linek

Abstrakt. V ¢lanku odvozujeme hustotu ¢ rozdéleni s vyuzitim n-rozmérné geometrie. Oproti
obvyklejsim metodam k tomu nepotiebujeme predpoklad normality, postacujici je nezévis-
lost mnohorozmérného rozdéleni na sméru. Kromé zdkladu diferencidlniho poctu pouzijeme
k odvozeni jen vzorec pro povrch n-rozmérné koule. Tento ptistup byl inspirovan metodami
R. A. Fishera.

1. Motivace

Jednim ze zédkladnich kament matematické statistiky je nésledujici vztah: ma-li vektor
X=,2,...,%,)

mnohorozmeérné standardizované normalni rozdéleni, tj. maji-li jeho jednotlivé sourad-
nice rozdéleni N(0, 1) a jsou nezavislé, pak ndhodnd veli¢ina

Y

JEa/

mé tzv. Studentovo neboli ¢ rozdéleni s n stupni volnosti, zkracené T' ~ t,,, které se
pouziva napriklad v jednovybérovém ¢ testu o stredni hodnoté v norméalnim rozdéleni
s neznamym rozptylem. Hustota tohoto rozdéleni, dana vzorcem

D (= 2\
f(t)—r(%)ii/ﬁ(l-i-z) , teR,

se obvykle odvozuje pomoci integralnfho poétu (viz napf. [1]). Zde nabizime alterna-
tivni cestu, kterd by mohla zaujmout ¢tendre se vztahem k vicerozmérné geometrii.
Kromeé trochy predstavivosti a znalosti derivaci budeme potiebovat vzorec na vypocet
objemu n-sféry o poloméru r:

T =

27t
Sn("’) = w, r>0
2

(viz napt. [2]). P¥ipomertime, Ze n-sférou o poloméru r minime povrch (n+ 1)-rozmérné
koule, tj. mnozinu bodt v (n + 1)-rozmérném eukleidovském (pod)prostoru, jejichz
vzdélenost od daného stredu je r. Jeji objem je tedy n-rozmérna mira.

Na rozdil od tradi¢niho postupu vlastné ani nepotrebujeme predpoklad normality
vektoru X; bude postacovat, kdyz rozdéleni tohoto vektoru nebude zavislé na sméru,
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tj. jeho hustota bude funkci vzdéalenosti od pocatku souradnic. Mnohorozmérné stan-
dardizované normalni rozdéleni tuto definici zrejmé splnuje, nebot jeho hustota je

Ed

f(z) = (27)" Fexp {_T} , zER".

Poznamenejme, Ze z existence hustoty uvazovaného rozdéleni plyne vztah P [X = 0] =
=0.

2. T jako funkce tihlu

Polozme
Y:(KO,,O), Z:(()?Zl?"'vZn)v
takze mizeme psat
Y|
T=sgnYyn-—:-.
1Z]

Vektory Y, Z tvori odvésny pravotihlého trojuhelniku, jehoZ preponou je vektor X.
Odhlédneme-li tedy od znaménka a konstanty v/n, predstavuje hodnota T kotangentu
thlu mezi vektory Y a X. Vezmeme-li znaménko a konstantu v potaz, mtizeme T" pova-
zovat za y/n-nasobek kotangenty thlu, ktery svird vektor X s vektorem (1,0, ..., 0).
Oznadme tento tihel symbolem @ (viz obr. 1), mame tedy

T = +/n cotg 0.

X
Z
°
Y
(1, o,..., 0)
Obr. 1. Rozlozime-li vektor X = (Y, Z1, . .., Z») na jeho kolmé slozky ¥ = (Y, 0, ..., 0)
aZ=(0,2%1,...,Zn), muzeme T interpretovat jako funkci uhlu 6, ktery svird vektor X

s vektorem (1,0, ..., 0)

Uvazujme nyni libovolnou hodnotu ¢ € R™: mnozina vsech realizaci ndhodného
vektoru X odpovidajicich pripadu T' = t je tvorena pravé témi vektory, které sviraji
s vektorem (1, 0, . .., 0) dhel

t
0 = arccotg —.
g Tn
Infinitezimalnimu prirtstku ¢ o hodnotu dt odpovida zména thlu 6
dt
df = ———~.
Vo (1+5)
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3. Trojrozmérny pripad

Abychom si trochu usnadnili dalsi vyklad, popisme nejdiive pripad n = 2, kdy rea-
lizacemi vektoru X jsou prvky prostoru R3. Uvazujme jednotkovou kouli se stfedem
v pocéatku soustavy soutadnic. Vektory svirajici s vektorem (1, 0, 0) thel dané veli-
kosti 6 protinaji povrch této koule v kruznici o poloméru r = sin §. Tato kruznice je
vlastné sféra dimenze 1, jejiz délka je

I =27 sin § = Sy(sin 6).

Zvétsime-li nyni ¢ o infinitezimalni hodnotu d¢, zméni se 6 o hodnotu df. Jevu
T € (t; t+ dt) tedy odpovidd mnozina realizaci, které protinaji povrch jednotkové
koule v pasu délky [ a infiniteziméln{ Sitky —dé (viz obr. 2).

dé

Obr. 2. Je-li n = 2, realizace ndhodného vektoru X jsou prvky R>. Jelikoz je T klesajici
funkef ihlu 6 mezi vektorem X a vektorem (1, 0, 0), vymezuji vSechny realizace X odpovi-
dajici pripadu T € (¢; t + dt) na povrchu jednotkové koule se stfedem v poc¢atku soustavy
souradnic mnozinu tvaru pasu o obsahu dS = —27 sin 0 - df, kde 0 i df jsou funkci t a dt

Pointou nasich tuvah je to, ze jelikoz rozdéleni nahodného vektoru X nezavisi na
smeéru, muzeme pravdépodobnost tohoto jevu vypocitat jako podil povrchu tohoto
pasu dS vici povrchu celé koule S3(1):

dS  —ld§  Si(sinf)

dP = = = de.
Sa(1)  Sa(1) Sa(1)
Dosadime za 6, df a po jednoduché tpravé! dostdvime
27 sin (arccotg L) d+ 2 -3
dp = v2) 5 — ... =23 (1+—) dt;
= I+ E) 2
cast pred diferencidlem je hledana hustota rozdéleni ts.
!Pfipometime vztahy sin (arccotg t) = _r cos (arccotg t) = !
P y gl) = mv gl) = m
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4. Zobecnéni

V obecném pripadé n € N staci nahradit jednotkovou kouli jednotkovou hyperkouli,
jejiz povrch tvorf n-sféra o objemu S, (1), a kruznici na jejim povrchu (n — 1)-sférou
o poloméru r = sin 6, jejiz ,délka“ je [ = S, _1(sin ). Po dosazen{ dostavame

B B . . 1—1 ’n,_—f-l 2 771;»1
b “Sualsm)dg T (%) (1+f_) i
n

Sn(1) T (8) Vir

kde ¢ést pred diferencidlem je hledana hustota rozdéleni ¢,,.

5. Historické pozadi

Vyse uvedend tivaha byla inspirovana kratkou pozndmkou v zivotopise R. A. Fishera [3],
ktery napsala jeho dcera. Autorka se v ni na strané 123 snazi vysvétlit, jak Fisher od-
vodil test znamy dnes jako jednovybérovy t-test. Uvazuje jednoduchy model linedarni
regrese bez konstanty s pouhymi tfemi dvojicemi pozorovanych dat, tj. model

Y; 1 €1
}/2 = ﬂ ) + €2 ’
Y3 x3 €3

struénéji Y = Sz + €, kde ndhodné velic¢iny ¢; jsou nezavislé a maji normélni rozdéleni
a stejny rozptyl. Nulova hypotéza Hy: f = 0 pak predstavuje predpoklad, ze plati
Y = €, tj. ze vektor Y lezi v libovolném sméru se stejnou pravdépodobnosti.? Tato
hypotéza bude zrejmé zamitnuta tehdy, kdyz bude smér ziskané realizace ndhodného
vektoru Y ,podeziele® blizky sméru vektoru «, tj. kdyz bude tihel mezi vektory Y
a « maly.

To se ovsem miuze stat i pouhou ndhodou, prestoze Hy plati. Je tedy tireba nalézt
vhodné kritérium tak, aby v piipadé platnosti Hy doslo k omylu nanejvys v 5% pii-
padi, tj. aby nebyla prekrocena obvykle pozadovand pravdépodobnost chyby prvniho
druhu. Nechame tedy — tak jako to iidajné udélal Fisher — ziskanou realizaci Y rotovat
kolem vektoru @, ¢imz opiSe na sféfe se stfedem v pocatku a polomérem || Y|| hranici
vrchliku (viz obr. 3).

Je-li relativni obsah tohoto vrchliku vici obsahu celé sféry mensi nez 5 %, za-
mitneme nulovou hypotézu. Po zobecnéni na vice rozmért predstavuje tato myslenka
podstatu klasického jednovybérového t-testu.

Preformulujme tuto myslenku vlastnimi slovy: zminovany relativni podil obsahu
vrchliku je v podstaté dosaZend hladina vgznamnosti (p-hodnota) t-testu ovéiujictho
nulovou hypotézu 8 = 0. Kladnd hodnota jeji derivace podle ¢t tedy musi byt hus-
tota T' — a to je pravé zpusob, jakym jsme k ni dospéli. Obesli jsme vsak p-hodnotu
a misto toho vyjadfili pfimo jeji derivaci.®

2Takto formuluje své tvahy J.F. Box; vhodn&jsi vyjadieni by bylo, ze vektor Y /|| Y| ma rovno-
meérné rozdéleni na jednotkové sfére.

3Stoji za zminku, ze z hlediska statistické praxe je to pravé p-hodnota, kterou je tieba vyéislit
v zévislosti na t. To je ale kol mnohem obtiznéjsi nez vyjadreni hustoty.
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Obr. 3. Ziskame-li za platnosti trojrozmérného modelu Y = Sz + € realizaci ndhodného
vektoru Y, zamitneme nulovou hypotézu Hyp: 5 = 0 tehdy, kdyz budou vektory Y a x lezet
priblizné ve stejném sméru. Nechame-li rotovat ziskanou realizaci vektoru Y kolem vektoru z,
opiSe na sfére se stifedem v poéatku soustavy soufadnic a polomérem || Y| hranici vrchliku;
podil obsahu tohoto vrchliku viiéi povrchu celé koule predstavuje hladinu vyznamnosti tohoto
testu, tj. pravdépodobnost, ze by vektory Y a & mohly lezet tak blizko sebe nebo blize pouhou
nahodou

V obecnéjsim pripadé, kdy je model vicerozmérny, je analogickd tivaha zakladem
F-testu jako hlavniho vysledku analyzy rozptylu; thel 6 zde vSsak nepredstavuje od-
chylku od vektoru (1, 0, . . ., 0), nybrz odchylku od linedrnitho podprostoru dimenze
m < n, coz klade o néco vétsi naroky na geometrickou predstavivost. Pripadné zdjemce
o Teseni tohoto problému odkazujeme na dizerta¢ni praci [6].

Nebyli jsme schopni nalézt ve Fisherové dile zadné piimé potvrzeni zde prezento-
vané myslenky. Avsak nas geometricky zpusob uvazovani, pomoci kterého jsme hustotu
rozdéleni t odvodili, je ndpadné podobny postupiim, které Fisher aplikoval v pracich [4]
a [5]. Obzvlasté ¢lanek [4] je fascinujici ukdzkou pouziti geometrie v matematické sta-
tistice a rozhodné stoji za hlubsi studium.
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