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Sarkovského véta a diferencialni rovnice I11

Jan Andres

Abstrakt. Clanek je pokraovanim nasich diivéjsich stejnojmennych pifspévkil, v nichz jsme
vySetfovali moznosti aplikace riiznych variant Sarkovského véty o koexistenci periodickych
bodi a orbit pro intervalova zobrazeni na diferencialni rovnice a inkluze. I tentokrat se budeme
zabyvat stejnym problémem, avsak pro zobrazeni na kruznici. Na rozdil od intervalovych
zobrazeni zde totiz mj. nemusi periodické orbity implikovat existenci pevnych bodu, coz
predstavuje nejvétsi prekazku. Na druhé strané lze takto rozsirit aplikace o dalsi zajimavé

pripady.
1. Uvod

Sarkovského véta [29] o koexistenci periodickych bodi pro spojitd intervalova zob-
razeni z roku 1964 (viz vétu 2 nize) patii ke klasickym vysledkiim moderni teorie
diskrétnich dynamickych systémi (viz napt. [25], kap. 15.3). Tuto slavnou vétu vsak
nelze aplikovat na diferencidlni rovnice splnujici podminku jednoznac¢nosti. V pripadé
nejednoznacnosti se situace sice dramaticky méni, avsak je potieba odvodit vhodnou
verzi pro mnohoznacnd zobrazeni, coz bylo pfedmétem nasich tvah v ¢lancich [2], [3].

V tomto pifspévku chceme podobné diskutovat moznost aplikace vét Sarkovského
typu na kruznici. Odpovidajici standardni vétu vyslovil za dodateéného predpokladu
existence pevného bodu Block [16] v roce 1981 (viz vétu 3 nize). Jak ukdZzeme, nelze
bohuzel ani tuto vétu aplikovat na obycejné skalarni diferencidlni rovnice s podminkou
jednoznacnosti. Pro mnohoznacné zobrazeni na kruznici vsak opét muzeme vyslovit
véty o koexistenci periodickych orbit, které umime aplikovat jak na diferencidlni rov-
nice, tak na diferencialni inkluze. V pripadé absence podminky jednoznac¢nosti u rovnic
doplnuji ziskané vysledky teorii spojenou se jmény Poincaré [27], Denjoy [20] a van
Kampen [24].

Nejdrive ovSem pripomeneme zakladni pojmy, pomocna tvrzeni a standardni véty
pro jednoznac¢né zobrazeni.

Kruznici rozumime — jako obvykle — bud jednotkovou sféru v R? danou rovnici
z2 +y? =1 nebo

Sti={zeC:|z|=1}={z=e""15€]0,1]},

nebo faktorovy prostor

R/Z :={[z]: x € R},
kde symbol [z] := {y € R: (y — x) € Z} oznacuje t¥idu prvka ekvivalentnich s z,
tj. [x] = x+Z, x € [0, 1), pficemz C, R, Z zna¢{ postupné mnoziny komplexnich,
redlnych a celych ¢isel. Vzhledem k topologické ekvivalenci neni tieba zvlast rozlisovat
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mezi aditivnim a multiplikativnim zna¢enim, nebot logaritmické zobrazeni ™! — s,

s € [0, 1], zprostfedkovavd izomorfismus mezi danymi reprezentacemi.

Vztah mezi redlnou osou R = (—o0, o0) a jeji faktorizaci R/Z umoziiuje pro-
jekce 1 R — R/Z, © — [z]. Takto muzeme faktorizovat napf. spojité zobrazeni
T:R — Rna T: R/Z — R/Z, kde T := 70T, ale T' bude spojité v odpovidajici
metrice d: (R/Z) x (R/Z) — [0, 1/2], kde d(z, y) := min{|b — a|: a € [z], b € [y]}, jen
pokud T'(z) = T(z+ 1) (mod 1).

Pro spojité (vzhledem k metrice d) zobrazeni T: R/Z — R/Z plati nasledujici
tvrzeni, které obsahuje definici stupné deg (T) zobrazeni T'.

Tvrzeni 1 (viz napt. [23], propozice 4.3.1). Je-li T R/Z — R/Z spojité, pak existuje
spojitd funkce T: R — R, zvand lift T' na R, takovd, ze Tor = 70T, tj. T([z]) = [T'(z)].
Tento lift je — az na aditivni celoc¢iselnou konstantu — jediny, pricemz tzv. stupen
deg (T) := T(x + 1) — T'(z) faktorizace T je celé &islo, které nezdvisi na x € R. Je-li T'
homeomorfismus, pak |deg (T)| = 1. Pokud deg (T) = 1, pak dany homeomorfismus
zachovava orientaci, tzn. je po c¢astech ryze rostouci funkci.

Priklad 1. Jako trivialni priklady muzeme uvést, ze identické zobrazeni a otoceni
(rotace) maji stuperi 1. Na obr. 1 je zachycena restrikce T'[jp,1] funkce 7: R — R na

interval [0, 1], kde T'(z) = = + 1, a jeji faktorizace T=70T:R/Z — R/Z, kde

8
+

Wi W[

2
0. =
proxe{,g],

2 1
rox € | =
p 37 )

kterd definuje otoc¢eni o 120°. Funkce T je liftem zobrazeni T, pro které plati, ze

deg (T) = T(1) — T(0) = 1.

8
\

Obr. 1. Zobrazeni T a jeho lift T'|jo 1) z pFikladu 1

Priklad 2 (viz [1], str. 110). Lifty T'|jp,1] po ¢astech linedrnich zobrazeni T:R/Z —
— R/Z rizngch stupiil jsou zndzornény na obr. 2. Viimnéme si, Ze stupeii deg (T')
zobrazeni T' 1ze zde (s vyjimkou stupné 0) jednoduse charakterizovat jako pocet po-
kryti celého prostoru R/Z mnozinou T(R/Z). Pritom v pripadé kladné orientace ma
prislusny stupen zobrazeni kladnou hodnotu, zatimco v pripadé zaporné orientace

hodnotu zdpornou. Plati, Ze deg (T') = T'(1) — T(0).
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A

deg (T) =3, deg (T) =2, deg (T) =1, deg (T) =0, deg (T) = —1, deg (T) = -2

Obr. 2. Lifty T'jo,1) zobrazeni T: R/Z — R/Z stupnu 3, 2, 1, 0, —1, —2

Definice 1. Rekneme, 7e bod a € X uréuje periodickou orbitu © 7ddu m € N neboli
(primérn{) m-orbitu O wvzhledem k f: X — X, jestlize O = {a, f(a), ..., f" *(a)},
kde
fMa)=fofo...0f(a)=[f(f(..[f(a)...))=a,
| S
m-krat

pricemz prvky tvorici orbitu O jsou vzajemné odlisné. Samotny bod a € X pak
nazveme periodickym bodem tdadu m neboli m-periodickym bodem. Periodicka orbita
radu 1 neboli 1-orbita se nazyva pevny bod zobrazeni f.

V piikladu 1 uréuje kazdy bod z intervalu [0, 1) 3-orbitu otoceni o 120° v kladném
sméru. Napft. pocatek 0 je 3-periodickym bodem, ktery urcuje 3-orbitu {0, %, %} zob-
razeni T, piicemz T'(0) = 3 T (3) =2, T (2) =1 (=0 (mod 1)). Orbity s jinymi
periodami se u zobrazeni T nevyskytuji.

Pro homeomorfismy zachovavajici orientaci mizeme tvrzeni 1 doplnit o nasledujici

dulezitou informaci.

Tvrzeni 2 (viz napf. [23], propozice 4.3.8). Je-li T: R/Z — R/Z homeomorfismus
zachovavajici orientaci, pak vsechny prislusné periodické orbity (pokud existuji) maji
stejnou periodu m € N, kde N znaci mnozinu prirozenych cisel.

Na rozdil od spojitych intervalovych zobrazeni (viz napt. [1]) mohou mit (vzhledem
k tvrzen{ 2) spojitd zobrazeni na kruznici m-orbity pro jediné pfirozené m > 1, aniz
by existoval pevny bod (viz piiklad 1). Podle vysledku v ¢lancich [15], [26] nemusi
mit spojita zobrazeni na kruznici pevny bod ani kdyz maji orbity s nekoneéné mnoha
(minimélnimi) periodami.

Podle nasledujici véty (viz [17], [21]) se to vSak tykd vyhradné zobrazeni stupné 1.
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Véta 1 (L.S. Efremova, 1978; L. Block et al., 1980). Necht f: S* — S* je spojité
zobrazeni stupné d. Jestlize d > 1 nebo d < —2, pak ma f k-orbitu pro kazdé k € N.
Pro d = —2 m4d zobrazeni f k-orbitu pro kazdé k € N\ {2}, pricemz f muze (ale
nemusi) mit také 2-orbitu. Jestlize d = 0 nebo d = —1, pak m4d zobrazeni f alespon
pevny bod.

Pro lepsi srozumitelnost nasledujici véty bude nyni vhodné si znovu pripomenout
klasickou Sarkovského vétu pro intervalovd zobrazeni (viz [29]).

Véta 2 (A.N. Sarkovskij, 1964). JestliZe existuje prirozené ¢islo m > 1 takové, Ze
spojitd funkce f: I — I, kde I C R je libovolny (nedegenerovany) interval, ma m-
-orbitu, pak pro kazdé k € N s vlastnosti m > k existuje i k-orbita vzhledem k f,
kde nerovnost m > k znamend, ze m je vétsi nez k v tzv. Sarkovského usporadani
prirozenych cisel:

36507090 - >2:362:562752:95 5223225227220 ...
232" 52" 72" 9 ... 2" T3 p ot s p il Ly oty o L
>22 > 2> 1.

Analogii Sarkovského véty na kruznici vyslovil v roce 1981 Block (viz [16]), a to za
predpokladu existence pevného bodu.

Véta 3 (L. Block, 1981). Necht f: S* — S* je spojité zobrazeni majici pevny bod.
Jestlize existuje prirozené cislo m > 1 takové, ze f ma m-orbitu, pak plati alespor
jedna z moznosti:

(i) pro kazdé k € N s vlastnosti m < k existuje i k-orbita zobrazeni f,
(ii) pro kazdé k € N s vlastnosti m > k existuje i k-orbita zobrazeni f.

Pfiklad 3. Pro lichd m > 1 je vzdy zaruCena alespon prvni moznost (i). Napf. pro
m = 3 existuje k-orbita alespon pro kazdé k € N\ {2} a pro m = 5 existuje k-orbita
alesponi pro kazdé k € N\ {2, 3, 4}. Pro sudd m > 1 muze nastat kterdkoliv z moznosti
(i) nebo (ii). Napt. pro m = 6 zarucené existuji k-orbity jen pro k € {8, 10, 12, . . .},
zatimco pro m = 2", n € N, nemiizeme s jistotou zarudit existenci k-orbity pro zadné
konkrétni £ > 1. Nicméné pro zobrazeni stupni —1 a 0 nastane vzdy alespon moz-
nost (ii) (viz napt. [1], [26]).

Vzhledem k vété 1 je ziejmé, ze véta 3 nabyva na vyznamu zejména pro spojitd
zobrazeni f: S — S* stupné d = deg (f) € {—1, 0, 1}, piicemz pro stupné d = 0 nebo
d = —1 lze ve vété 3 vynechat predpoklad o existenci pevného bodu.

Specidlné pro m = 3 dokézal nezavisle vysledek véty 3 Siegberg (viz [28]), a to
s dodatkem o chaoti¢nosti daného zobrazeni.

Dusledek 1 (H.-W. Siegberg, 1981). Necht f: S' — S' je spojité zobrazeni majict
pevny bod, 2-orbitu a 3-orbitu. Pak pro kazdé k € N existuje k-orbita vzhledem k f.

Pokud vynechame v dusledku 1 predpoklad o existenci pevného bodu, pak podle jiz
zminénych vysledka v ¢lancich [15], [26] je zarucena existence k-orbit jen pro kazdé k
tvaru k =2m+3n, m,n € N, tj. k € N\ {1, 4, 6}.

94 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 64 (2019), ¢. 2



Jak nyni ukdzeme, nelze bohuzel zddnou z uvedenych standardnich vét 1 a 3 apli-
kovat na diferencialni rovnice za tcelem diukazu koexistence periodickych feseni s riz-
nymi periodami.

Uvazujme tedy obycejnou skaldrni diferencialni rovnici 1. radu

¥ =F(t ), kde F(t,z) = F(t+1,2) = F(t,z + 1), (1)

a pro jednoduchost predpokladejme, ze F: R? — R je spojita funkce. Dale na chvili
predpokladejme, ze F' splnuje podminku jednoznacnosti, tj. ze kazdym bodem
(t, x) € R? prochdzi jediné feSeni rovnice (1).

Je znamo, ze Poincarého translacni operdtor T,: R — R, n € N, podél trajektorii
rovnice (1), kde (viz napt. [10], kap. IIL.4, [19], kap. 17)

Tn(xo) := {a(to + n, xo): (-, x0) je FeSenim (1), pFicemz x(tg, xo) = o}, (2)

je ryze rostouci homeomorfismus, coz pro jakékoliv prirozené m > 1 vylucuje existenci
m-orbit operdtoru Ty (n = 1), a tim (vzhledem k vzdjemné jednoznaénému vztahu
mezi m-periodickymi FeSen{mi rovnice (1) a m-orbitami operatoru T3 ) i m-periodickych
(subharmonickych) feseni x(-, xg) rovnice (1). Jinymi slovy, podminka jednoznaé¢nosti
vylucuje, aby platilo x(t, xo) = x(t + m, xo) a soucasné x(t, xo) £ x(t + 1, xg) pro
jakékoliv m € N\ {1}.

Nicméné predpoklad o biperiodicité funkce F' umoziiuje uvazovat jak rovnici (1),
tak operdtor (2) na faktorovém prostoru R/Z, tj. (mod 1), coz jiz nevyluc¢uje ptripad-
nou existenci netrivialni (m > 1) m-orbity odpovidajiciho operatoru Ty: R/Z — R/Z.
Ponévadz plati, ze T), o 7 = 7 0 T}, n € N, kde projekce 7: & — [x] pritazuje kazdému
bodu z € R tiidu [z] ekvivalentnich bodu (mod 1), je T, = T7", n € N, liftem (viz
tvrzen{ 1) faktorizovaného operdtoru Tn, n € N. Jelikoz je vsak Ty rovnéz homeomor-
fismus zachovéavajici orientaci (viz napf. [9], [19], kap. 17), pak vSechny piipadné perio-
dické orbity musi mit podle tvrzeni 2 stejnou periodu. Navic pro stuper deg (Tn) =
:=Tn(x+1) — T, (x) operatoru T, n € N, plati za danych podminek, ze deg (Tn) =1
(viz napi. [6]), ¢im# nelze zarucit ani existenci pevného bodu operatoru 7} .

Je zfejmé, Ze za dané podminky jednoznacnosti nemuzeme pro rovnici (1), resp. pro
odpovidajici operdtor 11, pouzit zddnou z vyse uvedengch vét 1 ani 3. Bez podminky
jednoznacnosti se vSak operatory T, a jejich faktorizace T, stavaji mnohoznac¢nymi
zobrazenimi, pro kterd je potieba odvodit (vzhledem k pfipadnym aplikacim na rov-
nici (1)) mnohoznac¢né verze vét 1 a 3 Sarkovského typu nebo alespoit Sarkovského—
Liho—Yorkova typu (m = 3). Dals{ podrobnosti o tzv. kombinatorickych dynamikach
pro jednozna¢nd zobrazeni v dimenzi 1 lze nalézt napf. v monografii [1].

2. Odpovidajici mnohoznac¢na zobrazeni

Je zndmo (viz napt. [10], kap. II1.4), ze pii absenci podminky jednoznac¢nosti u rov-
nice (1) jsou odpovidajici Poincarého operatory T, v definici (2) pfipustné (ve smyslu
Gérniewicze), coz mj. znamend, ze jsou shora polospojité (tj. pro kazdou otevienou
podmnozinu U C R je mnozina {z € R: T),(x) C U} oteviend) s kompaktnimi a sou-
vislymi mnozinami hodnot. Na kompaktnich mnozinach, jako jsou v nasem pripadé
kruznice, je mozné polospojitost shora ekvivalentné nahradit uzavienosti grafu daného
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operatoru (viz napt. [10], propozice 1.3.16). Pokud neni navic v zddném bodé definic-
niho oboru S* mnozinou hodnot celd kruznice, tj. pokud se kazdy bod S* zobrazuje
na souvisly, uzavieny oblouk, jehoz délka je mensi nez obvod kruznice, pak hovorime
o tzv. acyklickém zobrazeni. Piipustna zobrazeni na kruznici je mozné jednoduse cha-
rakterizovat jako kone¢né kompozice acyklickych zobrazeni.

Tyto motivacni tvahy vedou k néasledujicim definicim. Mnohozna¢nym zobraze-
nim (krdtce M-zobrazenim) ¢: S —o S, coz znamend ¢: S* — 2¢" \ {0}, budeme
rozumét zobrazeni s uzavienym grafem I'y, == {(z, y) € S* x S': y € p(z)} a kom-
paktnimi, souvislymi mnozinami hodnot ¢(x) pro véechna z € S. Pokud navic plati,
ze p(x) # S' pro viechna x € S', pak M-zobrazeni ¢ nazveme acyklickym. Zobra-
zeni ¢ nazveme pripustngm (ve smyslu Gérniewicze), jestlize je koneénou kompozici
acyklickych zobrazeni.

Schematicky muzeme vztahy mezi uvazovanymi tridami zobrazeni znazornit takto:

{acyklicka zobrazeni} C {pripustna zobrazeni} C {M-zobrazeni},

kde obé inkluze jsou vzhledem k nésledujicim prikladim ostré.

Priklad 4 (piripustné neacyklické zobrazeni). Piikladem piipustného zobrazeni, které
nenf acyklické, je kompozice ¢? = @ o : §* — S, kde ¢(z) := {y € S*: |z —y| £ V3}
a St i={e" 50,1} = {z € C: |z| = 1}, nebot p(p(x)) = S* pro kazdé x € S*.
Pritom samotné zobrazeni ¢ je acyklické.

Piiklad 5 (nepiipustné M-zobrazeni). Piikladem M-zobrazeni, které neni pfipustné,
je p: R/Z — R/Z, kde

1

=~ (mod 1) proz € (0, 1),
pl):={ 7
R/Z pro z € {0, 1}.

Kdyby totiz ptipustné bylo, pak by bylo mozné aproximovat ¢ na grafu I'y, := {(z, y):
y € p(x)} s libovolnou presnosti jednoznac¢nou spojitou funkei tvaru 7o f tak, Ze
stupen d obou zobrazeni ¢ a 7o f je konstantni, kone¢ny a shodny pro vsechna x € [0, 1]
(viz napf. [4], lemma 3.4), t].

|d| = |deg ()| = |deg (7 o f)| = [f(z + 1) = f(z)| < oo

Napiiklad (jednoznacénd) funkce 7o f, kde

1—¢
1+ =t pro x € [0, ¢),
.= 1
fla)=q 2 pro z € [g, 1),
T
1 proz =1,

se dokonce shoduje s M-zobrazenim ¢ pro kazdé = € [g, 1) a libovolné dostatecné malé
e > 0, avsak

. .1
A S -fE@=1-lg o=

96 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 64 (2019), ¢. 2



coz pro pripustné zobrazeni nemize nastat. Navic f prestava byt pro € = 0 funkénim
predpisem v bodé x = 0.

Definice 2. Necht ¢: S' — S* je M-zobrazeni. Posloupnost {xi}fz_ol, k € N, nazveme
k-orbitou prislusnou k ¢, jestlize x;41 € ¢(x;) proi < k—1, o € p(xr—1) a soutasné
neexistuje zadné prirozené m < k takové, ze m|k (m déli beze zbytku k) a g4 =

k
=ux; proi < m, s < —. Primdrni k-orbitou vzhledem k ¢ nazveme takovou k-orbitu
m

{x; f;ol zobrazeni ¢, pro kterou navic plati, ze x; # x; pro vSechna i # j, kde
i,7€{0,1,...,k—1}.

Piiklad 6. Piikladem neprimarni k-orbity mnohoznaéného zobrazeni ¢: S* —o S* je

napf. posloupnost {zg, xo, . . . , Zo, 1}, pokud zg # 21 a xg, x1 € @(x0), To € @(x1).
—— ——
(k — 1)-krét
Pro priméarni k-orbitu {xq, z1, . .., Tx_1} zobrazeni ¢: S —o S* totiz musi platit, Ze
x; # xj pro viechna i # j, kde 4, j € {0,1, ...,k —1}.

K tomu, abychom mohli zformulovat analogii véty 1 pro mnohoznac¢na zobrazeni,
potfebujeme zobecnit pojem stupné. Lze pritom vyuzit tzv. Lefschetzovo ¢islo zobra-
zeni (viz napt. [10], kap. 1.6), jehoz definice je vSak pomérné slozitd. Ctenafi, kteti
nejsou s timto pojmem obeznadmeni, se mohou spokojit s konstatovanim, ze pro jed-
noznacné zobrazeni je nasledujici definice ekvivalentni s definici uvedenou v tvrzeni 1.

Definice 3. Necht : S' — S je pifpustné zobrazeni. Stuperi deg (p) € Z tohoto
zobrazeni mizeme definovat rovnosti deg (¢) = 1 — A(¢), kde A(p) je Lefschetzovo
¢islo zobrazeni ¢.

3. Véty Sarkovského typu pro mnohoznaéné zobrazeni

V préci [4] jsme vyslovili iplnou mnohoznac¢nou analogii véty 1 pro pripustnd zobra-
zeni stupné d, kde |d| > 1, avSak v terminech tzv. ireducibilnich periodickych orbit
koincidenci. Tento pojem je obecnéjsi nez periodickd orbita zavedend v definici 2 a ve
zminéné vété jej nelze nahradit, coz je v ¢élanku [4] dolozeno piiklady.

Pokud jsou vSak zobrazeni a vSechny jeho iterace acyklické, pak lze tvrzeni zminéné
véty z [4] zesilit pro periodické orbity ndsledovné:

Véta 4 (J. Andres, 2017). Necht p: S' — S' a vsechny jeho iterace @o. ..o p,

n € N, jsou acyklicka zobrazeni, tj. grafy - kvrai ¢

Lyn = {(z,y) € S* x St:y € p"(2)}, n €N,
jsou uzavienymi mnozinami a ¢"(z) # S*, n € N, pro vSechna = € S*, a necht d =
= deg () je stupen zobrazeni . Jestlize d > 1 nebo d < —2, pak méd ¢ k-orbitu pro
kazdé k € N. Prod = —2 md ¢ k-orbitu pro kazdé k € N\ {2}, pricemz ¢ muze (ale

nemusi) mit také 2-orbitu. Jestlize d = 0 nebo d = —1, pak ma ¢ alespoil pevny bod.

Pro M-zobrazeni lze dale vyslovit nasledujici analogii véty 3 (viz [9], [11], [12], [13]).
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Véta 5 (J. Andres, K. Pastor, 2019). Necht ¢: S* — S je M-zobrazeni majici pevny
bod a n-orbitu, kde n = 2™ -q > 1, m € NU{0} a ¢ je liché prirozené ¢islo. Pak plati
alespon jedna z moznosti:

(i) pro kazdé prirozené k > n existuje i k-orbita zobrazeni ,

(ii) pro kazdé prirozené k s vlastnostin > k existuje s nanejvys dvéma vyjimkami pro
k =2t nebo pro k € {2™*2 2™+ . 3} i k-orbita zobrazenf .

Jestlize je n sudé a maximalni vzhledem k Sarkovského usporddani prirozenych ¢isel
(viz Sarkovského véta 2), pak nastane pouze moznost (ii).

Diisledek 2 (J. Andres, J. FiSer, 2017). Necht ¢: S* — S je M-zobrazeni majici
3-orbitu a pevny bod. Pak pro kazdé k € N\ {2}, nebo (ne vsak soucasné) pro kazdé
k € N\ {4, 6} existuje k-orbita vzhledem k .

Jelikoz kazdé pripustné (a specidlné také acyklické) zobrazeni je M-zobrazeni, je
ziejmé, Ze véta 5 a dusledek 2 nabyvaji vzhledem k vété 4 a jejimu zobecnéni v [4] na
v§znamu pro piipustnd zobrazeni p: S' — S stupné d € {—1, 0, 1}. Pro piipustna
zobrazeni stupné d = 0 nebo d = —1 lze ve vété 5 a dusledku 2 vynechat predpoklad
o existenci pevného bodu.

Ponévadz mtzeme absenci 2-orbit, nebo 4-orbit a 6-orbit v dusledku 2 dolozit
konkrétnimi piiklady, a to i v podtiidé acyklickych zobrazeni (viz [9], [13]), nelze
dusledek 2 za danych predpokladi vylepsit.

Véta 6 (J. Andres, K. Pastor, 2019). Necht plati predpoklady véty 5 a necht je n
navic maximélni vzhledem k Sarkovského usporddéni prirozenych cisel (viz véta 2).
Pak plati alespon jedna z moznosti:

(i) pro kazdé prirozené k > n existuje i k-orbita zobrazeni ,

(ii) pro kazdé prirozené k s vlastnosti n > k existuje i k-orbita zobrazeni ¢ s nanejvys
dvéma vyjimkami danymi nasledovné:

(a) pro q > 3 nemusi existovat k-orbita, kde k = 2™
(b) pro g = 3 nemusf existovat k-orbita, kde bud k = 2™+,

nebo k € {22 2mtL. 3},
(¢) pro g =1 vyjimka nenastane.

Varianta (ii) ve vété 6 je tiplnou analogii verze pro intervalova zobrazeni, pro néz
v8ak neni potieba predpoklddat existenci pevného bodu (viz [14]).

4. Aplikace na diferencialni rovnice

Uvazujme znovu rovnici (1), avSak tentokrét bez podminky jednoznacnosti. Poincarého
operéator T,, = T{* definovany vztahem (2), jakoz i jeho projekce T,or=r7o T, se
tak stanou mnohozna¢nymi zobrazenimi, tj. T,: R —o R a T),: R/Z — R/Z, n € N.
Faktorizace T}, operatoru T}, je piipustnd ve vySe uvedeném smyslu (viz napt. [10],
kap. 1.4 a II1.3). Ponévadz R/Z je kompaktni mnozina, ma T,, uzavieny graf Iz =
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= {(x, y): y € Tn(z)} a kompaktni, souvislé mnoziny hodnot. Navic lze snadno do-
kézat (viz napi. [7]), Ze stupeii deg (7,,) = 1 pro viechna n € N. To vak, bohuzel,
znamend, ze vetu 4 nelze aplikovat na diferencialni rovnice za ticelem dikazu koexis-
tence periodickych TreSeni s ruznymi periodami, a to ani v pripadé poruseni podminky
jednoznacnosti.

Piipomerime zde, ze k-periodickd (mod 1) feSeni rovnice (1) se nazyvaji v piipadé
k =1 harmonickd; jinak (tj. pro k > 1) se nazyvaji subharmonickd.

Prestoze neexistuje vzdjemné jednozna¢ny vztah mezi k-periodickymi (mod 1) feSe-
nimi rovnice (1) a k-orbitami faktorizace T} p¥islusného Poincarého operatoru T}, de-
finovaného vztahem (2), plati, ze kazd4d k-orbita T implikuje existenci k-periodického
(mod 1) FeSeni rovnice (1), a obracené, Ze ke kazdému k-periodickému (mod 1) Feseni
rovnice (1) existuje bod to € [0, 1] a k-orbita T}, uréend bodem z(ty) € R/Z. Tato
korespondence je za danym tcelem dostatecéna pro aplikaci vét 5 a 6.

Véty 5 a 6 lze aplikovat na rovnici (1) ve dvou variantdch. Prvni{ varianta se tyka
rovnice (1), uvazované piimo na prostoru R/Z (viz [9], [11], [12], [13]).

Véta 7 (J. Andres, K. Pastor, 2019). Necht ma rovnice (1) na prostoru R/Z 1-perio-
dické feseni a n-periodické reseni, kden = 2™ -q > 1, m € NU{0} a ¢ je liché prirozené
¢islo. Pak m4 (1) pro kazdé prirozené k také k-periodické reseni, tj. x(t) = xz(t + k)
(mod 1) a z(t) £ x(t + j) (mod 1) pro vSechna prirozend j < k, kde bud (i) k > n,
nebo (ii) n > k a k # 2™ nebo k ¢ {22, 2™+ .3}, Je-li n maximalni vzhledem
k Sarkovského uspoiddani prirozenych ¢isel (viz véta 2), pak ma rovnice (1) pro kazdé
k € N také k-periodické reseni, kde bud (i) k > n, nebo (ii) n > k s nanejvys dvéma
vyjimkami, které Ize urcit stejné jako ve vété 6.

Druhd varianta (viz [9], [11], [12], [13]) vyuZzivd korespondenci mezi tzv. derivo-
-periodickymi subharmonickymi feSenimi rovnice (1) na pivodnim prostoru R a or-
bitami p¥islusného operatoru 7; na R/Z. P¥ipomeiime, Ze rovnice (1) ma k-derivo-
-periodické Teseni x(-), jestlize plati ' (t) = 2/(t + k) a 2'(t) #Z 2'(t + j) pro viechna
prirozenda j < k (viz napt. [8], [22], kap. 5.3).

Véta 8 (J. Andres, K. Pastor, 2019). Necht m4 rovnice (1) na prostoru R 1-derivo-
-periodické reseni a n-derivo-periodické feseni, kden =2"-q¢>1, m e NU{0} a q je
liché prirozené ¢islo. Pak mé& (1) pro pro kazdé prirozené k také k-derivo-periodické
fedeni, kde bud (i) k > n, nebo (ii) n > k a k # 2™ nebo k ¢ {2m+2 2m+1. 31,
Je-li n maximalni vzhledem k Sarkovského usporadani prirozenych cisel (viz véta 2),
pak md rovnice (1) pro stejnd k € N jako ve vété 7 také k-derivo-periodické feseni.

Za dodatecného predpokladu o specidlnim tvaru derivo-periodického subharmonic-
kého Teseni 1ze vétu 8 vyrazné zesilit nasledovné (viz [9]).

Véta 9 (J. Andres, J. FiSer, 2017). Necht pro néjaké prirozenén > 1 existuje n-derivo-
-periodické feseni rovnice (1) tvaru x(t) = xo(t) + a(t —to), o € Z, kde x¢(t) = xo(t +
+mn) axo(t) # xo(t +m) pro vSechna prirozend m < n. Pak pro kazdé k € N existuje

rovnéz k-derivo-periodické reseni rovnice (1).

Splnitelnost predpokladt véty 9 mizeme dolozit nasledujicim prikladem.
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Priklad 7. Uvazujme nejprve skalarni diferencialni rovnici

2 = f(x)+p(t), ®)
o prox € |[—1, 1],
1= { Jollal = llall) prow e R\ [-1,1],

symbol |-] znad{ celodiselnou ¢ast daného ¢isla,
V|l proz € ,17l ,
2° 2
1
||I’|71| pro |I’|G 571 ’

1
p(t) = _8_71" arcsin(sin 7t)|.

Je ziejmé, ze f: R — R a p: R — R jsou spojité 1-periodické funkce, tj. f(x) =
= f(x+1) a p(t) = p(t + 1). Napf. metodou hornich a dolnich Teseni lze dokdzat
existenci 1-periodického FeSeni x7 a 3-periodického FeSeni x3 rovnice (3), coz bylo
potvrzeno numerickou simulaci v ¢lanku [9]. Graf Poincarého operdtoru prislusného
k rovnici (3) byl na intervalu [—1, 1] zndzornén v nasem ¢lanku [2].

Nyni uvazujme jednoparametrickou tridu rovnic

o' = f(z—at) +p(t) + a, (4)

kde funkce f, p jsou definovany stejné jako u rovnice (3) a a € Z je celodiselny
parametr. Pro kazdou spojitou funkci Fi,: R? — R, kde Fy(t, z) := f(x —at) + p(t) +
+ a, a € Z, evidentné plati, ze F,(t, -) = F4(t, - + 1) pro vSechna t € R a soucasné
F,(, z) = Fy(-+ 1, ) pro vSechna = € R.

Déle se lze snadno presvéddit, ze pro kazdé pevné zvolené o € Z ma rovnice (4)
1-periodické (mod 1) Feseni tvaru xy (t) + at a 3-periodické (mod 1) Feseni tvaru z3(t) +
+ at, kde 21 a 3 jsou zminénd feSeni rovnice (3).

Predpoklady véty 9 jsou tedy pro rovnici (4) opravdu splnény, ¢imz také plati jeji
tvrzeni.

5. Zavéreéné poznamky

Pro vazné zajemce o dalsi studium si dovolime pripojit jesté nékolik zavérecnych po-
znamek.

Pro spojitd zobrazeni stupné 1 odvodil Zhao (viz [30]) pomoci tzv. relativni Niel-
senovy teorie (viz napt. [18], kap. II1.18) dalsi cennou vétu typu Sarkovského-Liho
a Yorka (m = 3). Jeji formulace a pochopeni vSak presahuji rdmec naseho zadani.

Pokud alespon ve dvou bodech 1, x5 € S*, 21 # x5, nastane rovnost p(z1) =
= p(x2) = S, pak k-periodické orbity M-zobrazeni ¢: S' — St evidentné existuji
pro viechna k € N. Pokud existuje alespon jeden bod zo € S* takovy, ze ¢(zg) = S*,
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pak je tento bod pevny, tj. zo € ¢(zg), ¢imz je splnén jeden z predpokladu vét 5 a 6.
Jestlize M-zobrazeni ¢ nema pevny bod, pak musi byt acyklické stupné 1.

Platnost vét 7, 8 a 9 lze rozsitit nejen na carathéodoryovské diferencidlni rovnice
tvaru (1), ale i na skaldrni oby¢ejné shora-carathéodoryovské diferencidlni inkluze, tj.

¥ € F(t,x), kde F(t,z) = F(t+1,2) = F(t,x + 1), (5)

pficemz F: R? — R je mnohozna¢nd funkce s konvexnimi a kompaktnimi mnozinami
hodnot (tj. kompaktnimi intervaly nebo body), F (-, ): R — R je pro kazdou hodnotu
x € R métitelnd (tj. {t € [0, 1]: F(-, z) C U} € U pro kazdé oteviené U C R, kde U je
o-algebra podmnozin [0, 1]) a F(t, -): R — R je pro skoro vSechna t € R polospojita
shora (tj. pro kazdou otevienou podmnozinu U C R je mnozina {z € R: F(t, z) C U}
oteviend v R). Je-li F: R?* — R jednozna¢nd shora-carathéodoryovské funkce v uve-
deném smyslu, pak je automaticky carathéodoryovska.
Napriiklad posledni vétu 9 1ze zobecnit nasledovné (viz [9]).

Véta 10 (J. Andres, J. FiSer, 2017). Necht pro néjaké prirozené n > 1 existuje
carathéodoryovské (tj. absolutné spojité) n-derivo-periodické reseni inkluze (5) tvaru
z(t) = zo(t) + alt — to), a € Z, kde xo(t) = zo(t + n) a xo(t) Z zo(t + m) pro
vSechna prirozend m < n. Pak pro kazdé k € N existuje rovnéz carathéodoryovské (tj.
absolutné spojité) k-derivo-periodické feseni (-) inkluze (5), tj. @' (t) = '(t + k) pro
skoro vsechna t € R a pfitom neexistuje pfirozené j < k takové, Ze 7' (t) = 7'(t + j)
pro skoro vsechna t € R.

Je otazkou, zda je mozné ve vétach 9 a 10 vynechat predpoklad o predepsaném
tvaru derivo-periodického subharmonického feseni. V kladném ptipadé by se jednalo
o zasadni zobecnéni vét 7 a 8.

Némi byly také odvozeny tzv. randomizované verze vét 1 a 4 (viz [6]), véty 3
(viz [5]), vét 5, 6, 7, 8 (viz [13]) a vét 9 a 10 (viz [9]). Je zajimavé, Ze randomizaci
deterministickych vysledkt mohou byt eliminovany nékteré absence orbit. Napriklad
v randomizované verzi diisledku 2 jiz nefiguruji absentujici ndhodné 6-orbity.
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