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Matematika za karetni hrou dobble
Petr Stehlik

Abstrakt. V tomto ¢lanku se zabyvame navaznosti populdrni karetni hry dobble na kombina-
torické struktury. Ukazujeme, ze existence dokonalych balicktl karet souvisi s existenci konec-
nych projektivnich rovin a systému ortogondlnich latinskych ¢tverci. Dale pomoci obecnéjsi
struktury, blokovych schémat, diskutujeme moznosti vytvareni balicku karet pro hry s mo-
difikovanymi pravidly. Vyklad, priklady i pfilohy jsou uzpusobeny tomu, aby si ¢tenar mohl
relativné jednoduse vytvorit vlastni karetni systémy.

1. Uvod

Dobble je jednoduchéa karetni hra testujici postreh a vnimavost. Jeji velka popularita se
opira o jednoduchost pravidel a rychly a zabavny prubéh, nezavisle na véku ¢i vzdélani
hraci. Nejbéznéjsi verze se sklada z 55 karet, z nichz kazda obsahuje 8 z 57 pouzitych
obrazki.

V zdkladn{ varianté (s ndzvem pekelnd véz) si kazdy hrac¢ pred sebe polozi jednu
kartu, zbyly balicek se umisti mezi hrace na stul. Kazdy se nasledné snazi najit spolecny
obrazek karty na vrcholu balicku a své karty. Pokud nazev tohoto symbolu vyslovi jako
prvni, bere si hrac¢ kartu z vrcholu balicku a hra pokracuje s nové odkrytou spole¢nou
kartou. Vitézi hrac, ktery v okamziku vycerpani balicku nashroméazdil nejvice karet.
Kromé této varianty hry obsahuje ndvod dalsi ¢tyri verze, které se ale vzdy opiraji
0 jednoduchy princip, ze kazdé dvé karty maji jeden spole¢ny symbol.

Podle stranek vydavatele (www.dobble.cz) mySlenka hry dobble vznikla v roce
1976, kdy si mlady Francouz Jacques Cottereau na zakladé popularniho ¢lanku o vyu-
Zit{ blokovych schémat v ndvrzich statistickych experimentu (vice napt. [12]) vytvoril
systém 31 karet s 6 hmyzimi obrazky. Komerc¢ni tispéch zaznamenala hra az o 32 let
pozdéji diky jeho vzdalenému pribuznému a novinari Denisi Blanchotovi. Od roku 2009
do soucasnosti se dobble drzi na vrcholu zebricka prodejnosti spolecenskych her po ce-
lém svété. Existuje v mnoha variantéch, pro rizné pocty symboli (6 nebo 8 na karté)
a ruzné mnoziny obrazku (zvitata, hrdinové Star Wars, atd.).

Cilem tohoto ¢lanku je rozkryt vazbu karetniho systému na zminénd blokova sché-
mata a dal$i kombinatorické objekty (koneéné projektivni roviny, latinské Ctverce)
a poskytnout ¢tenatri navod pro vytvoreni vlastniho karetniho systému.

Vazba kombinatoriky a teorie pravdépodobnosti na tvorbu strategii u karetnich
a spolecenskych her je dobfe zndmd [13]. Kombinatorika se také piimo uzivd pro
vytvareni hlavolamu, jako je sudoku [8], ¢i celych karetnich systému, jak ukdZeme
v tomto c¢lanku.

Nasi snahou je kratky a tzce cileny vhled do rozsahlého svéta kombinatorickych
schémat. Pokusime se o objasnéni vazby na karetni systémy dobble a poskytnuti na-
vodu na vytvoreni karet z vlastnich symboli. Odborniky na kombinatoriku, statistiku,
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konecéné geometrie apod. prosime o shovivavost a porozuméni, protoze za timto tce-
lem mirné pozménime bézné uzivané znaceni i standardni dikazy a opomineme mnohé
dulezité vazby zminovanych objektit na dalsi koncepty z teorie grafii, algebry, statis-
tiky a geometrie. Pro ty, ktefi se naopak s témito koncepty setkavaji poprvé a radi
by se o nich dozvédéli vice, doporucujeme literaturu zabyvajici se blokovymi sché-
maty [4], [11], [17]. Inspiraci autora k sepsdni tohoto ¢lanku byl, kromé nescetnych
proher s détmi predskolniho véku, populdrni ¢ldnek [15].

2. Konec¢né projektivni roviny a dobble

Pokusme se velmi naivnim zptisobem vytvorit jednoduchy karetni systém. Uvazujme
libovolnou konecnou mnozinu symboli S a pokusme se najit mnozinu m € N karet
K={Ki,..., Ky} C 2% Zéikladni princip dobble zarucujici, Ze kazdé dvé karty maji
jediny spolecny symbol, vyjadiime matematicky:

(A1) kazdé dvé mnoziny (karty) K, L € K maji spoleény pravé jeden symbol,
t. [KNL| =1.

Pokud si pro ilustraci za symboly zvolime napt. sedm prvnich pismen abecedy S =
={A,B,C, D, E, F, G}, pak axiom (A1) spliiuje i konfigurace z obr. 1 s = { AB, AC,
AD, AE, AF, AG}.

ONOOROPIEO
Al

Obr. 1. Konfigurace spliujici (A1) s S = {A, B, C, D, E, F, G} a K = {AB, AC,
AD, AE, AF, AG}. Karty jsou naznaceny piimkami, které spojuji symboly

Hra s témito kartami by jisté zabavnda nebyla, spole¢nym symbolem je vzdy pis-
meno A. Systém karet z obr. 1 lze ziplnit pridanim dalsich karet napiiklad tak,
abychom libovolnou dvojici symbolt nasli na jediné karté:

(A2) pro kazdé dva symboly s, t € S existuje pravé jedna mnozina (karta) K € K,
pro kterou s, t € K.

Jednoduchd konfigurace rozsitujici systém z obr. 1, kterd je zobrazena na obr. 2, sice
splituje (A1)—(A2), ale porad nenf optimédlné vyvdzena. Nékteré symboly (pismeno A)
se vyskytuji na vice kartdch nez ostatni a karty nemaji stejny pocet symbolu (6 karet
mé 2 symboly a jedna karta ma symbolt 6). Abychom zabrénili hromadéni symboli
na kartach a zarucili jejich vyvazenéjsi rozdéleni, pridejme nasledujici posledni poza-

davek:

(A3) existuje mnozina ¢ty symboltu M C S, z nichz zZadné tii se nevyskytuji na stejné
karté, tj. |M N K| < 2 pro vSechny karty K € K.
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Obr. 2. Konfigurace spliujici (A1)-(A2) s S = {A, B, C, D, E, F, G} a K = {AB, AC,
AD, AE, AF, AG, BCDEFGY}

Jak uvidime vzapéti, axiomy (A1)—(A3) ndm nejen zarudi symetrii a vyvazenost karet,
ale jsou velmi Uzce svazany s vyznamnym kombinatorickym objektem — konec¢nou
projektivni rovinou.

Definice 1. Méjme konecnou mnozinu symboli S a mnozinu nékterych jejich pod-
mnozin (karet) K c 2°. Uspofadanou dvojici (S, K) nazgviame konecnou projektivni
rovinou, spliuje-li axiomy (A1)—(A3).

Zminme strué¢né puvod nazvu této kombinatorické struktury, ktery je odvozen
od 1zké analogie s geometrii.

Poznamka 2. V teorii kone¢nych projektivnich rovin se misto symbolu a karet ob-
vykle hovoii o bodech a primkach [4], [11], [17]. Pro ucel této pozndmky nazyvejme S
mnozinou bodu a X mnozinou pfimek. Axiom (A1) pak jednoduse pozaduje, aby se
kazdé dvé primky protinaly pravé v jednom bodé. Axiom (A2) lze interpretovat tak, ze
kazdé dva body lezi na pravé jedné primce. Koneéné axiom (A3) zaruc¢uje geometricky
prirozenou podminku existence ¢tyr bodu, z nichz zadné tri nelezi na primce.

Klasické eukleidovskd geometrie nespliiuje axiom (Al), rovnobézné piimky ne-
maji spoleény bod. Projektivni geometrie ji rozsifuje tim, ze prostor piimek a bodu
zuplni zavedenim bodu v nekonecnu, které odpovidaji prusec¢ikim rovnobéznych pri-
mek, a dale jedné primky, na které lezi vsechny tyto virtualni body tak, aby byl splnén
i axiom (A2).

Konec¢né projektivni roviny jsou kombinatorické objekty, které lze vnimat jako ko-
objektt (,bodi—symbolt* i ,primek—karet“), ktery zdanlivé strukturu zjednodusuje.
Prirozena geometrickd predstava vsak muze byt zavadéjici, protoze existuji jednodu-

vvvvv

absence prirozeného usporadani ,bodu“ (symboli) na ,primkdch® (kartach).

Nejjednodussi koneénou projektivni rovinou! je Fanova rovina?. Tlustrujme ji rov-
nou vytvorenim jednoduché hry s kartami o tfech pismenech.

I'Mens{ koneéné projektivni rovina neexistuje. Jednoduchd vyvazena konfigurace t¥i symboli S =
= {A, B, C} a tif karet K = {AB, AC, BC?} spliuje axiomy (Al), (A2), ale ne (A3). Existuji
alternativn{ definice [7], které povazuji i takové schéma za kone¢nou projektivni rovinu.

2Gino Fano (1871-1952) byl italsky geometr, student Felixe Kleina v Géttingenu. Lze ho povazovat
za otce konecnych projektivnich rovin. Zabyval se i algebraickou geometrii a, soucasné s Davidem
Hilbertem, obecnymi otazkami formalizace geometrie.
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Priklad 3. Abychom u¢inili karetni hru zajimavéjsi, nahradme mnozinu poc¢atecnich
pismen abecedy mnozinou sedmi pismen S = {S, R, A, B, O, Y, T} a uvazujme sedm
karet vytvorenych z ¢eskych trojpismennych slov

K = {BYT, OBR, OSY, ARY, BAS, TRS, TAO}.

BYT OBR OSY ARY BAS TRS TAO
S 1 1 1
R 1 1 1
A 1 1 1
B| 1 1 1
(0] 1 1 1
Y| 1 1 1
T 1 1 1
BYT | |OBR]| | |ARY| [BAS]| | TRS| |

Obr. 3. Fanova rovina z prikladu 3 tvorena 7 symboly a 7 kartami vytvaii jednoduchou
hru tvorenou 7 ceskymi slovy. Vpravo je prislusnd inciden¢ni matice, kdy pro prehlednost
vynechavame nuly

Axiomy (A1)—(A3) jsou splnény, nebot kazdé dvé karty obsahuji pravé jedno spo-
le¢né pismeno, kazdd dvé pismena se vyskytuji na pravé jedné karté a (A3) je splnéno
napft. zvolenim M = {S, R, B, Y}.

Povsimnéme si déle, Ze pocet karet i symbolt je stejny. Navic kazdé karta obsahuje
prave tii symboly a stejné tak kazdé pismeno se nachazi na pravé trech kartach. Nejde
o nahodu, podobné vlastnosti ma kazda konecna projektivni rovina.

Nejprve ukazme, ze vsechny karty obsahuji stejny pocet symboli.

Lemma 4. Je-li (S, K) konecnd projektivni rovina, pak kazdé dvé karty K, L € K
mayji stejny pocet symbolii ¢ = |K| = |L|.

Diikaz. NaznaCme strucné, ze musi existovat symbol s € S, ktery neni na karté K
ani L. Vezmeme-li ¢tyiprvkovou mnozinu M z (A3), pak bud obsahuje s € S\ (K UL)
nebo M = {t, u, v, w} tak, ze {t, u} C K a {v, w} C L. Néasledné (A2) zarucuje
existenci karet Ky a Ky, pro které {t, v} C K; a {u, w} C Ka. Z (Al) pak plyne,
Ze existuje pravé jeden symbol s = K1 N Ky, ktery diky (A3) nemuze lezet na K ani
na L.

Tvrzeni poté plyne z faktu, ze pro kazdy symbol ¢ € K existuje pravé jedna karta K
obsahujici s a t, viz (A2). Tato karta K; musi mit podle (Al) pravé jeden spoleény
symbol s L, oznac¢me jej Iy € L. Symbola [; musi byt stejné jako symboli ¢, a proto
|K| =|L|. O

Diky lemmatu 4 muzeme zavést rad kone¢né projektivni roviny:

Definice 5. Ridem kone¢né projektivni roviny je ¢islo n = |K| — 1, kde K € K
je libovolna karta. Chceme-li zdtraznit rad konec¢né projektivni roviny, znacime ji

(S, K)n.
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Fanova rovina z prikladu 3 je projektivni rovina radu 2. Prirozend otézka, pro¢ neni
Fad projektivni roviny definovén primo jako pocet symbolt na karté ¢ = |[K| =n+ 1,
bude zodpovézena vztahem s latinskymi ¢tverci v oddile 3.

I dalsi pozorovéani tykajici se Fanovy roviny z prikladu 3 jsou obecna. Pocet symbolu
na karté je stejny jako pocet karet, na kterych se jakykoli symbol vyskytuje. A déle,
celkovy pocet karet m = || a symbolt p = |S] je vzdy stejny.

Véta 6. Je-lin € N, n = 2, pak konec¢nd projektivni rovina (S, K),, spliiuje:
1. kazdy symbol s € S je obsazen na pravé ¢ = n + 1 kartach K € KC,
2. [S|=|K[=n"+n+1=¢"—q+1

Dikaz. Vsimnéme si nejdiive, ze pro kazdy symbol s € S najdeme diky (A3) kartu
K € K neobsahujici s. V mnoziné M z (A3) jsou jisté tii symboly o1, o2, o3 rizné
od s. Z (A3) plyne, ze nelezi véechny t¥i na jedné karté. Karta K,,,, obsahujici o1, 09
a karta K, ,, obsahujici o1, o5 maji podle (A1) pouze jeden spoleény symbol, a to
o1. Alespon jedna z téchto karet ndsledné nemiize obsahovat s a oznacme ji K.

Dokazme tvrzeni (1). Projektivni rovina (S, K),, obsahuje karty s ¢ = n + 1 sym-
boly. Protoze |K| = n + 1, miizeme symboly na K oznacit s1, ..., S,y1 a existuje
n + 1 karet ur¢enych dvojicemi s a s; € K. Symbol s se jiz na zadné dalsi karté nevy-
skytuje, protoze by neexistoval spoleény symbol této karty s K. Proto existuje praveé
n + 1 karet se symbolem s.

Dokazme tvrzeni (2). Podobné muzeme uvazovat libovolnou kartu K € K, kterd
obsahuje n + 1 symbolu K = {s1, ..., spt1}. Z (A3) plyne existence symbolu s ¢ K.
To opét implikuje existenci n + 1 ruznych karet urcenych dvojicemi s a s; € K. Kazda
takovd karta obsahuje n + 1 symboli (viz lemma 4), a to vzdy s a n ruznych dalsich
symbolti, proto

IS|]=1+(n+1n=n*+n+1.

O

Poznamka 7. Konecné projektivni roviny jsou struktury s vysokym stupném symet-
rie, kterd ndm mj. umoziiuje vyménu karet za symboly pii zachovdni (A1)—(A3), této
vlastnosti se ¥{ka dualita. Pro kone¢nou projektivni rovinu (5, K),, vytvorme dudlni
konetnou projektivni rovinu (S, K),, kde jako symboly budeme uvazovat mnozinu
puvodnich karet S = K. Kazda nova karta Ky € K bude tvofena pravé véemi kartami
K obsahujicimi vzdy jeden pevné zvoleny symbol s € S. Plati proto, ze K a S lze
ztotoznit (ve smyslu izomorfismu) a diky uvedenym vlastnostem ve vété 6 je (S, K),,
také konec¢nou projektivni rovinou.

K poctu symbola a karet se vaze i nasledujici drobné zajimavost.

Poznamka 8. V nejvice rozsitené prodavané verzi obsahuje dobble 55 karet po 8 sym-
bolech. Dvé karty tedy chybi, neni to kompletni a zcela vyvazeny karetni systém,
protoze nékteré symboly se vyskytuji méné casto nez ostatni. Z pohledu konec¢nych
projektivnich rovin kvili dvéma chybéjicim kartdm neni splnéna podminka (A2). Zda
je tomu kvuli marketingové vazbé na nézev hry (55 obsahuje dvé pétky a double zna-
mend francouzsky i anglicky dvojity), kvuli vyrobnim divodim nebo kvuli lepsimu
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prubéhu nékterych variant hry (pro 2 i 3 hréce lze spravedlivé rozdélit 54 karet), nenf
ziejmé.

Velky vyznam pro objasnéni vztahu mezi koneé¢nymi projektivnimi rovinami a la-
tinskymi ¢tverci a nésledné pro konstrukei koneénych projektivnich rovin (a v nasem
pripadé vlastnich karetnich bali¢kti dobble) mé tzv. incidenéni matice Z. Incidenéni
matice konecné projektivni roviny (S, K),, je diky vété 6 Gtvercova matice Fadu n?® +
+n+1 (resp. ¢* — g + 1). Obsahuje na pozici (i, j) &slo 1, pokud symbol s; € S
lezi na karté K; € K, a ¢islo 0 v opacném pripadé. Priklad incidenéni matice pro nas
nejjednodussi karetni systém ceskych slov odpovidajici Fanové roviné je na obr. 3. Na
prvni pohled je zfejmé, ze incidenéni matice neni ur¢ena jednoznacné. Zmeéna poradi
symboltl a karet odpovida vyméné poradi radkt a sloupcti incidenéni matice.

V nasem vykladu bude hrat specialni roli tzv. kanonickd incidencéni matice T,
u které navic predpoklddame [14]:

I1) symboly s1, ..., spt1 lezi na karté K,

12) symbol s; lezi na kartach Ky, ..., K11,

14

(1)

(12)

(I3) symboly Sknt2, . - -, Skntnt+1 lezi na karté Kppq prok=1,...,n,
(I4) symbol spi1 lezi na kartach Kgpyo, .- ., Kkngnt1 prok=1,...,n,
(I5)

15) podmatice® Py = Z[n+2,...,2n+1kn+2, ..., kn+n+ 1] jsou jednotkové

matice tTddun prok=1,...,n,

(I6) podmatice Py =Z[kn+2,..., kn+n+1jn+2,...,2n+ 1] jsou jednotkové
matice Tadu n pro k=2,...,n.

Obecna struktura kanonické inciden¢ni matice je naznacena v tab. 2 a jeden konkrétni
priklad, pro Fanovu rovinu c¢eskych slov z prikladu 3, je v tab. 1.

Vsimnéme si, ze predpoklady (I1)—(I6) urc¢uji matici v tab. 1 az na podmatici
Z[6, 7|6, 7]. Obecné lze kanonickou incidencéni matici zapsat ve tvaru zobrazeném
v tab. 2. Zasadni roli v ni hraji permutacni matice P;;, i, j = 1, 2, ..., n, Ctver-
cové matice fadu n obsahujici pouze 0 a 1 s tim, ze kazdy tadek i sloupec obsahuje
pravé jednu jednicku. Predpoklady (I5)—(I6) zarucuji, ze plati Py = Px; = I,, pro
k=1,...,n, kde I,, oznacuje jednotkovou matici fadu n € N. Z toho nasledné napf-.
plyne, Ze ostatni permutacni matice P;, ¢, j = 2, ..., n, jiz nemohou mit jednicky na
diagonalach. Samoziejmou a prijemnou vlastnosti permutacnich matic fadu n je fakt,
ze je lze popsat pomoci kanonické baze prostoru R"

e1=(1,0,...,0),ea=(0,1,...,0),...,e,=(0,0,...,1). (1)

3Podmatice Ality ..., iglj1, - - -, j1] matice A je matice ziskand zachovanim Fadkua i1, ..., ig
a sloupct ji1, . . ., j;. Napriklad:

1 2 3 L3
A= 4 5 6 |, A[1,2\1,3]:(4 6).
7 8 9
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Tab. 1.

Proto napr.

0 01
1 00
0 0 0
0 1 0

0

= o O

BYT OBR BAS | OSY ARY | TAO TRS
B 1 1 1
Y 1 1 1
T 1 1 1
O 1 1 1
R 1 1 1
S 1 1 1
A 1 1 1

Kanonické inciden¢ni matice Fanovy roviny z prikladu 3, srovnej s obr. 3

Je ziejmé, Ze otazka existence konecné projektivni roviny radu n je ekvivalentni
s hledanim piislusné kanonické incidencni matice Z z tab. 2, k ¢emuz staci najit vhodné

permutacni matice Psa, . .

.y Pop. Odpovéd na otazku, pro ktera n to lze, ndm objasni

fascinujici vztah konecénych projektivnich rovin s latinskymi ¢tverci v nasledujicim

odstaveci.
K1 Ko K3 ... Kng1|Knq2 oo Kong1|Kong2 --. Kanga|. - | K249 -0 Kjog 0,
S1 1 1 1 1
D) 1 1 1
s3 1 1 1
Sn+1 1 1
Sn+2 1
: In In In
S2n+1 1
S2n+2 1
: : I Pao Py,
S3n+1 1
Sp242 1
: In Ppo Pun
Sn24nt1 1
Tab. 2. Kanonickd incidenéni matice Z koneéné projektivni roviny (S, K),. Symbolem I,

oznacujeme jednotkovou matici fddu n a matice Pj, predstavuji permutacni matice radu n
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3. Latinské ¢tverce

Méjme n-prvkovou mnozinu symboli S. Latinsky ¢tverect L,: {1, ..., n}? — S je
Ctvercova matice n X n, pro kterou je kazdy prvek s € S obsazen pravé v jednom sloupci
a jednom Fadku. Zvolime-li napiiklad n = 4 a mnozinu prvka S = {&, &, &, O}, pak
nasledujici matice je prikladem latinského Ctverce radu 4:

& &6 & O
I
! OV & M
O & & O
Dva latinské ¢tverce Ly: {1, ..., n}? — S, L {1,...,n}? = T jsou ortogo-

nélni, pokud pro kazdou dvojici symbolu (s, t) € S x T existuje pravé jedna dvojice
(i,7) € {1,...,n}? tak, Ze:

(Ln)ij =s asoucasné (L) =t.

Nésledujici dva latinské ¢tverce s mnozinami symbolua S = {&, #, &, O} a T =
={N 4, b} jsou ortogonélni:

& &0 O O »ddotob
P I I SR R BB R
4 6 U & & |0 M b LD
VAR Y % 5N bt

Kazdé dvojice karetniho a hudebniho symbolu se totiz vyskytuje na prévé jedné pozici
(i, j) v bimatici vzniklé spojenim Ly a Ly:

&> A O Ob
A & ON Ol
Sr Dt & A
Ol &N &b S

Pokud bychom misto karetnich a hudebnich symbolt pouzili mnoziny S = {A, B,
C, D} aT = {a, S, v, 0}, dostali bychom vSechny kombinace latinskych a feckych
pismen z danych mnozin, a odtud plyne alternativné pouzivany nazev ortogonélnich
latinskych &tverci — recko-latinské ctverce®.

4Vice o latinskych ctvercich, véetné mnohych souvislosti s riznymi oblastmi matematiky, nalezne
¢tendf v [7], [11], [17].

5Prevladajici oznadeni ortogonalni latinské &tverce lze povazovat za nestastné, proto se pouzivaji
i alternativni nazvy jako recko-latinské ¢i Eulerovy ctverce. Ortogonalita, neboli kolmost, je vlast-
nost bézné uzivand pro vektory, ale i pro funkce, posloupnosti atd. Jeji existence je tizce svazdana
s existenci skaldrniho soucinu ve vektorovém prostoru (eukleidovském ¢i abstraktnim prostoru funkef,
posloupnosti). V piipadé ortogondlnich latinskych ¢tverctt nicméné takovyto skaldrni soucin neni
k dispozici [17].
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Priklad 9. Tretim bézné uzivanym nazvem pro ortogonalni latinské ¢tverce jsou Fu-
lerovy ctverce. Podle legendy byl Leonhard Euler® béhem svého dlouhého piisobeni
v Petrohradu pozadan Katerinou Velikou, aby usporadal 36 dustojniktt z 6 pluki
a 6 hodnost{ (kde kazdy pluk poskytl po jednom dustojnikovi dané hodnosti) do 6 Fad
a 6 sloupcu tak, aby kazda rada a kazdy sloupec obsahovaly distojniky vsech hodnosti
a ze vsech pluk.

At uz je legenda pravdiva nebo neni, Euler se problémem zabyval a byl presvéd-
Cen, ze TeSeni neexistuje. Dikaz zalozeny na rozsahlém systematickém rozboru vsech
mozmosti viak predlozil az Gaston Tarry” v roce 1900.

Euler vyslovil dokonce obecnéjsi hypotézu, Ze neexistuji ortogonalni latinské ¢tverce
radu n = 4k 4+ 2 pro k € N. Zde se naopak po témér 200 letech ukazalo, zZe tato
hypotéza neplati. Bose a Shrikhande [1] dokazali, Ze pro n = 22 existuji ortogondlni
latinské ¢tverce a o rok pozdéji dokonce [2], Ze n = 2, 6 jsou jedind prirozend cisla, pro
kterd neexistuji ortogonalni latinské ¢tverce radu n.

Podivejme se na Eulerovu hypotézu z jiného thlu. Oznac¢me N (n) maximélni pocet
po dvou ortogonalnich latinskych ¢tvercti fadu n.® Pak pro N(n) plati nasledujici
omezeni.

Lemma 10. Pron € N, n =2, plati 1 < N(n) <n — 1.

Drikaz. Alespon jeden latinsky Ctverec fadu n lze trividlné zkonstruovat pomoci vek-
toru (1,2, ..., n) a jeho cyklickych posuni.

Pro druhou nerovnost uvazujme libovolnou mnozinu ortogondlnich latinskych
¢tvercli. Bez ijmy na obecnosti mtzeme predpoklddat, ze prvni radky vsech téchto
¢tverci obsahuji vektor (1,2, ..., n). Na pozici (2, 1) tedy nemohou jiz mit jednicku
(aby to byly latinské ctverce) a zaroven zadné dva Ctverce na této pozici nemohou
mit stejné ¢islo (aby byly ortogondlni). Z toho plyne, Ze jich muze byt maximdlné
n — 1. O

Existence konecné projektivni roviny je tizce svazana s existenci maximalniho moz-
ného poctu ortogondlnich latinskych ctverct.

Véta 11. Pron € N, n = 2, plati N(n) = n — 1 pravé tehdy, kdyz existuje konecnd
projektivni rovina (S, k).

Diikaz. Provedeme naznak konstrukéniho dikazu pouze pro implikaci zleva doprava,
opacné implikace se dokazuje obdobné. Uvazujme opét S = {1, ... ,n} an—1
ortogonélnich latinskych étverct LY, ..., L™ ! fadu n s tim, Ze jejich prvky oznac¢ime
LF = (I};). Bez tjmy na obecnosti miizeme opét piedpoklédat, ze prvni fadky viech

SLeonhard Euler (1707-1783) byl jednim z nejvyznamnéjsich a nejvsestrannéjsich matematikii
vsech dob. Kromé nescetnych prispévku k matematické analyze, kombinatorice i teorii grafii se zabyval
i aplikacemi ve fyzice a astronomii [7], [5].

"Gaston Tarry (1843-1913) byl francouzskym trednikem v Alzirsku a ve volném ¢ase amatérskym
matematikem. Jeho rozsdhly diikaz neexistence reseni Eulerova problému 36 distojniki ilustruje
intenzitu jeho zajmu o kombinatoriku a matematické hlavolamy.

8Zatimco napt. N (n) = 2 znamen4, ze existuji dva ortogonélni latinské ¢tverce fddu n a nenajdeme
jiz trojici po dvou ortogondlnich latinskych ¢tvercu, vztah N(n) = 1 chdpeme tak, Ze neexistuje dvojice
vzéjemné ortogonalnich étverca. Z pifkladu 9 vyplyva N(6) = 1.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 64 (2019), ¢. 2 77



téchto Ctvercu obsahuji vektor (1, 2, ..., n). Dokazme nyni, Ze existuje koneéna
projektivni rovina (S, K),, tim, Ze zkonstruujeme jeji incidenéni matici Z.

Pro konstrukei kanonického tvaru incidencni{ matice (viz tab. 2) je nutné urcit
permutacéni matice Pjj, 4, j = 2, .. ., n, které jsou fadu n. Definujme F;; nasledujicim
zpusobem pomoci kanonické baze (1) e, . .., e, prostoru R" a prvku ortogondlnich
latinskych étverc L* = (lfj),

€lj71
71
Py=| = (2)

elZ;1
Kazda permutac¢ni matice je tedy urcena jednim raddkem jednoho z ortogonélnich
¢tverci, pricemz prvni faddky latinskych ¢tverei (1, 2, . . ., n) odpovidaji jednotkovym
maticim Py; = I,, v druhému fadkovému bloku kanonické incidencéni matice v tab. 2
(tddkové bloky jsou oddéleny vodorovnymi ¢arami).

Nasim cilem je nyni ukazat, ze takto zkonstruovana incidenc¢ni matice Z reprezen-
tuje projektivni rovinu spliujici axiomy (A1)-(A3).

Soustfedme svoji pozornost na axiom (A2) a ukazme, ze kazdé dva symboly lezi
na prave jedné karté. Nejprve si vSimnéme, ze prvni sloupcovy blok inciden¢ni matice
T z tab. 2 ukazuje, ze symbol s; je na pravé jedné karté Ky, ..., K,11 s libovolnym
dalsim prvkem s;, i # 1. Podobné i-ty sloupcovy blok naznacuje, ze prvek s;, i =
=2,...,n+1, jena jedné z karet K(;_1),42, - Kint1 s prvky s;, 7 >n+ 1.

Uvazujme nyni zbylé symboly s;, ¢ > n + 1. Pii znaceni i = n(p — 1) + ¢ + 1,
p=2....,n+1,¢g=1,...,n, je ziejmé, ze kazdy symbol s; € S, i > n + 1, je
charakterizovan nejen svym potradim i, ale zaroven radkovym blokemp =2,... n+1
a poradim v daném radkovém bloku ¢ =1, ..., n. Kanonicky tvar inciden¢ni matice
a konstrukce (2) zarucuji nasledujici vlastnosti:

e symbol s;, i = n(p — 1) + ¢ + 1, je na pravé jedné karté s prvky ze stejného
fadkového bloku (se stejnym p), plyne z konstrukce prvniho sloupcového bloku,

e symbol s;, 7 =n(p—1)+ ¢+ 1, je na pravé jedné karté s prvky se stejnym poradim
v fddkovém bloku (se stejnym ¢), plyne z konstrukee druhého sloupcového bloku,

e symbol s;, i = n(p — 1) + ¢+ 1, je na pravé jedné karté s prvky z ostatnich
fadkovych bloku, které maji zaroven odlisné pofadi v bloku (s rtuznymi p i q).

Tento fakt plyne piimo z konstrukce (2). Skuteéné, pro kazdé k, £ = 1, ..., n,
k # £, plati
— pro kazdé ¢ = 2, ..., n existuje pravé jedno j = 2, ..., n tak, ze (plyne

z ortogonality latinskych ¢tverci)
Pylk|1,...,n] =e; asoufasné (3)

— pro kazdé j = 2, ..., n existuje pravé jedno i = 2, ..., n, tak, ze plati (3)
(plyne z faktu, Ze ctverce jsou latinské).
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Nésledné ortogonalita latinskych ¢tverch zarucuje, ze pro vSechna p1, ps =2, .. .,
n+1,q1,=1,...,n,p1 # p2 aq # g2 existuje pravé jedno j =2, ..., n, pro
které

Ppl—l,j[qluv RNCES sz—l,j[qQHv .,

coZ znamend, ze symboly S,(, —1)4¢,41 @ Sn(po—1)4+¢.+1 1€Z1 na jediné spolecné
karte.

Ovéten{ platnosti (Al) je obdobné, v argumentaci stac¢i jen prohodit rfadky za
sloupce a opacfné. Axiom (A3) lze ovérit napf. volbou étyiprvkové mnoziny M =
= {51, 52, Sn+2, S2n+3}- O

Poznamka 12. Zjisténi maximalniho poctu vzdjemné ortogondalnich latinskych
¢tverci N(n) je velmi tézkd otdzka. Ale pro mocniny prvodcisel je zndmo, ze plati
N(p*) = pF — 1, k € N, a pifslusné ortogondlni ¢tverce lze dokonce zkonstruovat
pomoci dobfe zndmého algoritmu opirajiciho se o koneénd télesa [4]. Tento vztah na-
sledné primo implikuje existenci kone¢nych projektivnich rovin pro rady odpovidajici
mocnindm prvocisel. Neni znama zadné konecnd projektivni rovina radu n, ktery neni
mocninou prvocisla, jeji existence ale nebyla doposud ani vyloucena. Tab. 3 shrnuje
znalosti 0 N(n) a existenci koneénych projektivnich rovin. Zajimavosti je fakt, Ze pro
nékteré hodnoty, napt. n = 9 nebo n = 16, je znamo, ze existuje dokonce vice neizo-
morfnich koneénych projektivnich rovin [4].

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
N(n) 1 2 3 4 1 6 7 8 €[2,8 10 =25 12 €[3,12] =24 15
existence A A A A N A A A N A ? A N ? A

Tab. 3. Maximalni pocet ortogonalnich latinskych c¢tverct a existence kone¢nych projektiv-
nich rovin, na zdkladé [4]. Symboly A, N, ? po fadé odpovidaji existenci kone¢né projektivni
roviny, jeji neexistenci a situaci, kdy neni zndmo, zda konecné projektivni rovina existuje

Z pohledu naseho uzce cileného vyletu do svéta konecénych projektivnich rovin
Ize piimo tyto vysledky aplikovat na karetni systémy. Dokonale vyvazeny dobble lze
zkonstruovat pro ty hodnoty n, pro které existuje konec¢nd projektivni rovina radu n
(pro n =12 a n = 15 se dosud jednd o otevieny problém).

4. Konstrukce vlastniho systému karet

Vyuzijme nyni vysledky z tab. 4 a postup z dikazu véty 11 ke konstrukci vlastniho
zcela vyvazeného systému karet.

rad kon. proj. roviny n 2 3 4 5 7 8 9 11 13 16
symbolt na karté n+1 3 4 5 6 &8 9 10 12 14 17
pocet karet i symbold n?+n+1 7 13 21 31 57 73 91 133 183 273

Tab. 4.  Shrnuti moznych zcela vyvazenych karetnich systémi dobble
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Priklad 13. Vygenerujme systém karet se 4 symboly. Uvazujme proto konecné pro-
jektivni roviny fadu 3 a nésledujici dva ortogonalni latinské ¢tverce radu 3:

L' = L? =

w N =
— W N
N = W
N Lo
[SURE V]
— N W

Vidime, ze N(3) = 2. Véta 11 ndsledné implikuje existenci projektivni roviny fadu 3
s 13 symboly a kartami. Na zakladé dukazu véty definujeme permutac¢ni matice

0 1 0 0 01
Pyy = P33 = 0 01 7P32:P23: 100
1 00 01 0

a pomoci nich inciden¢ni matici projektivni roviny

11110 0 0|0 0O O0j0 O O
100 0j1 1 1/0 0 0(0 0 O
100 0j0 0 01 1 1{0 0 O
100 0j0 0 0jJO O O]1 1 1
01001 001 001 0O
010001 0j0 1 0j0 1 O
Z=|10 1 0 00 O 1j0 0 1|0 0 1
001 0|1 0 0(j0 1 0j0 0 1
0 01 0j0O 1 0j0 0 1|1 0 O
0 01 0j0O 0 1j1 0 0f0 1 O
000 1|1 0 0j]0 0 1/0 1 O
0 00101 01 0 0j0 01
0 00 1|0 0 1]0 1 0f1 0 O

Pripomenme, ze kazdy radek latinského ¢tverce urcuje pravé jednu permutacni ma-
tici pomoci (2), a tedy kazdy latinsky ¢tverec urcuje permutacni matice v jednom
sloupcovém bloku. V nasem p¥ipadé L' uré¢uje permuta¢ni matice v predposlednim
sloupcovém bloku a L? v poslednim sloupcovém bloku.

Vezmeme-li si nyni libovolnou mnozinu 13 symbolt, napt. matematickych symbola

S={Z I NEVD, U@, V,4,001,
dostavame pomoci incidenéni matice Z 13 karet, které jsou na obr. 4.°

Obdobnym zptsobem lze zkonstruovat dalsi systémy karet, viz poznamku 12
a tab. 4. Ctendr, ktery by chtél pouzit vybrané systémy karet, ¢i si sam zkonstruovat
svoje vlastni, nalezne v elektronické priloze:

9Pro ilustraci ditkazu véty 11 dopliime, Ze napf. symbol 3 je dvanécty v poradi, tj. i1 = 12 =
=pn+q+1=3n+2+1,alez v tfetim bloku (p = 3) na druhém fadku (¢ = 2). Za ¢tyiprvkovou
mnozinu, jejiz zadné tri symboly nelezi na jedné karté, 1ze zvolit napf.:

M = {s1, s2, sn+2, s2n43} = {2, [V, @} .
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Obr. 4. Karty dobble z matematickych symboli vytvorené v prikladu 13 pomoci vztahu
projektivni roviny fddu 3 a ortogondlnich latinskych ¢tverct

e systémy n — 1 latinskych étvercti pro n = 3, 4, 5, 7, 8, 9 (konstrukce dalsich lze
nalézt napt. v [4]) v ptiloze 1,

e kanonické inciden¢ni matice pro konecné projektivni roviny n = 3,4, 5,7, 8,9
vytvorené na zékladé systémi n — 1 latinskych ¢tverct v pfiloze 2,

e systém 31 karet se 31 postavami pokémont na zakladé konec¢né projektivni roviny
fadu n =5 (vzdy 6 pokémonti na jedné karté) v pfiloze 3,

e systém 73 karet se 73 dopravnimi znackami na zakladé konec¢né projektivni roviny
fadu n = 8 (vzdy 9 znacek na jedné karté) v p¥iloze 4,

e systém 91 karet s 91 vlajkami na zdkladé konecné projektivni roviny radu n = 9
(vzdy 10 vlajek na jedné karté) v p¥iloze 5.

5. Blokova schémata a karetni systémy

Vztah konecnych projektivnich rovin a latinskych ¢tverct, ktery byl popsan v pred-
chozich odstavcich, ndAm umoznil konstrukci dokonale vyvazenych karetnich systému
odpovidajicich standardnim pravidlim karetni hry dobble s pocty symboli shrnutymi
v tab. 4. Pokusme se nyni vydat jinym smérem a misto zvétSovani poctu symbola
vytvorit karetni systémy s obecnéjsimi pravidly.

Problém 14. Lze vytvorit karetni systémy, kde kazdé dveé karty maji spolecné prave
dva symboly?
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Problém 15. Lze vytvorit karetni systémy, kde kazdé tri karty maji spolecny prave
jeden symbol?

Kladnou odpovéd na obé tyto otazky nam dava kombinatoricka struktura zobec-
nujici koneéné projektivni roviny, tzv. blokové schéma [4], [11].

Definice 16. Méjme kone¢nou mnozinu symboli S a mnozinu nékterych jejich pod-
mnozin (karet) K C 25. Usporadanou dvojici (S, K) nazgvame blokovgm schématem
typu t-(v, k, A), pokud

(a) |S]=wv,
(b) kazdd karta K € K mé pravé k symbolu,
(c) kazd4 t-tice symboli z S je obsazena na A kartach.

Poznamka 17. Zatimco v pripadé kone¢nych projektivnich rovin je terminologie in-
spirovana tzkym vztahem s geometrii (pozn. 2), blokova schémata jsou svizdna s na-
vrhem efektivnich statistickych experimentt [12]. Prvkium mnoziny S se jiz obvykle
neiikd body ale variety (faktory) a kartdm K € K neodpovidaji pfimky nybrz bloky.
V pripadé, Ze chceme zkoumat vliv v faktort (vlastnosti) na zkoumanou veli¢inu (napt.
v zemédélstvi, farmakologii ¢i v prumyslu) ve vech moznych kombinacich, dostdvame
jiz pro pomeérné malé hodnoty v vysoké pocty experimentu, které v praxi nelze usku-
tecnit. Blokova schémata umoznuji efektivné a systematicky redukovat jejich pocet.

Priklad 18. Pro ilustraci si predstavme, ze zkoumdme vliv deviti bindrnich (tj. ma-
jicich dvé trovné, napf. nizkd vs. vysokd, pritomen vs. nepfitomen apod.) faktort
A, B, ..., I na néjakou veli¢cinu. Muze se jednat napr. o vliv pritomnosti primeési
A, B, ..., I na urc¢itou vlastnost vysledné slitiny. Pokud bychom testovali vSechny
kombinace trovni 9 faktori, jednalo by se o 27 = 512 experimentil. Pokud bychom
naopak chtéli uvazovat pouze vliv kazdého faktoru zvlast, stacilo by nam devét ex-
perimentt. Nésledujici blokové schéma typu 2-(9, 3, 1) s dvandcti experimenty ale
umoznuje, abychom byli schopni odhadnout nejen vliv kazdého z faktoru, ale i vliv
kombinac{ (interakef) faktortu, protoze kazda dvojice faktoru se vyskytuje v daném
navrhu pravé jednou:

ABC ADG AEI AFH

DEF BEH BFG BDI

GHI CFI CDH CEG

Dtvod, pro¢ jsme jednotlivé trojice faktoru zapsali do sloupct, objasnime pozdéji
v prikladu 26 a tyka se tzv. rozlozitelnosti blokovych schémat.

Odpovéd na zédkladni otdzku, zda pro dané parametry ¢, v, k, A existuje blokové
schéma typu t-(v, k, A), je az na specidlni tfidy blokovych schémat netrividlni. Nésle-
dujici tvrzeni nam pomiize zformulovat prirozené nutné podminky.

Lemma 19. Necht je ddno blokové schéma typu t-(v, k, \). Oznacime-li b = |K|
celkovy pocet karet a r pocet karet, na kterych se vyskytuje libovolny symbol s € S,
pak plati:

vlo—=1)...(v—t+1) )\('Ufl)...(vftJrl)

b=\ r=

FUES I TSI =1, k1) )
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Diikaz. Dokazme pouze prvni vztah, druhy se ziskd obdobné. Se¢téme dvéma riznymi
zpusoby pocet vyskyta N vsech t-tic symbold na vSech kartach.

Nejprve si uvédomme, ze vsech t-tic je (115)) Vzhledem k definici 16 (c¢) se kazdd

t-tice vyskytuje pravé na \ kartach, a proto

N = A(Z) (5)

k
Diky faktu, ze kazd4d karta ma k symbolu (viz definci 16 (b)), a obsahuje tedy <t>

t-tic, vsak vidime, ze celkovy pocet t-tic je i

N = b<’:> (6)

Srovnanim a upravou vztaht (5)—(6) dostdvame

O

Poznamka 20. Vztahy (4) jsou specidlnimi piipady tzv. podminek celociselnosti
(podminky integrality), vice viz napf. [10], [17]. Jedna se o nutné (nikoliv postacujici)
podminky existence t-(v, k, A) blokovych schémat. Pokud éisla na pravych stranach
vztaht (4) nejsou celd, pak jisté dané blokové schéma neexistuje.

Budeme-li chtit vytvorit karetni systém s péti symboly (k = 5), kde kazd4d dvojice
symbolt (¢t = 2) se vyskytuje na dvou kartach (A = 2), neboli tvoii 2-(v, 5, 2) blokové
schéma, pak vztahy (4) vedou na
v(v—1) v—1

0w T T2

a celoc¢iselné kombinace omezi nase hledani pouze na hodnoty v = 11, 15, 21, 25, 31, . . .

b=

Poznamka 21. Zi{dka se v literatufe [3] pouzivd i oznacen{ blokovych schémat
t-(v, b, r, k, \) s tim, ze danych Sest parametru je svdzano podminkami (4). Napfi-
klad schéma 2-(9, 3, 1) z piikladu 18 by bylo v tomto nazvoslovi typu 2-(9, 12, 4, 3, 1),
protoze b =12 a r = 4.

Blokova schémata lze stejné jako konecné projektivni roviny reprezentovat pomoci
inciden¢ni matice o rozmérech v x b, tj. matice jiz nemusi byt ¢tvercova. Napriklad
incidenéni matice blokového schématu 2-(9, 3, 1) z piikladu 18 m4 rozméry 9 x 12.

Blokova schémata jsou velmi obecnd struktura a zahrnuji mnoho specidlnich pti-
padu. Zminme struéné nékteré z nich za tcelem lepsiho porozuméni tomuto pojmu.
Zaroven zduraznéme, Ze z naseho pohledu karetnich systému jsou mnohé z nich ne-
vhodné, zejména kvuli faktu, ze u vétSiny z nich existuji dvé karty K, L € K, které
nemaji jediny spoleény symbol (viz napi. libovolné dvé karty z kazdého sloupce blo-
kového schématu 2-(9, 3, 1) z prikladu 18).
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Priklad 22. Jsou-li v, k € N takové, ze v = mk pro néjaké m € N, pak muzeme
rozdélit symboly S na m disjunktnich karet K, . . ., K,,, tvoficich trividln{ 1-(v, k, 1)
blokové schéma s b=m a r = 1.

Dalsi trividlni schéma dostaneme v pripadé, ze zvolime k < v a za mnozinu K

vezmeme vsech (Z) k-prvkovych podmnozin S. Zvolime-li libovolné ¢t < k, pak se

libovolna t-tice symbola vyskytuje vzdy na A =

tmﬁb@gh<29>bb@%sm@m

Existuje-li koneénd projektivni rovina (S, K),, pro n € N, pak véta 6 ukazuje, ze
tvori 2—(n2 +n+1,n+1,1) blokové schéma, jehoz vlastnosti, existenci a konstrukei
jsme podrobné probirali v predchozich odstavcich.

v—1
A t) kartach a tento systém tedy

Nésledujici specialni pripad blokového schématu nam jiz poskytne navod na kon-
strukci karetniho systému zminéného v problému 14.

Definice 23. Blokova schémata BIBD (z anglického balanced incomplete block de-
sign) jsou schémata typu 2-(v, k, A).

Jinymi slovy, jedné se o blokova schémata, kde se kazda dvojice symbolu vyskytuje
na pravé A kartdch. Vztahy (4) v tomto ptipadé poskytuji

v(v—1) T:)\v—l

b= G T (7)

Blokova schémata BIBD jsou velmi dulezitd pro ndvrh experimentt, protoze zaru-
¢uji, ze kazda dvojice faktort bude obsazena v alespon jednom experimentu. Zasadnim
vysledkem pro blokové schémata BIBD je tzv. Fisherova!l® nerovnost

b=, (8)

ktera plati pro vSechna blokové schémata BIBD s v > k. Nerovnost (8) tikd, Ze blokovy
experiment BIBD zahrnujici v faktorta se musi skladat alespon z b dil¢ich experimentii.
Poznamenejme, Ze pro obecné blokové schéma Fisherova nerovnost (8) neplati. Jako
pifklad 1ze uvést trividlni schémata 1-(v, k, 1), z nichz jedno pfimo pouzijeme v pii-
kladu 27.

Z pohledu Fisherovy nerovnosti (8) jsou optimélni tzv. symetrickd blokova sché-
mata BIBD. Jednd se o schémata typu 2-(v, k, A), pro kterd navic plati b = v. Ze
vztahti (7) ptimo dostdvame, Ze automaticky plati i » = k a nutnd podminka existence
symetrického blokového schématu BIBD je

A —1) = k(k — 1),

ORonald Aylmer Fisher (1890-1962) byl anglicky statistik. Jeho jméno je tzce spjato s modernimi
technikami testovani statistickych hypotéz. Mimo zkouméni blokovych schémat vyznamné prispél
napr. k rozvoji statistické techniky analyzy rozptylu (ANOVA). Kromé toho se velmi vyrazné zabyval
aplikacemi matematiky v genetice.
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Symetrickd blokova schémata BIBD maji mnohé prijemné vlastnosti, napt. incidenéni
matice jsou ¢tvercové.

Za ucelem hledani odpovédi na problém 14 soustfedme svoji pozornost na specialni
pifpad symetrickych blokovych schémat BIBD s A = 2, tj. schémat typu 2-(v, k, 2).
Témto schémattim se rika biroviny. Kazdé dva symboly se vyskytuji na pravé dvou
kartach a kazdé dvé karty maji pravé dva spole¢né symboly. Jedna se tedy o odpoved
na nas problém 14. Ukazuje se [4], Ze téchto systémi existuje jen koneéné mnoho, a to
pro k=3,4,5,6,9,11, 13, viz tab. 5.

pocet symbold na kart¢ £ 3 4 5 6 9 11 13
pocet symbolu celkem v 4 7 11 16 37 56 79

Tab. 5. Shrnuti véech symetrickych blokovych schémat BIBD 2-(v, k, 2), pro které je pocet

symbold v stejny jako pocet karet b

Priklad 24. Uvazujme mnozinu geometrickych symboli
S={e0,0.9.0 A 000 « . a

a birovinu (symetrické blokové schéma BIBD s A\ = 2) 2-(11, 5, 2) popsanou incidenén{
matici:

N

I
—H O R HFEFROOORFOO
O HF PR OOO R, OO
_H == OO0, OO KO
OO O, OO kO
OO O R OO kO
SO O OO RO FFHH
OO OO RO MFERKMEO
O OO R OFRRFRFOO
— OO, OFRFEFEOOO
OO RO R EFEFRFEFOOOR
OO RFEEFEFOODOREO

Prislusny karetni systém je na obr. 5. Symetrie schématu zarucuje, ze pocet symboli
i karet je shodny (jedendct) a pocet symboli na jedné karté i pocet vyskytu jakéhokoliv
symbolu je také shodny (pét). Kromé vytouzené hry (najdi dvojici stejnych symboli
na libovolnych dvou kartdch) ndm symetrie schématu umoznuje i opacnou otazku —
pro libovolnou dvojici symboli (napf. mezikruzi a osmithelnik) najdi dvé karty, na
kterych se vyskytuji.

Za odpoveédi na druhou otazku, formulovanou v problému 15, se vydejme do dalsi
t¥idy blokovych schémat, Steinerovych systémn'!.

1 Jakob Steiner (1796-1863) byl svycarsky geometr. Ackoliv se s nim v tomto ¢ldnku setkdvdme
v souvislosti s kombinatorikou, jeho hlavni oblasti zdjmu byla syntetickd geometrie. Stal se hlavni
postavou tohoto sméru geometrie, ktery se vyhyba analytickému a algebraickému pristupu.
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Obr. 5. Systém jedendacti karet s péti geometrickymi symboly na karté, ve kterém kazdé dve
karty maji pravé dva shodné symboly. Odpovida symetrickému blokovému schématu BIBD
2-(11, 5, 2)

Definice 25. Steinerovy systémy jsou blokovd schémata typu ¢-(v, k, 1).

Jednd se tedy o blokova schémata s A = 1, ve kterych se kazda t-tice vyskytuje na
prave jedné karté. Nejvyznamnéjsim specidlnim pripadem jsou tzv. Steinerovy systémy
trojic, coz jsou blokova schémata typu 2-(v, 3, 1). Piislusné karty tedy obsahuji trojice
symbolti, pricemz kazda dvojice symbolt se vyskytuje na pravé jedné karté. Fanova
rovina 2-(7, 3, 1) z prikladu 3 i blokové schéma 2-(9, 3, 1) z pfikladu 18 jsou jednoduché
priklady Steinerovych systému trojic. Steineruv systém trojic existuje pravé tehdy,
kdyz v = 6i 4+ 1 nebo v = 6i + 3, i € N [4].

Piiklad 26. Dalsim piikladem Steinerova systému trojic je slavné schéma 2-(15, 3, 1),
které je tzce spojeno s Kirkmanovym problémem skolacek'?. V originale z roku 1847
problém zni [3]: , Fifteen young ladies of a school walk out three abreast for seven days
in succession: it is required to arrange them daily so that no two shall walk abreast
more than once. “'3 Jinak fe¢eno jde o nalezeni systému Steinerovych trojic 2-(15, 3, 1)
s b =35 ar = 7. Existuje dokonce 7 neizomorfnich reseni tohoto problému, jeden
z prikladl je uveden v tab. 6. Ostatni lze najit napf. v [4].

PO UT ST CT PA SO NE
ABE ACF ADH AGK AJM ANO AIL
CLO BMO BCG BHL BFK BDI BJN
DFM DGN EJO CDJ CIN CEK CHM
GIJ EHI FLN EMN DEL FHJ DKO
HKN JKL IKM FIO GHO GLM EFG

Tab. 6. Jedno ze sedmi reseni Kirkmanova problému skolac¢ek. Pod pismeny A-O si muze
Ctendrl predstavit patnact divéich jmen, napt. Anicku, Baru az Olgu

2 Thomas Kirkman (1806—1895) byl ministr anglikdnské cirkve a matematik zabyvajici se kombina-
torikou. Existenci Steinerovych systému trojic dokazal [3], [6] v roce 1847, tj. o 6 let dfive nez Jakob
Steiner. Na jeho pocest a v navaznosti na Kirkmantv problém skolacek jsou rozlozitelné Steinerovy
systémy trojic pojmenovany Kirkmanovy trojice.

13Volné prelozeno: Patnéct skoladek se kazdy den v tydnu po trojicich prochézi. Usporadej je tak,
aby zadné dvé nesly spolu ve trojici vice nez jednou.
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Reseni Kirkmanova problému z tab. 6 i blokové schéma 2-(9, 3, 1) z piikladu 18
jsou priklady Steinerovych systémi trojic se specialni vlastnosti. Jedna se o tzv. roz-
lozitelné Steinerovy systémy trojic nebo Kirkmanovy systémy trojic. Trojice lze totiz
usporadat do ? skupin, z nichz kazd4 obsahuje vsechny symboly a trojice v kazdé
skupiné jsou zdrover disjunktni (v p¥ipadé tab. 6 jde o sloupce odpovidajici kazdému
dni, podobné jednotlivé sloupce v pifkladu 18). VSimnéme si jednoduchého faktu,
7e Fanova rovina 2-(7, 3, 1) z piikladu 3 a ani dalsi Steinerovy systémy trojic typu
2-(6i 4 1, 3, 1) rozlozitelné nejsou.

Jak souvisi Steinerovy systémy s karetnimi systémy? Vétsina blokovych schémat
z tohoto odstavce je pro obdoby dobblu na prvni pohled nevhodna. Plati to i pro
Kirkmanovo schéma z tab. 6, kde vétSina paru trojic (napf. libovolné dvé trojice
z libovolného sloupce) nemé spoleéné pismeno (Skolacku). Trik, ktery ndm pomize
odpovédét na problém 15, je zalozen na dualité, o které jsme se jiz zminili v pozn. 7.

Dudlni systém ke Kirkmanovu schématu 2-(15,3,1) s b = 35 a r = 7 je systém
15 karet s 35 symboly. Kazdy symbol v tomto dudlnim systému odpovida jedné z trojic
uvedenych v tab. 6,

S ={ABE, ACF, . .., GLM, EFG},

a kazda karta obsahuje vsechny trojice, kde se vyskytuje dané pismeno, resp. dand
skolacka, tj.
K= {KA7 K37 ey KN7 KO}?

kde napt. K4 = {ABE, ACF, ADH, AGK, AJM,ANO, AIL}a Ko = {CLO, BMO,
EJO, FIO, GHO, ANO, DKO}. Je zfejmé, Ze nasledné kazdé dvé karty maji spo-
le¢nou praveé jednu trojici, a totiz tu, kdy dané skolacky sly spole¢né. V pripadé K 4
a Ko jde o trojici ANO. Tento fakt ¢in{ toto blokové schéma 1-(35, 7, 3) s b = 15
a r =3 i dalsi podobnd dudlni schémata z pohledu naseho ¢lanku atraktivnimi.

Myslenka dualizace nas zavadi k tzv. Steinerovym systémiim ctveric. Steinertv
systém ¢tvefic je blokové schéma typu 3-(v, 4, 1). Steinerovy systémy ¢tvefic existujf [4]
pro jakékoliv v = 6i + 2 nebo v = 67 4+ 4, i € N. Dualni systém k Steinerovu systému
Ctveric pak tvori systémy umoznujici konstrukei blokovych schémat, které odpovidaji
problému 15.

Priklad 27. Nejjednodussim Steinerovym systémem ¢tveric je blokové schéma typu
3-(8,4, 1), systém karet, v nichz se kazda trojice symboli nachdzi pravé na jedné
karté. Plati b = 14 a r = 7 a inciden¢ni matice tohoto schématu je napt. nasledujici
obdélnikova matice 8 x 14:

SO O OO K=
OO R O = O
SO O = O =
H OO, OKFEOM
O MR OOORF -
—_—_-0 O OO
O = OOO -
SO RO FF=O
ORI OFR OO
O R O == OO
== O, OORKO
_H O OO KK FEO
el e ==
=l el el e ===
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Dualizaci ziskame systém, v némz kazda trojice z 8 karet ma spolecny prave jeden ze
14 symbold,

11100010
10110100
11011000
10101001
11000101
10010011

s_|roo0oo01 110
01101100
010101710
00111010
01001011
01110001
00100111
00011101

Konkrétni karetni systém je zobrazen na obr. 6 a odpovida blokovému schématu
1-(14,7,1)sb=8ar =4.

Podobnym zpusobem mtzeme vytvorit karetni konfigurace s vétsim poctem karet
pomoci Steinerovych systému ¢tvefic 3-(v, 4, 1), kde v = 6i 4+ 2 nebo v = 6i + 4. Pozna-

1
menejme vSak, ze tyto Steinerovy systémy maji podle vztahu (4) b = ﬁv(v —1)(v—2)
1
karet a kazdy symbol se vyskytuje na r = 6 (v —1)(v — 2) kartach. Proto dudlni sys-

1 1
témy jsou blokova schémata 1- <ﬂv(v —1)(v—2), 5 (v—1)(v—2), 1) a poCet nutné

pouzitych symbolu i symboltl na jednotlivych kartdch velmi rychle roste (napt. pro
systém 14 karet, ktery vznikne dualizaci Steinerova systému ¢tvefic 3-(14, 4, 1), je na
pouhych 14 karet jiz tieba 91 symboli a kazda karta bude obsahovat 26 symboli.

e V€5 t’ﬂb RS ;9 «g\”x\

i»g I Jgﬁx@ ﬂ?% @g.‘”

Obr. 6. Karetni systém odpovidajici dudlnimu schématu k Steinerovu systému ctveric
3-(8, 4, 1) z prikladu 27. Kazdé tfi karty obsahuji pravé jeden spolecny symbol zvifete
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Ctenaf, ktery by si chtél vytvorit vlastni variantu hry dobble s pravidly modifi-

kovanymi v duchu problémt 14 a 15, ¢i pouzit pfimo jeden ze zminénych systému
vytvorenych v tomto odstavci, nalezne v elektronickych prilohach

incidenéni matice vSech birovin z tab. 5 na zdkladé [16] v pfiloze 6,

systém 11 karet s 11 geometrickymi utvary odpovidajici biroviné 2-(11, 5, 2) (vzdy
5 tvard na jedné karté, viz obr. 5) v p¥iloze 7,

systém 37 karet s piktogramy 37 olympijskych sportt, odpovidajici biroviné
2-(37,9, 2) (vzdy 9 olympijskych sportll na jedné karté) v pfiloze 8,

inciden¢ni matice dudlnich blokovych schémat k Steinerovym systémtm cCtveric
3-(8,4,1) a 3-(10, 4, 1) (konstrukce dalsich 1ze nalézt napt. v [9]) v pfiloze 9,

systém 8 karet se 14 zviratky odpovidajici dudlnimu systému k Steinerovu systému
Ctveric 3-(8, 4, 1) (vzdy 7 zvifatek na jedné karté, viz obr. 6) v p¥iloze 10.

Elektronické prilohy

Elektronické prilohy 1-10 zminéné v c¢lanku jsou dostupné na webové strance
http://home.zcu.cz/ pstehlik/dobble/

Podékovani. Autor dékuje anonymnimu recenzentovi a Antoninu Slavikovi za

uzitecné komentare a opravu mnohych preklepti a nesikovnych formulaci. Déle dékuje
Tomasovi Kaiserovi za povzbuzeni pro dokonceni tohoto textu.
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