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MATEMATIKA

O jedné vlastnosti prvocisel — totalni
ciferné soucty

Antonin Cejchan, FZU AV CR, Praha

Abstract. The article gives a definition of a term “total digit sum of prime
numbers” and discusses the interesting distribution of its values.

Obsahem nasledujiciho textu je nékolik zajimavosti tykajicich se total-
niho ciferného sou¢tu prvocisel. (Termin bude definovan v nésledujicim
odstavci.) Pro¢ se vénovat pravé prvodisliim, je zfejmé zbytecné prilis
rozebirat. Za oblast teorie staci jmenovat naptiklad zdkladni vétu arit-
metiky, ktera ¥ika, ze kazdé prirozené Cislo vétsi nez 1 lze jednoznacéné
rozloZit na souéin prvoéisel [I], z éehoz je vidét, Ze prvocisla jsou jakymisi
zékladnimi kameny ¢isel pfirozenych. Za oblast praxe je v dnesni dobé
velkého rozvoje pocitac¢i a pocitacovych siti vyuzivana pro bezpecny
prenos zprav metoda RSA, pii niz se pracuje s tzv. tajnym a verejnym
klicem, které jsou vytvofeny na zakladé velkych prvocisel [2].

Struény prehled terminologie

Pfipomerime nejprve nékteré zakladni pojmy.

Prvocislo je prirozené€ cislo, které je délitelné pravé dvéma riznymi
prirozenymi ¢isly, ¢islem 1 a sebou samym. A protoZze maji byt tito déli-
telé rtizni, neni z tohoto diivodu ¢islo 1 prvocislo. Poéatek posloupnosti
prvocisel je tedy 2, 3,5, 7, 11, 13, ...

Cliferny soucet ptirozeného Cisla je sou¢tem jeho ¢islic, tedy napf.
ciferny soucet ¢isla 139 je 1+ 3+ 9 = 13.

Zavedme jesté funkci tes(n) pro piirozena ¢isla n takto (mnemotech-
nicky totding ciferny soudet): Spoéitejme pro ¢éislo n jeho ciferny soucet.
Jestlize vysledek bude mensi nebo roven 9, jsme u konce a hodnotou
tes(n) bude tento ciferny soucet. Jestlize vysledek bude vétsi nez 9, spoéi-
tame ciferny soucet obdrzeného ¢isla a vracime se k rozhodnuti vyse. Je-li
nyni vysledek (tedy ,ciferny soucet ciferného souc¢tu pivodniho éisla®)
mensi nebo roven 9, polozime tcs(n) rovno tomuto vysledku. V opaéném
pfipadé rekurzivné pokracujeme. Je ziejmé, ze tento proces je konecny.
Plati totiz, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo vétsi nez 9, je tes(n) < n. Dikaz
bychom mohli vést pies prvni platnou éslici éisla n. Ta stoji na fadu 107,
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kde j > 1, kdezto u ciferného souétu ji zapoéteme pouze s faddem 10°.
Kazdy dalsi krok tedy poskytne ¢islo mensi, ale mnozina pfirozenych ¢i-
sel je zdola omezend. Proto je proces vypoctu tes(n) pro kazdé n koneény
a funkce je korektné definovana.

Spoctéme jako priklad tcs(139). Tedy ciferny soucet je 1 +3+9 = 13.
Vysledek je vétsi nez 9. Pocitame dale 1 4+ 3 = 4. Vysledek je jiz mensi
nez 10, a tedy tcs(139) = 4.

Globalni rozloZeni hodnot tcs(p)
Vénujme se prvocislim p mensim nez 5 mld. Zajimé nés, jak jsou
hodnoty funkce tcs pro prvocisla globalné rozlozeny.

Hodnota | Pocet prvocisel s danou | Porovnani hodnot ze druhého
tes(p) hodnotou tes(p) sloupce v procentech

1 39158474 100

2 39160023 100.0039557

3 1 *

4 39158782 100.0007866

5 39158600 100.0003218

6 0 0.

7 39158653 100.0004571

8 39159690 100.0031053

9 0 0.

Tab. 1

Z tab. 1 vyplyva, Ze hodnoty tcs(p) jsou rozloZzeny velmi rovnomérné
a ,nahodnost“ vyskytu prvocisel necini jejich rozptyl rozhodné velkym;
ve tfetim sloupci tabulky je porovnani hodnot z druhého sloupce v pro-
centech, pfi¢emz za zéklad jsme vzali hodnotu z prvniho Ffadku (pocet
prvocisel s tcs hodnotou 1). Samoziejmé jsme vynechali singuldrni pfi-
klad pro hodnotu 3 (oznadeno hvézdickou), kterou splituje pouze pravé
prvocislo 3. U hodnot 6 a 9 se jiz objevuji nuly, protoze podle znamého
pravidla jsou pfirozena ¢isla s cifernym souctem (a tedy i s totalnim
cifernym sou¢tem) rovnym témto hodnotdm délitelnd tiemi, resp. de-
viti. Kdo mé rad matematickou statistiku, mtize si pfesné napt. stiedni
hodnotu nebo rozptyl hodnot tcs(p) spoditat.
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Vzajemné rozlozeni hodnot tcs(p)

Podivejme se nyni na to, zda posloupnost prvocisel nepiinasi nékteré
zavislosti v posloupnosti jejich tcs hodnot (ziistaneme u prvocisel men-
Sich nez 5 mld.). Spoéitame tabulku ¢etnosti pro kazdou z moznych hod-
not funkce tcs (1 az 9), které budou predstavovat zahlavi kazdého fadku
tabulky, ve sloupcich potom bude pocet prvocisel, kterd dané prvocislo
bezprostredné nasleduji a maji prislusnou tcs hodnotu odpovidajici da-
nému sloupci. Tedy v policku (j, k) tab. 2 bude pocet prvocisel p, ktera
maji hodnotu funkce tcs(p) = k, pficemz hodnota tcs prvocisla bezpro-
stfedné predchazejiciho je j. Napf. pocet prvocisel s hodnotou tcs rovnou
dvéma, kterd nasleduji (bezprostfedné) za prvocisly s tcs hodnotou rov-
nou jedné, je 7950826 (policko (1,2)).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 | 4105123 | 7950826 | 0 | 5904627 | 8897536 | 0 | 7559034 | 4741328 | O
2 | 6749224 | 4110039 | 1 | 9197102 | 5901908 | 0 | 5641760 | 7559989 | 0
3 0 0 0 0 1 0 0 0 0
4 | 7557324 | 4740939 | 0 | 4102674 | 7953866 | 0 | 5902801 | 8901178 | 0
5 | 5644804 | 7555838 | 0 | 6748740 | 4106339 | 0 | 9200863 | 5902016 | 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 | 5902562 | 8899299 | 0 | 7562566 | 4738129 | 0 | 4104600 | 7951497 | 0
8 | 9199437 | 5903081 | 0 | 5643073 | 7560821 | 0 | 6749596 | 4103682 | 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tab. 2

Zde jiz vidime, Ze rovnomérnost rozlozeni prvocisel podle jejich tcs
hodnot, se kterou jsme se setkali v tab. 1, zcela zmizela. Podivejme se na
obsah tab. 2 po fadcich. Protoze ¢isla jsou v ni hodné velké, prepocteme
je na procentudlni podil v rdmci kazdého fadku (tab. 3).

Pokusme se vy¢ist z tab. 2, resp. tab. 3 néjaky vztah. Za¢néme v prv-
nim fadku, tedy s tcs(1). Nalezneme v ném maximalni hodnotu, kterd
je v patém sloupci. Mame tedy zatim posloupnost 1, 5. Jdeme na paty
radek a opét v ném vyhleddme maximum. Zde se nachizi v sedmém
sloupci (posloupnost 1, 5, 7). Stejnym zptsobem pokracujeme déle pres
vSechny fadky. Tim dostaneme posloupnost 1, 5,7, 2, 4, 8, 1, ktera je nej-
pravdépodobnéjsi pii vyskytu za sebou jdoucich prvocisel s pfislusnymi
tcs hodnotami.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 | 10483 | 20.304 | 0 | 15.079 | 22.722 | 0 | 19.304 | 12.108 | O
2 | 17.235 | 10.495 | * | 23.486 | 15.071 | 0 | 14.407 | 19.305 | 0
3 0 0 0 0 100** | 0 0 0 0
4 | 19.299 | 12.107 | 0 | 10477 | 20.312 | O | 15.074 | 22.731 | O
5 | 14.415 | 19.295 | 0 | 17.234 | 10.486 | 0 | 23.496 | 15.072 | O
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7| 15.073 | 22.726 | 0 | 19.313 | 12.100 | O | 10.482 | 20.306 | O
8 | 23.492 | 15.074 | 0 | 14.410 | 19.308 | 0 | 17.236 | 10.479 | O
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

*) Zde se nachazi ¢islo fadové 107¢ za singularni trojku z tab. 2.

**) Jedni¢ka v tab. 2 v tomto poli¢ku je jedingm nenulovym ¢islem v fadku.

Tab. 3

Pii pohledu na tab. 3 vidime, Ze rozdily nékterych ¢isel z rtznych
radkd jsou relativné velmi malé. V tab. 4 srovname hodnoty v jednotli-
vych fadcich sestupné, treti, Sesty a devaty radek i sloupec vynechame.
Cisla v zavorkéach oznacuji ¢isla sloupcti z tab. 3.

1]22.722 (5) | 20.304 (2) | 19.304 (7) | 15.079 (4) | 12.108 (8) | 10.483 (1)

2 | 23.486 (4) | 19.305 (8) | 17.235 (1) | 15.071 (5) | 14.407 (7) | 10.495 (2)

4| 22731 (8) | 20.312 (5) | 19.299 (1) | 15.074 (7) | 12.107 (2) | 10.477 (4)

5| 23.496 (7) | 19.295 (2) | 17.234 (4) | 15.072 (8) | 14.415 (1) | 10.486 (5)

7 | 22.726 (2) | 20.306 (8) | 19.313 (4) | 15.073 (1) | 12.100 (5) | 10.482 (7)

8 | 23.492 (1) | 19.308 (5) | 17.236 (7) | 15.074 (2) | 14.410 (4) | 10.479 (8)
Tab. 4

Z tab. 4 je velmi pravdépodobné, ze odpovidajici si hodnoty v fadcich
1, 4 a 7 jsou (v limitdch k nekoneénu) skuteéné totozné. A totéz plati i
pro tcs hodnoty v trojici fadka 2, 5 a 8. To je dalsi zajimava vlastnost
tykajici se tcs hodnot prvocisel.
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