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Sachové Glohy v kombinatorice

Lucie Chybovd

Abstrakt. Clanek pojednava o matematickych tlohdch souvisejicich se achovnici a Sachovymi
figurami. Ze Sachu vsak budeme potfebovat pouze pravidla pro pohyb figur po Sachovnici.
Postupné se zamétfujeme na jezdcovy prochézky po obdélnikovych Sachovnicich a déle na tzv.
nezavislost a dominanci figur a vztah mezi nimi na ¢tvercovych sachovnicich. Ukézeme, ze
nékteré problémy lze tesit elegantnéji, pokud je preformulujeme v Feéi teorie grafi.

1. Sachové figury, reprezentace Sachovnice

Nez pristoupime k jednotlivym sachovym tlohdm v kombinatorice, které zde postupné
predstavime od prochéazek po Sachovnici pres nezavislost a dominanci az po jejich
vzajemny vztah, vysvétlime alespon zakladni pojmy, jez budeme déale pouzivat.

V ¢lanku budeme uvazovat nejen klasickou ¢tvercovou Sachovnici o rozmeérech 8 x 8,
ale i obdélnikové sachovnice o rozmérech m x n, kde m znaci pocet radka a n pocet
sloupcti. U figur ndm nebude zédlezet na barvé, tj. nebudeme rozliSovat ¢erné a bilé
figury. Podstatné pro nds bude pouze to, o jaky typ figury se jedna a jaké tahy s ni
tedy muzeme provést. V textu se setkdme s nédsledujicimi figurami:

o Krdl se miZe v jednom tahu posunout o jedno pole v libovolném sméru (svisle,

vodorovné nebo po uhlopricce).

e Ddma se mize v jednom tahu posunout o libovolny pocet poli v libovolném
smeéru.

e VézZ se muze v jednom tahu posunout o libovolny pocet poli svisle nebo vodo-
rovne.

o Jezdec (kun) se mize v jednom tahu posunout nejprve o dvé pole svisle nebo
vodorovné a poté o jedno pole ve sméru kolmém k predeslému.

o Strelec se muze v jednom tahu posunout o libovolny pocet poli po thloprickéch.

Pohyb libovolné figury po Sachovnici mtzeme reprezentovat grafem, ktery zkon-
struujeme nésledujicim zpusobem: Kazdému poli Sachovnice odpovida pravé jeden
vrchol. Hrany tvori dvojice vrchold zastupujici pole, mezi kterymi mtize figura provést
povoleny tah. Grafy odpovidajici riznym figuram tedy maji stejné mnoziny vrchol
(pro Sachovnici o rozmeérech m x n je to mn vrchold), ale odliSné mnoziny hran. Pro
prislusny graf pouzivdme oznaceni K, , v piipadé, ze jde o kréle, D,, , v piipadé dam,
Vin,n v piipadé vézi, Jp,, v pfipadé jezdct a S, , v pripadé stielct. Na obrazku 1
vidime, jak 1ze pohyb jezdce po Sachovnici 3 x 4 pfevést na graf Js 4.
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(a) Sachovnice 3 x 4 (b) graf J3 4

Obr. 1. Sachovnice a graf odpovidajici povolenym tahtim jezdce

Pole sachovnice m x n (resp. vrcholy prislusného grafu) budeme ¢islovat podobnym
zpusobem, jaky je obvykly u klasické sachovnice 8 x 8. Souradnice levého dolniho pole
(resp. vrcholu) tedy budou (1,1), kde prvni soufadnice znaéi éislo fadku a druhd
Cislo sloupce. Navic bude toto pole (resp. vrchol) mit ¢ernou barvu, stejné jako na
Sachovnici 8 x 8. Obarveni zbylych pol{ (resp. vrcholi) je také zndzornéno v obrazku 1.

2. Prochazky po sachovnici

Jestlize jezdec projde Sachovnici m x n tak, ze na kazdé jeji pole stoupne pravé jednou
a dokéaze se povolenym tahem dostat na pole, ze kterého zacéinal, nazyvame danou
posloupnost taht wzavrend jezdcova prochdzka nebo prosté jen jezdcova prochdzka.
Pokud jezdec projde sachovnici m x n tak, Ze na kazdé jeji pole stoupne pravé jednou
a nedokaze se povolenym tahem dostat na pole, ze kterého zacinal, nazyvame danou
posloupnost taht otevrend jezdcova prochdzka.

Hledani jezdcovy prochazky po Sachovnici patii mezi nejrozsitenéjsi matematické
problémy, které néjak souvisi s Sachovnici a Sachovymi figurami. Napsano o ni bylo jiz
hodné, proto se ji zde nebudeme podrobnéji zabyvat. Pro zajimavost pouze uvadime
na obrazku 2 nékolik ukézek reseni.

Kromé toho déle vyuzijeme nésledujici dvé véty hovotici o existenci jezdcovy
prochazky po Sachovnicich rtznych rozmeéru. Allen J. Schwenk jako prvni ve svém
¢lanku [16] sepsal jak diikaz neexistence jezdcovy prochézky po nékterych Sachovni-
cich specidlnich rozmért, tak dikaz existence jezdcovy prochézky po vsech ostatnich
Sachovnicich.
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Obr. 2. Prochézky jezdce
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Véta 1. Pro vsechna prirozena m < n existuje na sachovnici m X n uzavrena jezdcova
prochazka pravé tehdy, kdyz neni splnéna zadna z nasledujicich podminek:

(i) m an jsou obé licha cisla,
(ii) m =1, 2 nebo 4,
(iii) m =3 an =4, 6 nebo 8.

V predchozi vété 1 tvrdime, Ze na Sachovnicich, které maji lichy pocet poli, neexis-
tuje uzaviend jezdcova prochézka. Nésledujici véta 2 pochédzejici z knihy [17] Johna
J. Watkinse 1ik4, ze na nékterych z nich existuje alespon oteviena jezdcova prochézka.

Véta 2. Na kazdé sachovnici n X n, kden = 4k +1 a k je prirozené, existuje oteviend
jezdcova prochazka.

Také u ostatnich Sachovych figur lze studovat existenci otevienych ¢i uzavienych
prochézek, viz napf. [17]. Vesmés se vSak jednd o méné zajimavé dlohy nez v piipadé
jezdcovy prochéazky.

3. Nezavislost na sachovnici

V tlohach o nezavislosti figur na Ssachovnici hleddme maximélni pocet figur, které mu-
Zeme na Sachovnici rozmistit tak, aby se zddné dvé neohrozovaly (figura je na néjakém
poli ohrozovana, pokud se jina figura muze na toto pole dostat jednim povolenym
tahem). Bude nds zajimat nejen maximélni pocet figur, ale také jejich rozmisténi.
V nékterych pripadech je dokonce mozné urcit pocet vSech moznosti. Nejdiive vSak
pripomeneme nékolik pojmu z teorie grafu.

Mnozinu vrchola N C V v grafu G = (V, E) nazveme nezdvislou, pokud zaddné
dva vrcholy této mnoziny nejsou spojeny hranou. Rekneme, Ze nezévisl4 mnozina vr-
cholt N C V v grafu G = (V, E) je mazimdlni, jestlize v tomto grafu neexistuje zidna
nezavisla mnozina s vétsim poc¢tem vrcholt. Nezdvislost grafu G je rovna poctu vrcholu
maximalni nezdvislé mnoziny a znadi se 5(G).

Reseni tlohy o nezévislosti figur na Sachovnici n x n je ekvivalentni hledini ma-
ximalni nezavislé mnoziny v prislusném grafu, jehoz konstrukci jsme popsali v iivodu
¢lanku. Maximalni pocet figur, které muzeme na Ssachovnici n X n rozmistit, je roven
nezévislosti odpovidajiciho grafu.

3.1. Nezavislost dam

Vv

typu. V ceské literature ji najdeme pod heslem problém osmi dam. Poprvé ji zverejnil
v roce 1848 Max Bezzel [1].

Jednim z nejznameéjsich matematikii, ktefi se problémem osmi dam zabyvali, byl
aritmetické cviceni. Nejprve rozmistil ddmy na Sachovnici 8 x 8 tak, aby v kazdém
radku a sloupci stala pravé jedna dama. Toto rozmisténi zapsal ve formé posloup-
nosti osmi ¢isel. Prvni ¢islo odpovidalo ¢islu fadku, ve kterém stala ddma v prvnim
sloupci, druhé ¢islo odpovidalo ¢islu rfadku, ve kterém stala dadma ve druhém sloupci
atd. Aby mél Gauss jistotu, ze zddné dvé damy nestoji na jedné uhlopiicce, vyuzil
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nasledujici vlastnosti soutadnic poli na jedné tihloptiéce: Dvé pole lezi na jedné tihlo-
pticce vedené jihovychodnim smérem pravé tehdy, kdyz je soucet souradnic jednoho
pole roven souctu souradnic druhého pole. Dvé pole lezi na jedné thlopricce vedené
jihozapadnim smérem pravé tehdy, kdyz je soucet souradnic jednoho pole roven souctu
soutadnic druhého pole, pricemz sloupce v tomto pripadé ¢islujeme zprava.

Této vlastnosti vyuzijeme v nésledujici vété 3, kterd rika, kolik nejvyse dam mi-
zZeme umistit na sachovnici n X n tak, aby se zaddné dvé neohrozovaly. Dukaz této véty
pochdzi z knihy [10], kterou napsali bratii Isaak Moisejevi¢ Jaglom a Akiva Moise-
jevic¢ Jaglom, a jednad se o mirné pozménénou verzi puvodnich dikazu pochazejicich
z ¢lanku [12] a [13] Emila Paulse.

Poznamenejme jesté, ze pri hledani poctu moznosti rozmisténi figur zapocitavame
vSechna rozmisténi, ktera nejsou stejnd. To znamend, ze pokud jedno vznikne rotaci
nebo osovou symetrii z druhého, povazujeme tato rozmisténi za ruznd a zapocitavame
obé.

Véta 3. B(D11) = B(D22) =1, B(Ds3) =2 a pron > 4 plati

B(Dy ) = n.

Diikaz. Pro grafy D; 1, Dao a Ds 3 tvrzeni jisté plati. Zaméiime se tedy na n > 4.
Diukaz dale rozdélime na pripady, kdy je n liché, a na pripady, kdy je n sudé, a zkusime
najit konkrétni rozestaveni n dam na Sachovnici n X n v obou pripadech.

o n sudé (n = 2k): Prvni ddmu umistime na pole se soufadnicemi (2,1). Déle si
predstavime, ze posouvame jezdce od tohoto pole vzdy o dvé pole nahoru a jedno
doprava, a na kazdé pole, na které jezdec stoupne, umistime dalsi ddmu. Takto se
nam podafi umistit damy do prvnich k sloupcti a do kazdého raddku sudého ¢isla.
Postup opakujeme znovu, ale tentokrit za¢neme na poli o soutadnicich (1, k+1).
Timto zpusobem obsadime zbylé sloupce a Fadky lichého ¢isla (obr. 3a).

(a) Sachovnice 10 x 10 (b) sachovnice 8 x 8

Obr. 3. Rozmisténi dam na Sachovnici n x n (n = 2k)
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Nyni ovérime, zda nelezi nékteré dvé damy na jedné uhlopiiéce. Vzhledem
k tomu, jak jsme damy na Sachovnici umistovali, je hned jasné, ze staci zkon-
trolovat pouze thlopricky sméfujici jihovychodnim smérem. K tomu vyuzijeme
vyse popsanou Gaussovu metodu, kterou aplikujeme na r-tou damu ve skupiné
k dam na levé ¢asti Sachovnice a s-tou damu ve skupiné k dam na pravé ¢asti
Sachovnice, nebof dvé damy stojici ve stejné skupiné jisté nestoji na jedné tihlo-
piiéee. r-t4 ddma v prvn{ skupiné stoji na poli o soufadnicich (2r,r), s-t4 ddma
ve druhé skupiné stoji na poli o soufadnicich (2s — 1,k + s). Damy tedy stoji
na stejné uhlopricce, pokud plati rovnost 2r +r = 2s — 1 4+ k + s. Po dpravé
dostdvame k = 3(r — s) + 1, a protoZe n = 2k, muzeme rovnost ddle upravit
na n = 6(r — s) + 2. Z toho vyplyva, ze pokud lze n psit ve tvaru n = 61 + 2
pro néjaké prirozené [, pak budou pii popsaném rozmistovani dam nékteré damy
stat na jedné dhlopticee (obr. 3b). Na ostatnich Sachovnicich metoda funguje.

Pripad n = 61 + 2 vySetiime zvlast: Prvni ddmu umistime na pole se souradni-
cemi (3,2). Déle pokrac¢ujeme opét tak, ze si predstavime, Ze posouvdme jezdce
od tohoto pole vzdy o dvé pole nahoru a jedno doprava a na kazdé pole, na
které jezdec stoupne, umistime dalsi ddmu (obr. 4a). Timto zpisobem se ndm
podafrilo rozmistit £k — 1 dam a vynechali jsme prvni sloupec. Nyni odstranime
ddmu z pole se souradnicemi (n — 3,k — 1) a misto ni postavime jednu ddmu na
pole se soufadnicemi (n — 3,1) a jednu ddmu na pole se soufadnicemi (1,k —1).
Déle otoc¢ime Ssachovnici o 180° a postup zopakujeme. Timto zpisobem obsadime
v8echny sloupce a fadky (obr. 4b).

(a) sachovnice 8 x 8 — nahrazovani dam (b) Sachovnice 8 X 8 — kone¢né rozmisténi

Obr. 4. Rozmisténi dam na Sachovnici n x n (n = 61 + 2)

Nyni ovérime, ze zadné dvé damy nestoji na stejné thlopricce. Ovérovani zacneme
provadét pro n — 2 dam na Sachovnici, které jsme umistovali pravidelné (tzn.
pred nahrazenim ddmy na poli o souradnicich (n — 3,k — 1) a ddmy umisténé na
stejném poli pfi otoceni sachovnice). Opét je jasné, Ze staci zkontrolovat pouze
thlopticky smétujici jihovychodnim smérem a zamérit se na dvojici dam, z nichz
jedna je v levé a druhd v pravé ¢asti sachovnice. r-t4 dama v prvni skupiné stoji
na poli o soufadnicich (2r + 1,7 + 1), s-t4 ddma ve druhé skupiné stoji na poli
o soufadnicich (2s,k + s). Damy tedy stoji na stejné dhlopficce, pokud plati
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rovnost 2r + 1417+ 1 = 2s + k + s. Po tpravé dostavame k = 3(r — s) + 2,
a protoze n = 2k, muzeme rovnost ddle upravit na n = 6(r — s) + 4. Protoze
vsak vychazime z predpokladu, ze n = 6] + 2, znamena to, ze zadné dvé z téchto
n — 2 dam nestoji na stejné thlopricce.

Pti nahrazovani zminénych dvou dam obsadime zbylé neobsazené fadky a sloup-
ce. Je ziejmé, ze zadné dvé damy z téchto ¢tyr nestoji na stejné ihlopricce.
Staci tedy zkontrolovat, Ze nové umisténé ¢tyii damy nestoji na stejné thlopricce
s nékterou z dfive rozmisténych dam. Nejprve se podivame na damu na poli se
soufadnicemi (n — 3,1) a r-tou ddmu na levé Cdsti Sachovnice. Ddmy stoji na
stejné dhlopricce, pokud plati rovnost n —3 +1 = 2r +1 + r 4+ 1. Po dpravé
dostavdame n = 3r +4 a musime ovéfit, zda nékdy nastane rovnost 61+ 2(=n) =
= 3r+4. Rovnost nastava pouze v pripadé, ze 2l —r = %, coZz neni mozné, protoze
l i r nabyvaji jen prirozenych hodnot. Stejné postupujeme v pripadé s-té damy
na pravé ¢asti sachovnice. Damy stoji na stejné thlopricce, pokud plati rovnost
n—3+1=2s+ k+ s. Protoze n = 2k, mizeme rovnost upravit a dostdvame
k = 3s+ 2, a tedy n = 6s + 4. Protoze vsak vychizime z predpokladu, ze
n = 61 + 2, znamend to, Ze ani v tomto pripadé nestoji dvé damy na stejné
uhlopricce.

Nyni se podivime na ddmu na poli se souradnicemi (1,k — 1) a r-tou ddmu
na levé Casti Sachovnice. Damy stoji na stejné tihlopticce, pokud plati rovnost
1+k—1=2r+1+r+1. Protoze n = 2k, mizeme rovnost upravit a dostavame
n = 6r + 4. Stejné postupujeme v pripadé s-té damy na pravé ¢asti Sachovnice.
Déamy stoji na stejné thlopticce, pokud plati rovnost 1 +k —1=2s+k + s. Po
tpraveé dostavame 0 = 3s. Protoze vSak vychézime z predpokladu, ze n = 61 + 2
a s > 0, znamen4d to, Ze ani v jednom z téchto dvou pfipadi nestoji dvé ddmy
na stejné thlopriéce. Postaveni zbylych dvou dam jiz nemusime kontrolovat,
nebot jsme je umistovali stejnym zptsobem jako predchozi dvé damy pouze s tim
rozdilem, Ze jsme pritom otocili Sachovnici.

Tato metoda rozmistovani dam na sachovnici n x n, kde n = 61+ 2, tedy funguje
a tim je dokoncen diikaz pro sudé n.
e n liché (n = 2k — 1): P¥i obou metodédch rozmistovani dam po Sachovnici n x n,
kde n je sudé, zistava neobsazend thlopticka spojujici pole se soufadnicemi (1, 1)
a (n,n). Staéi tedy na Sachovnici (n — 1) x (n — 1) rozmistit ddmy podle vyse
popsanych navodi a po pridani n-tého sloupce a n-tého radku umistit zbyvajici
n-tou ddmu na pole se soufadnicemi (n,n). Na obrazku 5 vidime oba typy téchto
rozmisténi. O
Zatim nebyl nalezen obecny vzorec udévajici pocet moznosti rozmisténi maximal-
niho poc¢tu nezavislych dam na Sachovnici n X n. Pro nizké hodnoty n lze ptislusné
pocty ziskat pomoci pocitace, viz tabulku 1.

n 1123|145 (6|78 9
pocet Teseni na Sachovnicin xn | 1|4 |8 | 2| 10| 4|40 | 92 | 352

Tab. 1. Pocet moznosti rozmisténi maximéalniho poctu nezavislych dam na Sachovnici n x n
(tdaje prevzaty z http://oeis.org/A000170)
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(a) sachovnice 7 X 7 (b) sachovnice 9 x 9

Obr. 5. Rozmisténi dam na Sachovnici n X n (n = 2k — 1)

Pro zajimavost poznamenejme, ze vSech 92 moznosti rozmisténi osmi dam na sa-
chovnici 8 x 8 lze ziskat z dvanécti zdkladnich TeSeni pomoci otoceni nebo symetrie
podle kazdé ze ¢tyt os.

3.2. Nezavislost vézi

Uloha o nezavislosti vézi je vyrazné jednodudsi nez tloha o nezévislosti dam, protoZe
nemusime ovérovat, zda nékteré dvé véze nestoji na stejné tthlopri¢ce. Proto je i ur-
Ceni hodnoty B(V,,,,) velmi jednoduché a uvddime ho bez dikazu. Totéz plati také
pro urceni poc¢tu vSech moznosti rozmisténi maximéalniho poc¢tu nezavislych vézi na
Sachovnici.

Véta 4. Pro kazdé prirozené n plati

B(Vin) =n.
Véta 5. Pocet vSech moznosti rozmisténi n nezavislych vézi na sachovnici n X n je n!.

Na obrazku 6 vidime vSechna mozné rozmisténi tii nezavislych vézi na Sachov-
nici 3 x 3.

Obr. 6.
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3.3. Nezavislost jezdcu

Nésledujici vétu, kterd udava nejvyssi pocet jezdct, které mizeme umistit na Sachov-
nici n X n tak, aby se zadni dva neohrozovali, 1ze dokazat nékolika rtiznymi zpusoby.
My vyjdeme z dukazu pro Sachovnici 8 x 8, ktery uverejnil Ralph Greenberg [7] a ktery
rozsitil na obecné n ve své knize [17] John J. Watkins.

Véta 6. 5(J11) =1, B(J2,2) =4 a pron > 3 plati

n?, je-li n sudé,

(n?+1), je-lin liché.

6(Jn,n) = {

N D=

Diikaz. Pro graf Jy 1 tvrzeni jisté plati. Pro graf Js o plati, Ze miizeme umistit jezdce
na kazdé pole Sachovnice, kterou graf reprezentuje, coz jsou dohromady ctyri jezdci.
Dikaz pro n > 3 rozdélime na vyse uvedené dva pripady.

e n sudé (n = 2k): Pro n = 4 rozdélime Sachovnici na dva obdélniky o rozmé-
rech 2 x 4. Kazdy z téchto obdélnikd mtze obsahovat nejvyse Ctyii nezavislé
jezdce, nebot jezdec na kterémkoliv poli takového obdélniku ohrozuje pravé dveé
jeho pole; pole, na kterém stoji, a k nému jedno dalsi. Dostavame tedy nerovnost
B(Js.4) < 8. Pokud navic umistime jezdce na vSechna pole jedné barvy, nebudou
se zadni dva jezdci ohrozovat, nebot ohrozuji pouze pole odlisné barvy. Takto se
nam tedy podari umistit na Sachovnici osm jezdci, coz je hledané maximum pro
Sachovnici 4 x 4.

Pro n > 4 vyuzijeme (Schwenkovu) vétu 1, kterd ikd, Zze na kazdé takové
Sachovnici n X n existuje uzavrend jezdcova prochazka. Vezmeme-li onu uza-
vienou prochazku, pak jezdci museji stat na polich, kterd nenasleduji tésné po
sobé. Miniméalné kazdé druhé pole tedy musime vynechat a dostavame nerovnost
B(Jnn) < %nQ. Navic opét muzeme vyuzit toho, ze jezdec ohrozuje pouze pole
odlisné barvy. Umisténim jezdct na vsechna pole jedné barvy tedy dostaneme
%nQ nezavislych jezdct na Sachovnici n x n pro sudé n > 4.

o n liché (n = 4k + 1): Na vSech Sachovnicich (4k + 1) x (4k + 1) existuje podle
véty 2 oteviend jezdcova prochazka. Na zakladé stejného argumentu jako v pred-
chozim odstavci dostdvame nerovnost 3(J,,,) < 3(n® +1). Protoze je n liché, je
na Sachovnici vice ¢ernych poli. Pokud umistime jezdce na vsechna ¢ernd pole,
neohrozuji se a dostévdme rovnost 3(Jn,,) = 3(n? + 1).

e n liché (n = 4k — 1): Sachovnici (4k — 1) x (4k — 1) lze rozdélit celkem na
2(k — 1)? obdélnikii o rozmérech 2 x 4, 2(k — 1) obdélniktt o rozmérech 3 x 4
a Ctverec o rozmérech 3 x 3 (obr. 7). Kazdé pole v téchto pravothelnicich spojime
hranou s pravé jednim polem odpovidajicim néjakému povolenému tahu. Vidime,
ze na obdélniky o rozmérech 2 x 4 muzeme rozmistit nejvyse ¢tyri jezdce, na
obdélniky o rozmérech 3 x 4 nejvyse Sest jezdcl a na Ctverec o rozmeérech 3 x 3
nejvyse pét jezded. Pro hodnotu 8(J, ) tedy dostdvame nerovnost B(Jnn) <
<4(2(k—1)%)+6(2(k—1))+5 = 4((4k—1)*+1). Déle opét plati, Ze pro liché n
je na sachovnici vice ¢ernych poli, a pokud umistime jezdce na kazdé ¢erné pole,
dostévame rovnost B(J,,) = 3((4k —1)2+1) = L(n? +1). O
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Obr. 7. Rozdéleni sachovnice (4k — 1) x (4k — 1)

Stejné jako pro damy ani pro jezdce zatim nebyl nalezen obecny vzorec, ktery by
udaval pocet moznosti rozmisténi maximalniho poc¢tu nezavislych jezdct na sachov-
nici n X n, ale alespon pro nizké hodnoty n lze prislusné pocty ziskat pomoci pocitace,
viz tabulku 2.

n 1121345678910
pocet TeSeni na Sachovnicinxn |1 |1 ]2 |6 1|2 |1]2]1| 2

Tab. 2. Pocet moznosti rozmisténi maximalniho poctu nezévislych jezdcu na Sachovnice nxn
(ddaje prevzaty z http://oeis.org/A244081)

3.4. Nezavislost strelcu

Podobné jako v predchozich pripadech nejprve ukézeme, kolik nejvyse nezavislych
strelci muzeme umistit na Sachovnici n x n. Dikazy této i nasledujici véty pochazi
z knihy [10] brati{ Jaglomd.

Véta 7. 5(S11) =1 a pro kazdé prirozené n > 2 plat{
B(Sn.n) =2n—2.

Diikaz. Pro graf Si; tvrzeni jisté plati. Pozornost tedy upfeme na n > 2. Sachov-
nice n X n ma celkem 2n — 1 thlopricek vedenych jednim smérem. Dvé z téchto ihlo-
pricek jsou tvoreny pouze jednim polem v protéjsich rozich sachovnice. Tato dvé pole
zaroven lezi na jedné tdhlopricce vedené opacnym smérem. Proto nemuzou stielci stat
na obou téchto polich a nemohou obsadit vice nez 2n — 1 — 1 thlopricek. Dostavame
tedy nerovnost 5(Sy,,) < 2n — 2.

Pokud umistime stfelce na pole o souradnicich (1,1), (1,2), ..., (1,n — 1) a déle
na pole o soutadnicich (n,1), (n,2), ..., (n,n — 1), zadni dva stfelci se neohrozuji
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Obr. 8. 14 nezavislych strelcti na Sachovnici 8 x 8

a dohromady je na Sachovnici n — 1 +n — 1 = 2n — 2 stfelct (obr. 8). Proto plati
B(Spn) =2n—2. O

Véta 8. Je-li na Sachovnici n X n rozmisténo 2n — 2 nezavislych strelci, pak stoji vzdy
u okraji sachovnice.

Diikaz. Predpokladejme, Ze je na Sachovnici n X n rozmisténo 2n — 2 nezavislych
strelcu. Kazdé pole Ssachovnice oc¢islujeme podle toho, kolika stfelci je ohrozovano.
Nejvyssim cislem, které se na Sachovnici muze vyskytovat, je ¢islo dvé. Jedno pole je
totiz soucasti nejvyse dvou thlopficek a na kazdé thlopficce miize stat nejvyse jeden
stielec. Nejnizsim ¢islem, které se na Sachovnici muze vyskytovat, je ¢islo jedna. Kdyby
nékteré pole nebylo ohrozovano zadnym stielcem, mohli bychom na toto pole postavit
dalsiho sttelce, coz neodpovida predpokladu, ze uz mame na Sachovnici maximalni
pocet 2n — 2 nezavislych stielc. Na kazdém poli Ssachovnice n x n je tedy bud ¢islo
jedna, nebo c¢islo dvé.

Nyni ukdzeme, ze poli s ¢islem jedna je nejméné 2n. VSechna pole, na kterych stoji
stielec, maji jisté ¢islo jedna. Takovych poli je 2n — 2. Navic maji ¢islo jedna urcité
vSechna ¢tyti rohova pole a alespon dvé z nich nejsou obsazena stielcem. Dohromady
tedy dostavame nejméné 2n — 2 + 2 = 2n poli, na kterych je ¢islo jedna.

Oznacme S soucet vSech ¢isel na Sachovnici. Tento soucet mizeme odhadnout shora
nasledujicim zptisobem:

S<1-2n+2-(n*—2n)=(2n—2)n.

Stielec na libovolném krajnim poli Sachovnice ohrozuje presné n poli. Jednoduse
muzeme nahlédnout, ze strelec, ktery stoji na stejné thlopricce, ale mimo okraj sachov-
nice, ohrozuje nejméné n + 2 poli. Oznacme a pocet strelcd mimo okraje Sachovnice
a b pocet strelcii u jejich okraji. Protoze je a + b = 2n — 2, plati nerovnost:

S>bm+an+2)=(a+bn+2a=(2n—2)n+ 2a.
Celkoveé tedy dostdavame odhad pro S:

(2n—2)n+2a <S5 < (2n —2)n.
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To ovSem znamend, ze a musi byt rovno nule, a vsichni stielci tedy stoji u okraju
Sachovnice. g

Nasledujici véta 1ika, kolik existuje moznosti umisténi maximalniho poc¢tu neza-
vislych stielcti na Sachovnici n X n. Jeji dikaz najdeme v knize [3] Henryho Ernesta
Dudeneyho.

Véta 9. Pron > 2 je pocet vsech moznosti rozmisténi 2n — 2 nezavislych strelcii na
Ssachovnici n X n roven 2".

Dikaz. Pro n = 2 je tvrzeni jasné. Pro n > 2 vyuzijeme véty 8, diky které vime,
ze stielci stoji pouze na okrajich Sachovnice. Jestlize stfelce umistime do jednoho
rohového pole, v protéjsim rohu uz stielec stat nemuze. Pokud stfelec v jednom rohu
nestoji, musi jisté stat v protéjsim rohu. Podobné plati, ze pokud umistime stielce do
nejvyssiho fadku na pole o soutadnicich (n, k), pak na polich u pravého a levého okraje
se soufadnicemi (k,n) a (n — k + 1,1) stfelci nestoji, nebot jsou tato pole st¥elcem
ohrozovana. Navic je jiz jasné, Ze v nejnizsim faddku na poli o souradnicich (1,n—k+1)
stielec stoji, protoze jedind dalsi krajni pole, ze kterych lze pole (1,n — k + 1) ohrozit,
jsou dvé préavé zminénd pole u pravého a levého okraje, a ta jsou prazdnd (obr. 9).

Obr. 9. Ohrozovani krajnich poli stfelci na Ssachovnici 8 x 8

Pokud naopak neumistime stielce do nejvyssiho fadku na pole o soutadnicich (n, k),
pak na polich u levého a pravého okraje se souradnicemi (n — k + 1,1) a (k,n) stielci
stoji a v nejnizsim fadku na poli o souradnicich (1,1 — k + 1) stielec nestoji.

Na kazdém poli nejvyssiho fadku sachovnice se tedy mizeme rozhodnout, zda na
néj postavime stielce. U kazdého takového pole mame dvé moznosti a v jednom radku
je dohromady n poli. To je dohromady 2™ moznosti. Rozmisténi stfelct na zbyvajicich
krajnich polich je jiz jednoznacné urceno. O

3.5. Nezavislost kralu

Diukaz nasledujici véty, ktera rika, kolik nejvyse nezavislych kraltt mizeme umistit na
Sachovnici n x n, pochdzi opét z knihy [10] bratii Jaglomu.
Véta 10. Pro kazdé prirozené n plati
(%n)2 , je-li n sudé,
B (Knn) = 1 2 .. .y
(3(n+1))", jelin liché.
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Diikaz. Pron =1 je tvrzeni jasné. Ostatni hodnoty n rozdélime stejné jako ve znéni
véty na sudé a liché. V obou piipadech vsak vyuzijeme toho, ze do ¢tverce 2 x 2 lze
umistit nejvyse jednoho nezavislého krale.

e n sudé: Sachovnici n x n lze rozdélit na (%n)2 ¢tverc 2 x 2. Proto plati ne-

rovnost B(K,, ) < (%n)2 Pokud navic do téchto ¢tverci umistime po jednom
kréli na stejnou pozici (nap¥. do levého dolnfho rohu), jsou tito kralové nezdvisli

(obr. 10a). Dostdvame tedy rovnost 8(K,, ) = (%n)2

e n liché, n > 1: Jestlize je n liché, znamend to, ze n — 1 je sudé. Proto umistime
na Sachovnici (n — 1) x (n — 1) krale stejnym zpusobem, ktery jsme popsali
vySe. Takto rozmistime (%(n - 1))2 krala. Dale priddme zbyvajici n-ty rddek
a n-ty sloupec a rozdélime je na jeden spolecny ¢tverec 1 x 1 v rohu Sachovnice
a n — 1 obdélnikti 2 x 1 (obr. 10b). Vyuzijeme toho, ze do obdélniku 2 x 1
lze umistit nejvyse jednoho nezavislého krale, a umistime krale do levého pole
vSech obdélnikt v n-tém radku a do spodniho pole vSech obdélnikt v n-tém
sloupci. Navic postavime krale na pole se soufadnicemi (n,n). Dohromady tedy

dostévéme rovnost B(Ky ) = (3(n — 1))2+%(n—1)+%(n—1)+1 =(3(n+ 1))2.
O
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(a) sachovnice 8 x 8 (b) sachovnice 7 x 7
Obr. 10. Nezavislost krala na sachovnici n x n
Takeé pro krale plati, Ze zatim nebyl nalezen obecny vzorec udavajici pocet moznosti

rozmisténi maximalniho po¢tu nezavislych krali na sachovnici n x n, ale alespon pro
nizké hodnoty n lze prislusné pocty ziskat pomoci pocitace, viz tabulku 3.

n 1123|415 6 7 8
pocet feSeni na Sachovnicin xn | 1[4 |1 ]79|1|3600 |1 | 281571

Tab. 3. Pocet moznosti rozmisténi maximéalniho poctu nezavislych kralt na Sachovnici n x n
(tdaje prevzaty z http://oeis.org/A193580)
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4. Dominance na Sachovnici

V dlohéach o dominanci figur na Sachovnici hleddme minimalni pocet figur predepsa-
ného typu, které musime na Sachovnici rozmistit tak, aby pokryvaly vsechna jeji pole
(pole Sachovnice je pokryto, pokud se na néj muze néjaké figura dostat jednim povo-
lenym tahem nebo na ném piimo stoji). Podobné jako v predchozi kapitole nas bude
zajimat minimalni potrebny pocet figur, jejich rozmisténi, pripadné pocet moznosti.
Opét budeme uvazovat nejen klasickou Sachovnici 8 x 8, ale i dalsi ¢tvercové Ssachovnice.

Pti hledéni poctu feSeni opét zapocitavame vSechna feSeni, ktera nejsou stejné. Pro
pripomenuti, to znamend, ze pokud jedno feSeni vznikne rotaci nebo osovou symetrii
z druhého, povazujeme tato reseni za ruznd a zapocitavame obé.

Podobné jako v predchozi kapitole nejprve pripomeneme nékolik dalsich pojmut
z teorie grafli, které budeme pouzivat.

Mnozinu vrcholt D C V v grafu G = (V, E) nazveme dominujici, pokud kazdy
vrchol z V\D je spojen hranou s nékterym vrcholem z D. Rekneme, Ze dominujici
mnozina vrcholt D C V v grafu G = (V, E) je minimdlni, jestlize v tomto grafu
neexistuje zadna dominujici mnozina s mensim poc¢tem prvka. Dominance grafu G je
rovna po¢tu prvki minimdlni dominujici mnoziny a znadi se v(G).

Resen{ tlohy o dominanci figur na $achovnici nxn je ekvivalentni hled4nf minimaln{
dominujici mnoziny v prislusném grafu, jehoz konstrukci jsme popsali v ivodu ¢lanku.
Minimalni pocet figur, které musime na sachovnici n X n rozmistit tak, aby pokryvaly
vsechna jeji neobsazena pole, je roven dominanci grafu.

4.1. Dominance vézi

~vs o

Uloha o dominanci véz na Sachovnici n x n patif mezi nejjednodussi tlohy tohoto
typu, proto zde nasledujici véty uvadime bez dukazu.

Véta 11. Pro sachovnici n X n plati
Y(Van) = n.
Véta 12. Pocet zpitisobu, jak sachovnici n X n pokryt n vézemi, je 2n™ — n!.

Na obrizku 11 uvddime dvé moznosti z celkovych 2 - 8% — 8! = 33514112, jak
rozmistit 8 vézi na Sachovnici 8 x 8 tak, aby ji celou pokryvaly.

(a) véz v kazdém raddku (b) véz v kazdém Fadku i sloupci

Obr. 11. Dominance vézi na Sachovnici 8 x 8
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4.2. Dominance kralu

John J. Watkins v knize [17] piSe, Ze je dominance krali také prekvapivé jednodu-
cha, a dokonce nudnd, coz demonstruje na ditkazu hodnoty dominance grafu K, ,.
Abychom se o jeji jednoduchosti presveédcili i my, ukdzeme Watkinsuv dukaz v mirné
upravené forme.

Véta 13. Pro sachovnici n X n plati

o) = 222

kde |z] znaci dolni celou ¢dst ¢isla x.

Diikaz. 'V obrazku 12 je na sachovnici 7 X 7, 8 X 8 a 9 X 9 oznaceno 9 poli, z nichz
zadna dvé neni schopen pokryt pouze jeden kral.

(a) Ssachovnice 7 x 7 (b) sachovnice 8 x 8 (c) sachovnice 9 x 9

Obr. 12. Dtkaz dominance krala

Podobné 1ze postupovat i na sachovnicich jinych rozméri. Pro libovolné pfirozené
¢islo k za¢neme na sachovnicich typu (3k —2) x (3k —2) na poli (1, 1), na Sachovnicich
typu (3k — 1) x (3k — 1) na poli (2, 1) a na sachovnicich typu (3k) x (3k) na poli (2,2)
a mezi kazdymi dvéma oznacenymi poli nechdme dvé neoznacend pole ve vodorovném
i svislém sméru. Zadna dvé takto oznadend pole neni schopen pokryit pouze jeden kral.
To znamenad, ze k pokryti Sachovnic potfebujeme nejméné tolik krali, kolik je oznace-
nych poli. Na Sachovnicich vSech ti{ zminénych typt je tento pocet roven hodnoté k2.
U prvniho typu Sachovnic je n = 3k — 2, a tedy k% = (%”)2 U druhého typu sachov-
nic jen = 3k — 1, a tedy k% = ("T'H)2 U tretiho typu Sachovnic je n = 3k, a tedy
k? = (%)2 Souhrnné tedy mizeme napsat, ze je k pokryti libovolné sachovnice n x n
potieba alespon |22 |? krdli.

Jestlize na Sachovnici n X n umistime krale na vSechna pole oznacend zpusobem,
ktery jsme popsali v predchozim odstavci, pak pokryji celou sachovnici. Pocet téchto

/10 F1s v v . « . 2
krala odpovidd pocétu oznacenych poli a téch je L%j . O

V dostupné literature zatim neexistuje odhad po¢tu moznosti umisténi dominuji-
cich krala na sachovnici n X n.
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4.3. Dominance strelca

Zacneme opét vétou, ktera 1iké, jaka je hodnota dominance stielct pro Sachovnici nxn.
Jeji ditkaz pochézi z jiz citované knihy [10] brati{ Jaglomd.

Véta 14. Pro sachovnici n X n plati

Y(Sn.n) =n.

Diikaz. Jak jsme uvedli v ivodu ¢lanku, stfelec se miize pohybovat pouze po thlopric-
kéach. Protoze je kazda thlopricka tvorena poli jedné barvy, znamena to, ze se kazdy
stTelec muze pohybovat po polich pouze jedné barvy. Pri feSeni dominance stielcti na
Sachovnici n X n proto postupujeme tak, Ze tilohu feSime zvlast pro cernd a zvlast
pro bild pole. Predstavme si nyni, Ze se Sachovnice oto¢i o 45° doprava, odstrani se
vSechna pole napt. erné barvy (obr. 13a) a zbyld pole se slozi k sobé (obr. 13b). Potom
se stielci pohybuji vodorovné a svisle misto po diagonalach a jejich pohyb po takto
upravené Sachovnici tedy odpovida pohybu vézi.

<
QL .
QOO
QOO
OQLOOOO
OQOOO
<>g<> —

(a) pole bilé barvy (b) slozeni bilych poli

Obr. 13. Otoceni a slozeni bilych poli Sachovnice 8 x 8

Protoze se pro n liché lisi pocet ¢ernych a bilych poli na sachovnici n X n, je tieba
feseni dale rozdélit na pripad, kdy je n sudé, a na pripad, kdy je n liché.

e n sudé: OtocCenim a slozenim poli jedné barvy sachovnice n x n vznika nepra-
videlny ttvar, ktery ve svém stiedu obsahuje obdélnik (%) x (% +1). Na jeho
pokryti potiebujeme jisté alesponi 5 vézi. Na pokryti pivodniho neotoceného
utvaru je tedy zapotiebi stejny pocet stfelcu (jiz jsme uvedli, Ze pohyb stielcii
po této upravené sachovnici odpovida pohybu vézi, proto je odhad pro oba typy
figur stejny). Pocet ¢ernych poli je v tomto pripadé stejny jako pocet bilych poli.
Proto k jejich pokryti potfebujeme také alespon 5 stielcti. Dohromady tedy na

pokryt{ sachovnice n X n potiebujeme alesponi & + 5 = n stielct.
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Na obréazcich 14a a 14b ukazujeme dvé moznosti rozmisténi stielci dominujicich

Sachovnici 8 x 8. Pokud na ostatnich ¢tvercovych sachovnicich n x n, kde n je

sudé, postupujeme stejné a umistime jednoho strelce do kazdého pole sloupce
n

s ¢islem 5 nebo do kazdého pole sloupce s ¢islem 5 + 1, bude jimi pokryta celd

Sachovnice. K pokryti Sachovnice n X n ndm proto staci nejvyse n strelct.

Pro n sudé jsme dokézali, Ze je k pokryti Sachovnice nxn potieba pravé n strelcu.

(c) sachovnice 7 x 7

Obr. 14. Dominance stielcu

e n liché: Pro n = 1 tvrzeni jisté plati. Zamérime se tedy na n > 3. Jestlize je

140

n liché, mizeme je zapsat ve formé n = 2k + 1 pro néjaké prirozené cislo k. Déle
vime, Ze pole se soufadnicemi (1,1) mé ¢ernou barvu, takze bude ¢ernych poli
pro n liché vzdy o jedno vice nez bilych poli.

Otocenim a sloZzenim poli ¢erné barvy (obr. 15a a 15b) vznikd dGtvar obsahujici
ve svém stfedu ¢tverec k x k, na jehoz pokryti potfebujeme urcité alespon k vézi,
a tedy i stejny pocet stielci. Otocenim a sloZzenim poli bilé barvy (obr. 15¢ a 15d)
vznikd itvar obsahujici ve svém stfedu ¢tverec (k+1) x (k+1), na jehoz pokryti
potirebujeme urcité alespon k + 1 vézi, a tedy i stejny pocet stielcti. Dohromady
tedy na pokryti Sachovnice n xn potfebujeme alesponl k+ (k+1) = 2k+1 stielcu.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 63 (2018), ¢. 2



(a) pole ¢erné barvy (b) slozeni ¢ernych poli

(c) pole bilé barvy (d) slozeni bilych poli

Obr. 15. Otoceni a slozeni poli Sachovnice 7 x 7

Jestlize umistime jednoho stielce do kazdého pole sloupce s ¢islem k£ + 1, bude
jimi pokryta celd sachovnice (na obrdzku 14c vidime pokryti Sachovnice 7 x 7).
K pokryti Sachovnice n X n ndm proto staci nejvyse n strelcu.

Pro n liché jsme dokazali, ze je k pokryti Sachovnice n xn potfeba pravé n strelci.

Bez ohledu na to, zda bylo n liché nebo sudé, jsme dokazali, ze v(S,,,) =n. O

Dikaz nésledujici véty jiz uvadét nebudeme. K nahlédnuti je ve vySe citované

knize [10].
Véta 15. Je-li n > 2, pak pocet zpiisobii, jak Sachovnici n X n pokryt strelci, je:

2
— AL (2k)!(4k+1)
e pron = 4k: (f) ,

16k>+24k>+11k+1
(2k)!(2k)1 10k L

e pron =4k + 1:
e pron=4k+2:  ((2k)/(4k% + 5k + 2))°,

o pron =4k +3: (2k + 1)!(2k)!(16k* + 56k + 67k* + 33k + 6).
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4.4. Dominance dam

Zatim se pro sachovnici n x n nepodafilo zjistit, jaké je pfesnd hodnota (D, ,,). Jsou
znamy pouze hodnoty dominanci pro mald prirozend ¢isla n. Dale existuji véty, které
tuto hodnotu odhaduji shora a zdola. Dikaz nasledujici véty pochdzi z ¢lanku [2]
Ernesta J. Cockaynea, ten vSak za jejiho autora oznacuje L. Welche.

Véta 16. Pro sachovnicin x n, kdemn =3m+r, 0 <r < 3, plati

Y(Dnp) < 2m+r.

Dikaz. Sachovnici 3m x 3m rozdélime na devét ¢tvercu m X m a rozmistime m dam
do levého horniho ctverce a m dam do pravého dolntho ¢tverce tak, aby pokryvaly
celou sachovnici.

/WMMMMMMM

.
f
.

(a) sachovnice 15 x 15 (b) sachovnice 16 x 16

Obr. 16. Dominance dam

Na jeji pokryti tedy potfebujeme m + m = 2m dam. Na obrizku 16a vidime
rozdéleni a pokryti Sachovnice 15 x 15, v obecném pripadé postupujeme podle stejného
schématu.

Sachovnice (3m+1) x (3m+1) ma oproti 3achovnici 3m x 3m o jeden fadek a sloupec
vice. Tento radek a sloupec lze pokryt jednou dalsi ddmou tak, zZe ji umistime na pole
se soufadnicemi (3m + 1,3m + 1). Na pokryti Ssachovnice (3m + 1) x (3m + 1) ndm
tedy sta¢i m+m+1 = 2m—+1 dam (obr. 16b pro specidlni piipad sachovnice 16 x 16).
Podobné ma sachovnice (3m + 2) x (3m + 2) oproti Sachovnici (3m + 1) x (3m + 1)
o0 jeden radek a sloupec vice a ty lze opét pokryt jednou dalsi damou tak, Ze ji umistime
na pole se soufadnicemi (3m + 2, 3m + 2). Na pokryti Sachovnice (3m + 2) x (3m + 2)
proto sta¢i m +m + 1+ 1 =2m + 2 dam. O

Také nésledujici vétu lze nalézt v jiz citovaném c¢lanku [2]. Dukaz je pomérné
technicky, proto jej neuvadime a odkazujeme zajemce na [2] nebo [9].
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Véta 17. Pro sachovnici n X n plati

Véta 17 poskytuje dolni odhad dominace (D, ). Nabizi se pfirozend otazka, za
jakych okolnosti je tento odhad optimalni. Dmitry Finozhenok a William D. Weakley
ve svém c¢lanku [4] dokazali, ze rovnost (D, ,,) = an nastava jen pron =3 an = 11.
V ostatnich pripadech tedy odhad z véty 17 neni optimalni.

V tabulce 4 uvddime pro nékolik nejmensich n odhady hodnot v(D,, ) ziskané

z vet 16 a 17.

n 1]2]3[4]5]6 8
dolnf odhad (D) i1l113]212|3|1%
horn{ odhad y(D,,,) | 1 | 2 3/4]4]5]6

Tab. 4. Odhady minimélniho poé¢tu dam potfebnych na pokryti Sachovnice n x n

Pfesné hodnoty (D, ) jsou alespoi pro nékterd n diky pocitac¢im také zndmé.
Nékolik z nich uvaddime v tabulce 5.

n 1[2[3[4[5]6 81910
YDpo) |1 |11 2]3]3 515 |5

n 11 (12 [ 13 [ 14 [ 15] 16 | 17 | 18 | 19
YDpr) | 516 | 7| 8[9]9]9]9]10

EN|

W~

Tab. 5. Minimélni poc¢et dam potfebnych na pokryti Sachovnice n x n (tdaje pfevzaty
z http://oeis.org/A075458)

4.5. Dominance jezdci

Stejné jako pro damy, ani pro jezdce zatim nebyl nalezen obecny vzorec udéavajici
pocet moznosti rozmisténi minimalniho poctu jezdca potfebnych na pokryti Sachovnice
n X n, ale alespon pro nizké hodnoty n lze prislusné pocty ziskat pomoci pocitace, viz
tabulku 6.

n 123456 7][8]09]10
o) | 1 | 4[4 4|58 10]12]14]16

n 111213141516 |17 ] 18] 19 | 20
~v(Jnm) | 21 | 24 | 28 [ 32 | 36 | 40 | 46 | 52 | 57 | 62

Tab. 6. Minimdln{ pocet jezdcl potiebnych na pokryti Sachovnice n x n (idaje prevzaty
z http://oeis.org/A006075)

Dale uvadime ukazky konkrétnich fesSeni na Sachovnici o rozmérech 7 x 7 a 8 x 8
(obr. 17a a 17b).
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(a) Sachovnice 7 x 7 (b) sachovnice 8 x 8

Obr. 17. Dominance jezdcii

4.6. Vztah dominance a nezavislosti

Na zavér celé kapitoly jesté uvedeme jeden zajimavy vztah tykajici se nezavislosti
a dominance. Pro kazdy graf G plati nerovnost

7(G) < B(G).

Jestlize najdeme maximélni nezdvislou mnozinu vrcholu v grafu G, pak je tato
mnozina jisté dominujici. Pokud by dominujici nebyla, existoval by vrchol v grafu G,
ktery by nebyl spojen s zadnym vrcholem z nezavislé mnoziny a ani by sdm nebyl jeji
soucasti. Takovy vrchol bychom tedy mohli do nezavislé mnoziny pridat a zvétsit tak
pocet jejich vrchola. To je vsak spor s tvrzenim, Ze pocet vrcholu puvodni nezévislé
mnoziny byl maximalni.

Ukazali jsme, ze kazdd maximalni nezavisla mnozina je zaroven dominujici. Nyni
se pokusime zjistit, zda také naopak plati, ze kazda minimélni dominujici mnozina je
nezavisla.

Toto tvrzeni miZzeme podobné jako John J. Watkins v knize [17] jednoduse vy-
vratit prikladem dam na Sachovnici 4 x 4. Na obrazku 18a vidime dvé damy, které
pokryvaji celou Sachovnici 4 x 4, ale nejsou nezavislé. Pokud figury premistime a pri-
ddme k nim tfeti (obr. 18b), pak pokryvaji celou Sachovnici a jsou i nezévislé. Netvoii
vsak maximalni nezavislou mnozinu. Tu dostaneme az opétovnym premisténim figur
a priddnim ¢tvrté ddmy (obr. 18¢). Tyto dvahy nds motivuji k definici dalsiho pojmu
z teorie grafi.

(a) minim&ln{ dominujici (b) dominujici a neza- (¢) dominujici a maxi-
mnozina visl4 mnozina malni nezavislda mnozina

Obr. 18. Dominance a nezévislost dam na Sachovnici 4 x 4
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Nezdvislda dominance grafu G je rovna poctu vrcholii nejmensi nezavislé a dominu-
jlci mnoziny a znadi se i(G).
V tuto chvili je jasné, Ze pro libovolny graf G plati nerovnost

V(@) <i(G) < B(G).

Na obrazku 18 naptiklad vidime, ze y(Dyg4) = 2, i(D44) = 3 a B(Dy,4) = 4. Zajimava
je vsak predevsim otdzka, pro které grafy G plati rovnost

Ve Watkinsové, jiz nékolikrat citované, knize [17] se do¢teme, Ze pro grafy Vi, n, Sn.n
a K, , tato rovnost plati pro libovolné n. Véze staci umistit na jednu z dhlopficek
spojujicich protéjsi rohova pole (obr. 19a). Stielce postavime do vSech poli prostiedniho
sloupce nebo faddku v piipadé, Ze je n liché (obr. 19b). Pokud je n sudé, vybereme si
jeden ze dvou prostiednich sloupct nebo rfadkt a opét zaplnime vsechna jeho pole
(obr. 19¢). V pripadé kralt mtZeme vyuzit rozmisténi popsané v dikazu véty 13
(obr. 19d).

(c) 8 strelcii na Sachovnici 8 x 8 (d) 9 krala na Sachovnici 8 x 8

Obr. 19. Ukézky piipadi, kdy v(G) = i(G)
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Jak jsme jiz ukdzali vyse, rovnost v(D,, n) = i(Dy, ) obecné neplati. Kromé uve-
deného piikladu, kdy n = 4, jsou vSak znamé pouze dvé dalsi hodnoty n, pro které
rovnost neplati, a to jen =6 an = 12.

Posledni figura, kterou jsme zatim v souvislosti s porovnanim hodnot dominance
grafu a nezavislé dominance grafu nezminili, je jezdec. O ném jsme vSak schopni rict
pouze to, Ze pro vsechny hodnoty n € {1,...,10} kromé n = 7 a n = 8 nastdvd rovnost
’Y(Jn,n) = i(Jn,n>-

5. Zavér

Matematické tlohy inspirované Sachem jsou velmi oblibené nejen mezi matematiky
a Sachisty, ale diky velkému mnozstvi popularné naucné literatury, kterd se tomuto
tématu vénuje, se tlohy dostaly do povédomi Sirsi verejnosti. Autorka se timto tématem
navic zabyvala ve své diplomové praci [9], kde 1ze najit vétsinu zde vynechanych dikazu
vét a také mnoho obrazki ilustrujicich feseni tiloh na vybranych sachovnicich. Velkou
zésluhu na popularizaci Sachovych dloh m4a napf. Martin Gardner, jehoZz prace [5] je
zameérena na jezdcovu prochazku. Neékolik dalsich autort se nespokojilo s hleddnim
jezdcovy prochazky pouze na obdélnikovych sachovnicich v roviné. Kelley Seibel se ve
své praci [15] zabyva jezdcovymi prochdzkami po vélci a anuloidu, John J. Watkins
k nim ve své knize [17] pfidéva prochézky po Kleinové 1dhvi a Mobiové listu. Podobné se
daji rozsirit ilohy o nezavislosti a dominanci figur. Liam H. Harris, Stephanie Perkins,
Paul A. Rauch a Sian K. Jones [8] dokdzali najit hodnoty nezévislosti st¥elctt na vélci,
Mobiove listu, anuloidu, Kleinové ldhvi a na plasti krychle. Martin Gardner v dalsi
ze svych knih [6] ukazuje, jak lze umistit na Sachovnici osm figur (krdle, ddmu, dva
stielce, dva jezdce a dvé véze) tak, aby ohrozovaly nejmensi mozny pocet poli nebo
naopak, aby ohrozovaly nejvétsi mozny pocet poli.

Podékovani. Autorka dékuje za mnozstvi cennych pripominek doc. RNDr. An-
toninu Slavikovi, Ph.D.
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