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Abelova cena v roce 2018 udélena
za, Langlandstv program

Vitezslav Kala

Abstrakt. V ¢lanku motivujeme a vysvétlime zéklady Langlandsova programu, sité domnének
propojujicich fadu ruznych oblasti matematiky. Béhem toho se také setkdme s Riemanno-
vou hypotézou a domnénkou Birche a Swinnerton-Dyera, dvéma ze sedmi problému tisicileti
vyhldsenych Clayovym matematickym institutem.

1. Langlands a Abelova cena

Abelovu cenu za rok 2018 obdrzel 22. kvétna v Oslu Robert Langlands ,za svij
vizionarsky program propojujici teorii reprezentaci s teorii ¢isel“. Jedna se o dalsi
z fady vyznamnych ocenéni pro tohoto kanadsko-amerického matematika, narozeného
6. rijna 1936 v provincii Britskd Kolumbie na zadpadé Kanady. Titul Ph.D. ziskal roku
1960 na Yaleové univerzité pod vedenim neprili§ zndmého rumunsko-amerického ma-
tematika jménem Cassius Ionescu-Tulcea; uz ve své disertaci se Langlands vénoval
studiu Lieovych grup, jez pak hraly zasadni roli i v jeho dalsim vyzkumu. Vétsinu
svého zivota stravil v Princetonu na vychodé Spojenych stati, kde od roku 1972 pt-
sobi jako profesor na Institutu pro pokrocila studia. Jeho pracovna zde diive patrila
i Albertu Einsteinovi. Pfestoze Langlands vedl jen osm doktorandi, nékolik z nich
je také spickovymi matematiky, naptiklad James Arthur a Thomas Hales, zndmy pro
svij diukaz Keplerovy domnénky o skladani kouli v trojrozmérném prostoru.

Zaklady své vize Langlands vypracoval v 60. letech minulého stoleti a poprvé je zfor-
muloval v roce 1967 ve svém slavném dopise André Weilovi [8]. Slo o revoluéni myslenky
diky své mife obecnosti, navazovaly ale zaroven na fadu driveéjsich vysledki véetné
Tanijamovy—Simurovy-Weilovy domnénky o modularité eliptickych kiivek. Kdyz tedy
v 90. letech Andrew Wiles a Richard Taylor prokédzali v rdamci dikazu velké Ferma-
tovy véty platnost specidlniho piripadu této domnénky, ovérili tim také jednu z lehéich
predikci v Langlandsové programu.

Langlandstiv program je velmi naro¢nou a rozsahlou oblasti matematiky, sahajici
od algebry a teorie ¢isel pfes analyzu, diferencidlni (ale také algebraickou) geometrii
a teorii reprezentaci az k teoretické fyzice! Jeho reputaci a (ne)ptistupnosti ale také
neprospél Langlandstuv hutny, pomérné obtizné Citelny zpusob psani ¢lanku: viz na-
piiklad vlivny ¢ldnek [9] a jeho shrnuti [6] od Rogera Howea, jez kondi slovy , Mizeme
byt nadseni, kdyz ndm pruvodce ukaze horské stity; ale také musime doufat, ze ndm
ukaze stupy a poskytne par skob, abychom se dostali na dalsi fimsu.“ Béhem 50 let
rozvoje tohoto programu samoziejmé vznikla Fada pristupnéjsich vodu, presto ale
proniknuti do této oblasti vyzaduje prinejmensim nékolik let intenzivniho studia.

Mgr. ViTEzSLAV KALA, Ph.D., Katedra algebry, Matematicko-fyzikaln{ fakulta, Univerzita
Karlova, Sokolovska 83, 186 00 Praha 8, e-mail: vita.kala@gmail.com
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Obr. 1. Robert Langlands (vlevo) kratce po prevzeti Abelovy ceny od norského krale Ha-
ralda V. (foto Thomas Brun/NTB)

Cilem tohoto prehledového ¢lanku je predstavit ¢tenaifim Langlandstv program.
Pokusime se zde vysvétlit nékteré z jeho hlavnich nastroju a cilt, pricemz se misty
dopustime nevyhnutelnych nepfesnosti a zjednoduseni. Jednotlivé kapitoly v tomto
¢lanku na sebe sice navazuji, pro cetbu téch pozdéjsich by ale zdaleka nemélo byt
proctenim by meéla stacit. Pro usnadnéni orientace v ¢lanku také nékteré myslenky
opakujeme vickrat na riznych mistech v lehce rozdilnych formulacich.

2. L-funkce

V tomto c¢lanku Langlandstv program motivujeme a zformulujeme pomoci L-funkeci,
které nejen ze ve své zakladni podobé predstavuji klicovy nastroj analytické teorie ¢i-
sel, ale jako ¢ervena nit propojuji rizné oblasti Langlandsovy korespondence. Zhruba
Fec¢eno, L-funkce jsou komplexni{ funkce, které zachycuji aritmetické informace (rozlo-
Zeni prvocisel nebo poéty feSeni diofantickych rovnic) a které zaroven splituji nékolik
dulezitych, silnych tvrzeni: lze je vyjadrit ve tvaru Eulerova soucinu a vyhovuji jisté
funkcionélni rovnici. Tyto vlastnosti a jejich vyznam nejprve ilustrujme na ptikladu
Riemannovy (-funkce, odkud je pak dale budeme rozsitovat.

Pro jiné pristupy k Langlandsovu programu viz napriklad [11], [5], [4], [3] (pfiblizné
v poradi podle pfistupnosti).
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2.1. Riemannova (-funkce a existence prvocisel

Prvnim ptikladem L-funkce je Riemannova (-funkce. Jako funkci redlné proménné
ji studoval jiz Leonhard Euler v prvni poloviné 18. stoleti; jeji hlavni vyuziti jako
komplexni funkce ale rozvinul az Bernhard Riemann v roce 1859 za ucelem zkouma&ni
rozloZeni prvocisel. Jedna se o funkci komplexni proménné s, kterd je v poloroviné
Re(s) > 1 definovdna absolutné konvergentni fadou

1

()= - (1)
n=1

a ddva tedy v této oblasti funkci, jez mé komplexni derivaci (¢ili je tzv. holomorfni).

S nékterymi hodnotami {-funkce se matematik bézné potka na prednédskéch z analyzy,

napifklad p¥i vypocétu souctu fady > - neboli vlastné hodnoty ¢(2) = 72/6.

n2
Souvislost se zkoumanim prvocisel zacne byt ziejmé z vyjadieni (-funkce ve tvaru

Fulerova soucinu )
) =1l
P p*®

opét pro Re(s) > 1, pfi¢emz p probihd pfes vSechna prvoéisla. K dikazu sta¢i pouzit
vzorec pro soucet geometrické rady

1 1 1
H1_1H<1+ps+p28+...>

P P p

a poté rozndsobit a preuspofadat pravou stranu tak, abychom dostali {-funkei (1).
Z Eulerova souc¢inu ihned vyplyva existence nekonecné mnoha prvocisel: kdyby jich
bylo jen kone¢né mnoho, konvergovala by v bodé s = 1 jeho prava strana

M-

10
P p

coz by ale odporovalo zndmému faktu o divergenci harmonické fady, ktery se d& vyja-
drit jako ¢(1) = oo.

Vedle Eulerova soucinu je druhou klicovou vlastnosti (-funkce jeji meromorfni rozsi-
Fend: existuje meromorfni funkee {(s), ktera ji rozsituje, &li {(s) = ¢(s) pro Re(s) > 1.

Ptipomenme, ze funkce f: C — C je meromorfni, pokud je definovina a ma kom-
plexni derivaci ve vSech bodech s € C s vyjimkou diskrétni mnoziny pélua sqg, v nichz se
chové jako a/(s—so)* pro néjaké k € N a a € C. Rozsifeni Riemannovy (-funkce mé ve
skuteénosti pouze jeden pdl fadu k = 1 (s reziduem a = 1), a sice v ndm zndmém bodé
so = 1. Pokud existuje, tak je meromorfni rozsireni dané funkce jednoznacné, a proto
je bézné nerozlisovat mezi ptvodni funkci a jejim rozsifenim — déle tedy budeme znacit
meromorfn{ rozsifeni jen jako ({(s).

ndlni rovnice, kterou splnuje, a sice

™8

¢(s) = 2°7° tsin (?> (1 —s)¢(1-s),
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kde
oo
F(z):/ r* e " da
0

je obvykla T-funkce, jeZ spojité rozsifuje faktoridl tak, ze I'(n) = (n—1)! pro pfirozené
¢islo n. Funkcionalni rovnice vypadéa na prvni pohled slozité, to dulezité na ni ale je,
ze dava explicitni vztah mezi hodnotami ((s) a ((1 — s). Napiiklad tedy umoziuje
vyuzit absolutné konvergentni fady (1) pro Re(s) > 1 k vypoc¢tu hodnot (-funkce
v poloroviné Re(s) < 0. Popularnim prikladem je Ramanujanova ,identita“

1+2+3+4+5+...:ZF:g(_1):_ﬁ
n=1

Mezi témito dvéma polorovinami zbyva kriticky pis 0 < Re(s) < 1. V ném je
chovani nejzdhadnéjsi; tyka se jej také slavnd Riemannova hypotéza, ktera rika, ze
pokud s je nulovy bod (-funkce lezici v kritickém pésu, ¢ili {(s) =0 pro 0 < Re(s) <
< 1, pak s lezi uprostfed tohoto pasu na pifmce Re(s) = % To se zda byt velmi
neuzitecnou a ndhodnou domnénkou, opak je ale pravdou: Nuly v kritickém pasu maji
zésadni vliv na rozlozeni prvocisel.

UZ jen nenulovost (-funkce na kraji kritického pasu Re(s) = 1 je ekvivalentni prvo-
ciselné veté, tedy tomu, ze pocet prvocisel mensich nez realné ¢islo X je asymptoticky
roven X/log X. Znalost Riemannovy hypotézy by potom toto tvrzeni uméla zpies-
nit o ¢leny nizsich fadua. Jak si znalci komplexni analyzy nejspis dovedou predstavit,
v téchto dikazech hraji zdsadni roli reziduova véta a vhodné presuny integrac¢ni kiivky.
Proto je také dilezité uvazovat ((s) vskutku jako funkci komplexni, a ne jen redlné,
proménné s.

2.2. Dirichletovy L-funkce a aritmetické posloupnosti

Riemannova (-funkce velmi pfesné zachycuje asymptotické rozlozeni prvocisel, neumi
ale dobre popsat jejich chovani modulo n, kde n je dané prirozené ¢islo. Zejména se
nehodi k dukazu Dirichletovy vety o aritmetické posloupnosti, jez tiké, ze pro vsechna
nesoudélnd prirozend ¢isla n, a existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru nz + a pro
z e N.

K dukazu této véty Peter Gustav Lejeune Dirichlet roku 1837 zavedl pojem
L-funkce pro charakter y (véetné jejich znaceni pismenem L, které se dodnes pouzivd;
jednalo se z jeho strany nejspi$ o pomérné ndhodnou volbu).

Dirichletovym charakterem modulo n budeme rozumét zobrazeni y: N — C, které
spliiuje nasledujici podminky pro vSechna pfirozend Cisla u,v a k:

o X je periodické modulo n: x(u + kn) = x(u),
e x je multiplikativni: x(uv) = x(u)x(v) a
o plati x(u) = 0, pravé kdyz u je soudélné s n.

Z této definice neni té7ké dokdzat (zkuste si to jako cvideni!), Ze vSechny nenulové
hodnoty charakteru x lez na jednotkové kruzmici |z| = 1 a Ze jde dokonce o ¢(n)-té
odmocniny z jedné e2™7/¢(") kde p(n) je Eulerova funkce a r € Z.
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Pro nazornéjsi predstavu se podivejme na nékolik prikladu charakteri:

e Trividlni charakter modulo n

() 1 pokud je nsd(u,n) =1,
u) =
X 0 pokud je nsd(u,n) > 1.

1  pokudjeu=1 (mod5),
i pokud je u =2 (mod 5),
x(u) =4 —i pokudjeu =3 (mod5),
—1 pokud jeu =4 (mod 5),
0 pokudjeu=0 (mod5)

e Legendreuv symbol (%) modulo prvocislo p.
Charaktery zachycuji chovani prirozenych c¢isel modulo n, zkusme je tedy spojit
s definici {-funkce, jez umi zkoumat prvocisla. Dirichletova L-funkce pro charakter x

je
n 1
X?SIS):]‘—[lX(p)7 (2)

n=1 Y4 ps

o0

L(S7X) =

kde jsme rovnou vedle definice uvedli i prislusny Euleruv soucin; nekone¢nd rada i sou-
¢in opét absolutné konverguji pro Re(s) > 1.

Stejné jako v pripadé Riemannovy (-funkce ma tento Euleriv soucin stupern 1 v tom
smyslu, ze nasobime ¢leny tvaru 1/P, , (p~°), kde P, (X) = 1 — x(p)X je polynom
stupné 1 (ktery zdvis{ na charakteru x a prvocislu p).

Dalsi analogii s Riemannovou (-funkci je fakt, Ze Dirichletovy L-funkce maji mero-
morfn{ prodlouZeni na s € C (které dokonce je holomorfni neboli nem4 zadné pdly, je-li
X netrividlni charakter). Déle spliiuji funkciondlni rovnici, jez poskytuje vztah mezi
hodnotami L(s,x) a L(1 — s,%), kde Y je komplexné sdruzeny charakter definovany

vvvvvv

(-funkce, proto ji neuvadime.

Jak uz jsme naznadili, Dirichletovy L-funkce se hodi k diikazu existence prvocisel
v dané aritmetické posloupnosti. Myslenkou tohoto dikazu je uvazovat sumu

1
Snals) = D
p=a (mod n) p

kde sc¢itame pres vSechna prvocisla kongruentni s a modulo n. Dokazeme-li, Ze tato
funkce méa pol v bodé s = 1, bude muset takovych prvocisel byt nekone¢né mnoho.
K dikazu existence tohoto pélu pouzijeme identitu

1 1 )1 pokudjeu=a (modn),
p(n) ZX:X(Q) x(w) = {0 jinak,
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kde s¢itdme pfes vSechny charaktery modulo n. Timto mizeme pfevést sumu Sy, 4 (s)
na soucet logaritmu Dirichletovych L-funkci a vyuzit znalosti jejich chovani v bodé

s = 1. Nejtézsim krokem je potom dokdzat, ze L(1,x) # 0; cely dukaz ale zabere
nékolik (desitek) stran.

2.3. Artinovy L-funkce a predzvést Langlandsovy korespondence

Neni daleko od pravdy, kdyz fekneme, zZe cilem celého Langlandsova programu je
studovat obecnéjsi L-funkce a budovat teorii a nastroje, které je umozni zkoumat
a dokazovat tvrzeni, jako je funkcionalni rovnice. Jak uvidime pozdéji, zajimaji nas
zejména L-funkce, které zachycuji néjakou algebraickou nebo geometrickou informaci.
S témi je ale obecné velmi tézké pracovat, a proto se postupuje tak, ze se dokéze
rovnost dané L-funkce s néjakou ,analytickou® L-funkci, pro niz je naopak dukaz
platnosti funkcionalni rovnice snazsi.

Dirichletovy L-funkce a {-funkci, o nichz jsme mluvili doposud, je mozné povazovat
praveé za priklady téchto analyticky definovanych L-funkci. Jednim z néznakt, které
Langlandse vedly k formulovani jeho programu, je fakt, ze témto L-funkcim vskutku
odpovidaji ,algebraické“ Artinovy L-funkce. Jejich piesnd definice by nas zavedla
pomérné hluboko do Galoisovy teorie, pojdme ji tedy jen naznacit.

Bud K D Q Galoisovo rozsiteni téles, ¢ili K = Q(«) obdrzime pfiddnim néjakého
algebraického ¢isla a k télesu Q, pricemz navic jesté predpokladame, ze vSechny koreny
minimélniho polynomu prvku « nad Q také lezi v K. Nejjednodussim piikladem je
téleso Q(i), jez je rozsiFenim Q stupné 2.

Pro nas bude dulezity obecnéjsi priklad cyklotomickych téles Q(e%i/ ™) prom € N.
Jejich zasadni vlastnosti je fakt, ze Galoisova grupa Gal(Q(e*"/™)/Q) neboli grupa
viech automorfismit télesa Q(e2™/™) je izomorfni grupé

Z;, ={a €Z|0 < a < m,nsd(a,m) =1}

invertibilnich prvkd modulo m. Tento izomorfismus je pomérné jednoduché popsat,
prvku a € Z}, totiz odpovidd automorfismus

0a: Q (ezﬁi) — (62;:) , Pa (eizi) — R,

Artinova L-funkce L(s,p) je pfifazena Galoisovu rozsifeni K D Q a grupovému
homomorfismu

p: Gal(K/Q) = GLn(C),

kde GL,,(C) je grupa invertibilnich matic n x n. Obecné se homomorfismus do grupy
GL,(C) nazyva reprezentace, v nasem piipadé tedy mluvime o Galoisové reprezen-
taci p. Takovéto reprezentace jsou uziteéné proto, Ze zatimco Gal(K/Q) je pomérné
abstraktni grupa, jeji reprezentace realizuje prvky této grupy jako konkrétni matice,
takze naptiklad umoznuje uvazovat jejich determinant, stopu nebo vlastni cisla, jez
potom nesou informaci i o prveich ptuvodni Galoisovy grupy.

Obecnd definice Artinovy L-funkee je slozit&jsi (viz odstavec 4.1), zaméfme se tedy
zatim na pifpad cyklotomického télesa K = Q(e?™/™) a 1-dimenzionalni reprezentace
p: Gal(K/Q) — C*, kde C* je multiplikativni grupa C \ {0}. PovSimnéme si, ze
GL,(C) = C*, a tedy p je vskutku specidlnim piipadem Galoisovy reprezentace.
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V tomto pripadé muzeme vyuzit zminéného izomorfismu Z;, ~ Gal(K/Q) k tomu,
abychom homomorfismu p priradili Dirichletuv charakter modulo m

(U) _ P(<,0u), pOkud je nsd(u,m) = 17
= 0, pokud je nsd(u,m) > 1.

Artinova L-funkce se potom rovna Dirichletové L-funkci charakteru x

L(s,p) = L(s, x)-

Tato obecné korespendence Dirichletovych a Artinovych L-funkei byla jednim ze zé-
kladnich kament, na nichz Langlands vystavél svuj program.

Skutecnost, ze tato rovnost L-funkci stupné 1 obecné plati pro vSechna Galoisova
rozsiteni K D Q, je zasadni dusledek teorie tridovych téles, jez je jednim z nejkrasnéj-
sich matematickych vysledki prvni poloviny dvacatého stoleti spojenym se jmény jako
Emil Artin, Helmut Hasse a John Tate. Stru¢né feCeno, tato teorie popisuje vsechna
rozsifeni, jejichz Galoisova grupa je komutativni, pomoci podobnych izomorfismii jako
v cyklotomickém p¥ipadé Z*, ~ Gal(Q(e*™/™)/Q).

Z teorie tridovych téles se také da jako specialni pripad odvodit zdkon kvadratické

reciprocity, ktery dava vztah mezi Legendrovymi symboly (%) a (%) pro rizna pr-
voéisla p a ¢, neboli mezi feSitelnosti kongruenci 2% = p (mod q) a 22 = ¢ (mod p).
Nejen to, teorie tiidovych téles dokonce zahrnuje i reciprocity vyssich stupnt, jez se
podobné tykaji resitelnosti kongruenci n-tého stupné. Proto se jeji hlavni véta nazyva
Artintav zdkon reciprocity — a proto se také mluvi o hypotetické, vyrazné obecnéjsi
Langlandsové reciprocité.

3. Eliptické krivky a modularni formy

V predchozi kapitole jsme predstavili Dirichletovy a Artinovy L-funkce, které maji
spole¢né nejen to, Ze jde o L-funkce stupné 1 (tedy Ze soucinitele ptislusného Eulerova
soudinu obsahuji polynomy stupné 1), ale hlavné to, ze si diky teorii tfidovych téles
navzajem odpovidaji.

Pojdme se nyni zamérit na pripad L-funkci stupné 2, jenz je také do zna¢né miry
dokézan v podobé Tanijamovy—Simurovy-Weilovy domnénky o modularité eliptickjch
kiivek. Za svou praci na tomto problému (a za souvisejici dikaz velké Fermatovy véty)
ziskal Abelovu cenu za rok 2016 Andrew Wiles, jehoz préace byla detailné predstavena
v prehledovém ¢lanku [7]. Budeme tedy v této kapitole ponékud strucnéjsi a zdjemctim
o vice detailti viele doporu¢ime zminény clanek. Vyrazné vice podrobnosti sméfujicich
k vété o modularité obsahuje napiiklad kniha [2].

3.1. L-funkce eliptickych krivek
Eliptickou krivkou rozuméjme rovnici
E:y?> =234 ax +b,
jejiz koeficienty a, b jsou celd cisla. Dava tedy smysl uvazovat mnozinu jejich reseni nad

celymi éisly F(Z) = {(z,y) € Z*|y*> = 2 +ax+b} nebo obdobné nad racionalnimi &isly
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E(Q). Muzeme se ale na tuto rovnici také divat jako na kongruenci modulo prvocéislo
p nebo ekvivalentné jako na rovnici nad p-prvkovym télesem F, a brat piisluSnou
mnozinu Feseni E(F,).

D4 se ¢ekat, ze mnozina E(F,) bude mit zhruba p prvka (staci si uvédomit, ze
polovina moznych hodnot modulo p jsou druhé mocniny, a predpokladat coby heuris-
tiku, ze hodnoty x3 + ax + b jsou modulo p ndhodné rozmisténé), oznaéme tedy a,(F)
odchylku skutec¢ného poctu feseni od této predpovédi,

ap(E) =p— |E(F))|.

Téchto koeficienttt mtzeme vyuzit k tomu, abychom definovali L-funkci pfirazenou
eliptické ktivece F pomoci jejiho Eulerova soucinu pres vSechna prvocisla p

1
L(s, E) = H ma (3)
P - p° + pZs

jenZz absolutné konverguje v poloroviné Re(s) > 3/2. (Pro uplnost dodejme, Ze stejné
jako nase definice eliptické kiivky, ani tato definice jeji L-funkce neni zcela korektni,
protoze je potieba ji upravit v koneéné mnoha prvocislech, kterda déli diskriminant
—16(4a® + 27b%).)

Vsimnéme si také, ze vskutku jde o L-funkci stupné 2, nebot jmenovatel p-tého
soucinitele je ddn kvadratickym polynomem P, p(X) = 1 — a,(E)X + pX? v bodé
X =p°.

L-funkce L(s, F) také md meromorfni rozsifen{ a spliiuje jistou funkciondlni rov-
nici, coz je ale extrémné obtizné dokazat. To by nds uz nemélo prili§ prekvapit, protoze
eliptickd kiivka je geometricky objekt (muzeme napifklad nakreslit graf mnoziny jejich
redlnych feSeni F(R)), a jak jsme vidéli jiz v odstavci 2.3, s geometrickymi a alge-
braickymi L-funkcemi se Spatné pracuje. A vskutku, jediny dosud znamy dukaz téchto
vlastnosti pro L(s, E') stoji na tom, Ze se napfed dokaze, ze se tato L-funkce rovna
L-funkci néjaké moduldrni formy, jak popiSeme nize.

L-funkce eliptické kiivky mé fadu dalsich dulezitych vlastnosti. Mnozina feSeni
kiivky (napiiklad) nad raciondlnimi ¢isly E(Q) totiz tvoii koneéné generovanou ko-
mutativni grupu a domnénka Birche a Swinnerton-Dyera predpovidd, ze hodnost této
grupy (tedy vlastné pocet nezavislych feseni) se rovna fddu pélu funkce L(s, E') v bodé
s = 1. To na prvni pohled pusobi prekvapivé: L-funkci jsme definovali pouze pomoci
ylokalnich“ iidaji modulo jednotliva prvocisla, ale presto je v ni zahrnuta i informace
o poctu vsech raciondlnich feSeni. Vyznam této domnénky potvrzuje i skutecnost, ze
spolu s Riemannovou hypotézou je jednim ze sedmi tzv. problému tisicilet{ (Millenium
Prize Problems) vyhldsenych Clayovym matematickym institutem, za jejichz vyreseni
je vypsana odmeéna milion dolart!

3.2. L-funkce modularnich forem

Co jsou tedy modularni formy, jez ndm umoznuji zkoumat L-funkce eliptickych kiivek?
Neformalné feceno, jedna se o jisté holomorfni funkce definované na horni komplexni
poloroviné H = {z € C|Im(z) > 0}, jez spliujf silné transformacni vlastnosti viuci

Mébiovym transformacim z — (az + b)/(cz + d), kde (CCL Z) je celociselnd matice
s determinantem =+1, tedy prvek grupy SLo(Z).
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Formélnéji, bud k € Z a T" vhodnd podgrupa grupy SLo(Z). Moduldrni forma vihy
k a drovné I' je holomorfni funkce f: H — C takova, ze

P55 =+ atse) (@)

pro vSechny matice b> € T (a jez spliluje jisté asymptotické podminky omezujici

d
rychlost jejtho rustu). Tato definice na prvni pohled puisobi dost technicky, pro nas
ale ani neni prilis dilezité zcela rozumét jejimu vyznamu. Ostatné ani neni jasné, zda
vibec néjaké nekonstantni modularni formy existuji. Jako jeden z prvnich je objevil
Henri Poincaré roku 1880, ktery k tomu napsal [10, str. 326]: ,Po patndct dni jsem
usiloval dokdzat, ze zaddné takové funkce nemohou existovat [...], ale bez vysledk.
Jednoho vecera jsem, oproti svym zvyklostem, vypil ¢ernou kavu a nemohl spat. Davy
myslenek stoupaly a nechaval jsem je srazet se, dokud se nezacaly po dvojicich pro-
pojovat, vytvarejice stabilni kombinace. Do pristiho rana jsem dokéazal existenci t¥idy
téchto funkef [...]¢

Ve skutecnosti ale neni prilis tézké uvést priklady modularnich forem, Poincarého
citat se totiz tyka jiné, komplikovanéjsi, tidy podobnych funkeci. Zakladnim prikladem
modularni formy je FEisensteinova rada vahy k

1
Ei(z) = Z [CEYI

(¢,d)

kde k > 4 je sudé prirozené cislo a sc¢itame pres vsechny usporadané dvojice celych
Cisel (e,d) # (0,0). To, Ze pro ni plati vztah (4) pro grupu I' = SLy(Z), je snadné
cviceni.

Modularni formy kazdopadné existuji a ndm bude stacit si vSimnout, ze pokud
<(1) }f) € T pro néjaké h € N (je tfeba predpokladat, ze takové h existuje), pak podle
(4) plati f(z+h)=f((z+h)/(0- 24 1)) = (0-z+1)kf(2) = f(z), neboli modulérni
forma f(z) je periodickd s periodou h. Muzeme ji tedy vyjadiit pomoci Fourierova
rozvoje

=

Fz) =3 an(permmn
n=0

Kdyz jsme takto zkonstruovali posloupnost koeficientu a,(f) € C, vyuZijeme ji
k definici prislusné L-funkce

OEIED DE LISy ) [ — )
n=0

s ap(f)
SRR R

jez konverguje absolutné pro Re(s) > k, pfi¢emz vyjadieni ve tvaru Eulerova soucinu
plati, pokud ag(f) = 0 a f(2) je tzv. normalizovand vlastni Spicova forma. Opét jde
o L-funkci stupné 2, pricemz nelinearni ¢len se ve jmenovateli Eulerova soucinu vy-
skytuje proto, ze posloupnost koeficient a,, (f) neni iplné multiplikativni, ale spliluje
Amn(f) = am(f)an(f) pouze pro nesoudélna ¢isla m a n. Nelinedrni ¢len p*—!/p?®
potom odpovida vztahu, ktery plati mezi koeficienty a,; (f) pro rtizné exponenty j.
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Pomoci komplexni analyzy neni prilis tézké dokdzat ani existenci meromorfniho
rozsifeni pro L(s, f) a vhodnou funkciondlni rovnici, jez déva vztah mezi hodnotami
L(s, f)a L(k—s, f). Tyto dikazy spocivaji v tom, zZe se L-funkce vyjadii jako Mellinova
transformace modularni formy f. VSeobecné receno, véci funguji pékné, nebot v tomto
pripadé pracujeme s analytickou L-funkci.

Vsimnéme si také hlavné toho, Ze Eulerovy souciny L-funkei (3) a (5) si jsou velmi
podobné, zejména v pripadé, kdy vaha moduldrni formy je k = 2! Nemuselo by mozna
jit o zcela ndhodnou souvislost. . .

Tim se zabyva véta o modularité, kterd byla zndmé jako Tanijamova-Simurova -
Weilova domnénka predtim, nez ji roku 2001 dokézali Breuil, Conrad, Diamond a Tay-
lor v navaznosti na dikaz jejitho specidlniho pripadu Wilesem a Taylorem z roku 1995,
jenz byl treba k dukazu platnosti velké Fermatovy véty. Véta o modularité rika, ze
kazda elipticka kfivka F je modularni v tom smyslu, ze existuje modularni forma f
vahy 2 (a vhodné tdrovné urdené diskriminantem eliptické kiivky) takovd, Ze se jejich
L-funkce shoduji, ¢ili

L(s,E) = L(s, f).

Pomoci toho je pak mozné prenést vSechny znadmé vlastnosti z modularni L-funkce
L(s, f) na L(s, E), a tim naptiklad dokdzat meromorfn{ rozsifeni a funkciondln{ rovnici
pro L(s, E).

Zaroven jde o druhou, uz mnohem jasnéjsi, inkarnaci Langlandsova programu: Exis-
tuje bijekce mezi mnozinami jistych geometrickych a analytickych objekta, jez zacho-
vava jejich L-funkce. V tomto pripadé jde o eliptické kiivky a modularni formy, zatimco
v odstavci 2.3 jsme vidéli korespondenci mezi Artinovymi a Dirichletovymi L-funk-
cemi.

Poznamenejme jesté, ze ani tento pripad zdaleka neni zcela dotfesen. Jednim z vy-
znamnych problému zistava to, ze modularnich forem je mnohem vice nez eliptickych
kiivek, mimo jiné proto, ze mohou mit i jinou vdhu nez 2. Pro nékteré z nich jsou znamé
odpovidajici geometrické (nebo algebraické) objekty, pro jiné, napf. Maaflovy formy, se
naopak o¢ekdvd, Ze jim korespondujici objekty jsou velmi komplikované (pokud viibec
existuji). Jednd se ale nejspis o velmi tézké otazky.

4. Langlandsova reciprocita

Pojdme se nyni podivat na obecné Langlandsovy domnénky, jez predpovidaji vztahy
mezi L-funkcemi stupné n podobné, jako jsme uz vidéli ve stupnich 1 a 2. Opét se
zejména zaméfime na Langlandsovu reciprocitu (neboli korespondenci), zminime se ale
také o dulezitém principu funktoriality. Pomérné ¢itelnym tvodem k tomuto tématu
je kniha [1].

Podobné jako tomu bylo v pfredchozich kapitolach, je snazsi definovat prislusné
algebraicko-geometrické objekty (v tomto ptipadé Galoisovy reprezentace), ale doka-
zovat vlastnosti L-funkci naopak umime jen pro analytické objekty (automorfni formy,
respektive reprezentace).

Vseobecné je tato kapitola naroc¢néjsi nez drivéjsi kapitoly, ale snad si z ni Ctenar
i presto odnese zédkladni pfedstavu o Sifi a obecnosti Langlandsova programu.
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4.1. Artinovy L-funkce Galoisovych reprezentaci

S Artinovymi L-funkcemi jsme se jiz potkali v odstavci 2.3, zde budeme potiebovat jen
jejich zobecnéni na stupen n. Opét bud K O Q Galoisovo rozsireni téles a uvazujme
grupovy homomorfismus

p: Gal(K/Q) — GL,(C).

Galoisové reprezentaci p pak pritadime Artinovu L-funkci pomoci Eulerova souc¢inu

1
L(s,p) = 1;[ det(I — p=sp(Froby))’

kde Frob, je Frobeniiv prvek (pfislusny prvocislu p) dané Galoisovy grupy, ktery zde
nebudeme presné definovat.

Co se déje ve jmenovateli zlomku odpovidajiciho prvoéislu p? p(Frob,) je matice
n X n, jejiz kazdy prvek vyndsobime komplexnim ¢islem p~°. Vyslednou matici pak
odecteme od jednotkové matice I a spocitame determinant, coz je polynom celkového
stupné n. Vysledek det(I — p~*p(Frob,)) tedy bude polynomem stupné n v p~—°; po-
viimnéme si, Ze jde v podstaté o charakteristicky polynom matice p(Frob,). Ovéfili
jsme, Ze Artinova L-funkce ma vskutku stupen n, jak jsme chtéli!

Tim jsme definovali algebraickou stranu obecné Langlandsovy korespondence, a sice
reprezentace p Galoisovych grup rozsiteni K O Q. Opét jsme pritom vynechali fadu
technickych detaild, napiiklad to, Ze je lepsi pracovat s algebraickym uzavérem Q
a reprezentacemi jeho nekoneéné Galoisovy grupy Gal(Q/Q).

Predtim nez se podivame na jejich analyticky protéjsek, se jesté zminme o vztahu
geometrickych a algebraickych L-funkci. Spoleéné maji to, ze kdduji informace, které
chceme studovat: tfeba u eliptickych krivek to byly pocty jejich feSeni, tedy v zdsadé
reSeni jisté diofantické rovnice. V ptipadé Galoisovych reprezentaci je jejich zajimavost
méné ziejm4, jde ale o to, ze struktura Galoisovych grup, zachycena ptislusnou repre-
zentaci, je kliova pro porozumeéni radé dalSich otazek, jako jsou napriklad zobecnéni
zékona kvadratické reciprocity.

Zaroven je také casto pomeérné snadné mezi geometrickymi a algebraickymi ob-
jekty prechazet, naptiklad Tatetv modul eliptické kiivky ji pfirazuje dvourozmérnou
Galoisovu reprezentaci. A jak jsme jiz vickrat vidéli, byva pomérné snadné definovat
jejich L-funkce, ale nesmirné obtizné dokazovat analytické vlastnosti téchto L-funkci.
Obecné Langlandsovy domnénky se snéze formuluji pro algebraické L-funkce ptirazené
Galoisovym reprezentacim, proto jsme zde zvolili tento piistup (obecné geometrické
objekty ale také existuji, jsou jimi Simurovy variety).

4.2. Automorfni formy a reprezentace

Abychom mohli zobecnit moduldrni formy na vhodné n-rozmérné analytické objekty,
musime poupravit jejich definici. Jak jsme jiz vidéli, maticovd grupa SLo(R) ptsobi na
horni poloroviné H pomoci Mébiovych transformaci, pricemz neni tézké si rozmyslet,
Ze toto pusobeni je tranzitivni a ze pomoci néj dostavame bijekei (dokonce homeomor-
fismus) mezi H a mnoZinou rozkladovych t¥id SL,(R)/O(2). Muzeme se tedy divat
na modulérn{ formy jako na funkce f: SLy(R) — C, jez spliuji fadu transformac¢nich
rovnosti (viéi grupam O(2) a T') a také jistou diferencidln{ rovnici odpovidajici jejich
holomorfnosti.
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Tato definice moduldrni formy se primo nabizi ke zobecnéni: automorfni forma
je funkce f: SL,(R) — C, jez lezi v prostoru L?(SL,(R)) funkci integrovatelnych
s kvadratem a splnuje vhodné transformacni a diferencidlni rovnice. Pfesna definice
je pomérné technickd, a proto ji vynechdme. Uz pro automorfni formy lze definovat
L-funkce a zformulovat Langlandsovu reciprocitu, lepsi je ale pracovat s obecnéjSim
pojmem — automorfnimi reprezentacemi.

Jde o to, Ze grupa SL,(R) ptisobi na prostoru L?(SL, (R)) pravou regularn{ akcf,
kterou pro g € SL,(R) definujeme vztahem R, (f)(z) = f(zg) pro f € L*(SL,(R)).
To dévd nekonecnérozmérnou reprezentaci grupy SL,(R), kterd obsahuje nekoneéné
mnoho ireducibilnich podreprezentaci (chce-li byt ¢lovék presny, je toto velmi deli-
katni zalezitost, protoze regularni reprezentace se nerozklada na direktni soucet svych
ireducibilnich komponent, ale obsahuje také velkou spojitou ¢ast). Tyto ireducibilni
podreprezentace 7 pak odpovidaji automorfnim formam, v zasadé totiz vypadaji jako
Ar ={Ry(f)lg € SL,(R)} pro automorfni formu f.

V predchozich odstavcich jsme se dopustili celé fady nepiesnosti (jejichz forméln{
vyjasnéni by rozsahem zabralo celou knizku!), zmitime se ale jen o jedné z nich. Misto
grupy SL,(R) je vhodnégjsi uvazovat vétsi grupu GL,,(A), kde A je okruh adeli, defino-
vany jako (omezeny) direktni soudin télesa redlnych ¢isel R se véemi p-adickymi télesy
Qp. Automorfni reprezentace m je potom ireducibilni reprezentace, jez se vyskytuje
v pravé regularni reprezentaci grupy GL,,(A) ptisobici na prostoru funkei L?(G L, (A)).
Diky tomu, Ze je okruh A soudinem R x Hp Qp, rozkladé se i reprezentace 7 na (ten-
zorovy) soulin reprezentaci mg ® ®p mp. Pomoci teorie reprezentaci pak definujeme
lokalni faktory Eulerova sou¢inu Ly (s, m,) a z nich p¥islusnou automorfni L-funkci

L(s,m) = H L,(s,mp).

Pro tyto analytické L-funkce je potom mozné opét dokazat meromorfni prodlouzeni
a funkciondlni rovnice.

4.3. Langlandsiv program

Hypoteticky Langlandstv zdkon reciprocity tika, ze kazdé Galoisové reprezentaci p
stupné n odpovidd automorfni reprezentace m grupy GL,(A), pri¢emz se jejich
L-funkce shoduji, L(s,p) = L(s,m). Jesté vice hypoteticky je mozné tuto korespon-
denci dokonce rozsitit na bijekci, pokud misto Galoisovych reprezentaci uvazujeme
reprezentace vétsi (domnélé) grupy L. Presnéji feceno, tato bijekce ma byt mezi re-
prezentacemi p: Lg — GL,(C) a L-balicky automorfnich reprezentaci, muize se totiz
stat, ze dvé automorfni reprezentace maji témér stejnou L-funkci, takze jsou potom
v této korespondenci nerozlisitelné.

Tato domnénka je ale velmi daleko od dukazu, neumime napiiklad ani definovat
grupu Lg. Kromé toho vSak existuje lokdlni Langlandsova korespondence, ktera se tyka
slozek m, coby reprezentaci grupy GL,(Q,) a jiz dokézali Harris, Taylor a Henniart
kolem roku 2000. To ale porad jesté neni z Langlandsova programu zdaleka vsechno!
Jednak jsou zajimavé verze Langlandsovy korespondence i pro jiné grupy nez GL,;
potom napriklad Langlandsova funktorialita tiké, Ze automorfnim reprezentacim grupy
502,41 odpovidaji automorfni reprezentace grupy GLay,11. Také je ale mozné uvazo-
vat vSechny tyto pojmy nad funkénimi télesy kiivek (namisto télesa raciondlnich ¢isel
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Q), coz vede na geometricky Langlandsiv program s aplikacemi az v teoretické fyzice.
To by ovsem uz bylo téma na samostatny ¢lanek.

Vétsinu ze zminénych domnének Langlands navrhl koncem 60. let minulého stoleti
uz v prekvapivé precizni podobé. Béhem uplynulych padesati let pak slouzily jako
voditko a inspirace pro fadu zasadnich matematickych vysledki, i presto se ale jesté
ani zdaleka neblizime k vycerpani a doreseni Langlandsovy vize. Lze tedy nepochybné
ocekdvat jeji vyznam prinejmensim po dalsi pilstoleti!

Podékovani. Dékuji Jané Bartotiové, Martinu Cechovi, Alexandru Kazdovi, An-
toninu Slavikovi a Davidu Stanovskému za cenné komentare k predbéznym verzim
tohoto textu.

Clanek vznikl za finanéni podpory Nadaéniho fondu Neuron na podporu védy.
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