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Poznamky k axiomatizaci planimetrie

Zdenek Halas

Abstrakt. Axiomatickd metoda je povazovdna za hlavni metodu, kterou je dnes matematika
formalizovana. Nenf v3ak jedinou, navic prosla v prubéhu tisicileti pomérné pestrym vyvojem.
V tomto prispévku se pokusime na zdkladé charakterizace ruznych typu formalizace matema-
tiky zafadit nejznaméjsi pokusy o axiomatizaci eukleidovské geometrie, zejména Eukleiduv,
Hilbertuv a Birkhoffuv.

1. Ruazné typy axiomatizace

Axiomatickd metoda prosla od prvnich pokusu o axiomatizaci jednotlivych matema-
tickych disciplin ve starovékém Recku po sou¢asnost tiemi vyvojovymi stadii. Bez
jejich charakterizace nelze dobtfe porozumét prvnimu dochovanému pokusu Euklei-
dovu ani pozdéjsimu vyvoji ani axiomatickym systémum ¢i souborum piedpokladu,
z nichz vychéazelo vyucovani skolské geometrie ve 20. stoleti a vychézi i dnes. Témito
stadil vyvoje axiomatické metody jsou (viz napf. [5], [6], [14]):

1. obsahovéa axiomatizace,
2. poloformalni axiomatizace,
3. formalni axiomatizace.

V kazdé z téchto fazi vyvoje bylo také jiné pojeti pravdy v matematice, tj. ménila se
kritéria toho, co povazujeme v matematice za pravdivé. Uvedme tedy stru¢né charak-
terizace téchto vyvojovych fazi.

1.1. Obsahova axiomatizace

V prehistorickém obdobi se postupné zacaly hromadit ruznorodé poznatky a utvéret
zékladni aritmetické a geometrické pojmy. Vychazelo se zejména z potieb praxe.
Z doby historické (Egypt, Mezopotdmie, Cina, Indie) pak mame dochoviny texty,
v nichz lze tento vyvoj ddle pozorovat. Jednd se zejména o sbirky fesenych tloh uzivané
v pisaiskych skolach. V téchto ulohédch se vyskytuji objekty, které vznikly abstrakei
pifmo z praxe (obdélnik, lichobéznik, kruh, zlomky, ...). Tyto objekty se samy staly
predmétem zkoumaédni, které bylo stéle vice zalozeno na deduktivnich tivahach na tkor
empirickych procedur (napf. pozorovani, analogie, neuplnd indukce).

Jak dochézi k axiomatizaci tohoto rodictho se teoretického systému? Po empi-
rickém stddiu nastupuji opakujici se a prolinajici se fdze analytickd (hleddni pocdtku
vznikajici teorie) a faze syntetickd (odvozovéni vysledku z pocatkl). Postupné tak
vznikaji abstraktngjsi a zdkladnéjsi pojmy bod, primka, rovina a zékladni tvrzeni,
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z nichz vyplyvaji slozitéjsi vysledky ziskané dfive empiricky, i vysledky zcela nové.
Postupné jsou odvozeny i vysledky, které jsou za hranicemi empirické ovéritelnosti
(napf. existence nesouméritelnych usecek), a objevuji se pojmy, jez vznikly abstrak-
ci z abstrakci, takze v nich uz neni mozno oddélit ty aspekty, které jsou odrazem
vlastnosti a vztaht redlného svéta, od aspektu, které vznikly vicendsobnou abstrakei.

NaznaCenym zpusobem muze vznikat tzv. obsahovy axiomaticky systém. Charak-
teristické pro néj je, ze bezprostiedné vychazi z konkrétniho obsahu, ktery formalizuje
a je s nim tuzce svazan.

Velmi pékné to shrnul Moritz Pasch ve svych Predndskdch o novéjsi geometrii®,
viz [18]: Kdyz vyloudime véty a poucky oprené o dikazy, zistane skupina vét, z nichz
muzeme odvodit véechny ostatni. Jsou to zdkladni véty zaloZené bezprostiedné na pozo-
rovand. .. Zdkladni véty maji uplné shrnout empiricky materidl uréeny ke zpracovdni
v matematice tak, abychom se jiZ nemuseli po jejich stanovent vracet zpét ke smyslovym
vjemum. Primitivni pojmy Pasch povazoval za odpozorované z piirody: Zakladni pojmy
nejsou definovdny, zZddnd definice neni schopna nahradit ten prostredek, ktery jeding
otevirad cestu k pozndani a pochopeni jednoduchijch pojma nepreveditelnych na jiné; tento
prostredek je odkdzdani se na vhodné objekty z prirody. . .

Jaké by mél mit obsahovy axiomaticky systém vlastnosti? Mél by byt dostatecné:

e _obsahovy*“, tj. dostateéné presné popisujici skutecnost, aby bylo mozno deduk-
tivné odvodit vSechny podstatné vysledky objevené empiricky,

e abstraktni, aby bylo mozno deduktivné odvodit vSechny podstatné matematické
vysledky,

e obecny, aby bylo mozno deduktivné odvodit i dalsi vysledky, které nejsou znamy
z empirické faze.

Moritz Pasch povazoval ve svych Predndskdch o novéjsi geometrii axiomy za evi-
dentni: Charakter nejuyssi spolehlivosti matematiky je ddn nepopiratelnosti dikazi,
Jimiz se prevddéji véty na axiomy, ve spojeni s evidentnosti téchto axiomu, které jsou
zaruceny nejjednodussi zkusenosti.

Evidentnost axiomu vSak neni tak ziejmé, jak by se mohlo na prvni pohled zdat.
Snadno muzeme nalézt piiklady axiomu, které jsou méné evidentni, nez nékterd tvrzeni
z nich odvozend. Znamy je piiklad z eukleidovské geometrie: véta, kterd tvrdi, ze za
jistych predpokladi se dvé kruznice protinaji ve dvou ruznych bodech, je evidentnéjsi
nez axiom spojitosti pouzity pii jejim dukazu. Podobné komutativita s¢itdni v N je
evidentnéjsi nez princip matematické indukce, na némz je tento dukaz zalozen. Také
samotny paty Eukleiduv postulat muze poslouzit jako ptiklad neevidentniho axiomu,
po vice nez 2000 let se jej matematikové pokouseli dokazat.

Obsahova axiomatizace je stale ziva ve skolnim vyucovani. Zaci se tak mohou opirat
0 své zkuSenosti s redlnym svétem, ¢imz matematika nabyva na nazornosti. Na vhod-
nost tohoto pfistupu ve skolské matematice opakované upozornuje napi. F. Kufina,

IMoRriTz PAscH (1843-1930) se zde jako prvni pokusil sestavit soubor axiomt, ktery by neobsa-
hoval mezery pozorovatelné v Eukleidovych postuldtech. Viz téz [20, s. 134-135]. Jeho soubor axiomu
planimetrie a stereometrie je ukdzkou obsahové axiomatizace.
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viz napft. kniha [15]; v této souvislosti hovoif o tzv. pfirozeném piistupu a za dobry
piiklad uvadi knihu Hadamardovu [10].

S postupujicim matematickym vzdélanim pak ubyvé prvka obsahovosti a ptibyva
formalizace. Nejedna se pouze o zpiesniovani jednotlivych definic, vét a dukazu, ale
o podstatné jiny pfistup k matematice, jak uvidime v nésledujici kapitole.

1.2. Poloformalni axiomatizace

Zatimco obsahovd axiomatizace je vdzdna na redlny svét (¢i jiny obsah), ktery se
snazi s jistou mirou abstrakce formalizovat, poloformalni axiomatizace jde o krok
déle: vychazi z vice modelu, které postihuje. Primitivni pojmy implicitné vymezené
pomoci axiomu jsou vyjadieny pomoci proménnych. Axiomy se tak stavaji formou
s proménnym obsahem, ¢imz je vznikld teorie oteviena ruznym interpretacim. Kon-
krétni interpretace pak vznikd volbou konkrétnich objektu, relaci a operaci, které
vyhovujf viem axiomtim dané teorie.? Interpretaci je také zajisténa bezespornost po-
loformé&lniho axiomatického systému, nebot existuje-li jeho interpretace, model, lze
podminky dané axiomy naplnit, uskute¢nit. A co je uskute¢nitelné, to povazujeme za
bezesporné. Srozumitelné to shrnul H. Poincaré ve své knize [19, s. 195]:

Abychom dokdzali bezespornost matematického objektu, je treba efektivné sestro-
jit predmét spliiujici definici. Uvazujme implicitni definici® pojmu A. UkdZeme-li, Ze
vSechny axiomy jsou pravdivé pro konkrétni predmét B, pak je pojem A zduvodnén
a B je prikladem pojmu A. My pak budeme presvédceni, Ze axiomy jsou bezesporné,
nebot existuje oblast, v jejimz rdmci jsou pravdivimi vijroky.

Klasickym piikladem poloformélniho axiomatického systému je Hilbertova axio-
matizace eukleidovské geometrie, jak ji predlozil v [13]. Dukaz bezespornosti David
Hilbert provedl pfevedenim primitivnich pojmu a relaci do fe¢i analytické geomet-
rie (napi. relaci bod (x,y) nélez{ piimce vyjadsil rovnicl ux + vy + w = 0, kde u, v
nejsou zaroven nulové), éimz bezespornost geometrie prevedl na problém bezespornosti
aritmetiky. Tato relativnost je pro poloformélni axiomatické systémy charakteristicks,
zastavime se u ni také pii rozboru pravdivosti matematickych teorii.

Logika se u poloforméalni axiomatizace uziva intuitivné, pravidla odvozovani nejsou
explicitné vymezena. Podobné je implicitné uzivdna teorie mnozin. Axiomy se totiz
vztahuji k mnoziné primitivnich pojmu (napiiklad v Hilbertové axiomatice geometrie
se jednd o mnozinu vsech bodu, piimek, rovin), mezi nimiz jsou zavedeny primitivni
relace, coz jsou také jisté mnoziny. Poloformalni axiomatika mohla proto vzniknout az
poté, co byly jednotlivé matematické discipliny zalozeny na teorii mnozin.

1.3. Formalni axiomatizace

Formalni axiomatizaci néjaké matematické teorie rozumime teorii, jejiz jazyk je presné
vymezen abecedou — souborem znaku a symbolu pouzivanych v této teorii. Znaky jsou
zakladnimi stavebnimi kameny termu a formuli, z nichz jsou sestaveny vyroky, jez
prohlasime za pravdivé — axiomy.

2Ptipomenme v této souvislosti zavedeni pojmii grupa & vektorovy prostor. Poloformaln{ axiomati-
zace nasla v algebfte Siroké uplatnéni. V celych rozsahlych odvétvich matematiky je mozno vypozorovat
ruzné struktury, podle nichz lze tato odvétvi usporadat. Poloforméalni axiomatizace se stala mimo jiné
zakladnim néstrojem strukturalismu.

3Implicitni definici se rozumi, ze dany pojem je vymezen soustavou axiomi.
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Termy jsou tvofeny pomoci funktoru (n-drnich operaci) a formule pomoci primi-
tivnich predikdtu. Definice termu i formuli jsou konstruktivni (viz ddle o genetické
metodé). Napifklad formdlni aritmetika pfirozenych éisel obsahuje znaky pro indi-
vidudlni proménné (m,n,...), znaky pro bindrni funktory (+, -) a undrni funktor (')
a znak pro primitivni predikét (=).

Kleene ve své knize [14] shrnuje: Znaky jsou konedné objekty a nesmi slouZit
k oznacovdni nécéeho, co je od nich odlisné. Matematik hledi na né, ale ne pres né, ne
na to, co je za mimi; jsou to objekty bez interpretace, bez vijznamu.

K formalizovanému systému je tfeba kromé abecedy a axiomu jesté zvolit systém
odvozovacich pravidel. Obvykle se voli klasicky predikdtovy kalkul. Formaln{ matema-
ticky ditkaz je pak koneénou posloupnosti formuli, z nichz kazd4 je bud axiomem, nebo
je vyvozena z predchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

1.4. Vlastnosti souboru axiomu

Ne kazdy soubor tvrzeni tvoii axiomaticky systém. Klicovou vlastnosti axiomatického
systému je konzistence, tj. ze souboru axiomu nesmi byt mozné odvodit tvrzeni, které
by bylo v rozporu s kterymkoli z axiomu. Konzistenci vsak obecné neumime prokézat.
Muzeme vsak predlozit néjaky model dané soustavy axiomu, tj. primitivnim pojmum
prifadime vyznam tak, Ze pro né axiomy dané soustavy plati. Tim se ukaze, ze sou-
stava axiomu je konzistentni, je-li konzistentni model. Dokéazeme tak alesponi relativnd
konzistenci.

Timto zpusobem napiiklad dokédzal Beltrami roku 1868, ze hyperbolickd geome-
trie je konzistentni, je-li konzistentni geometrie eukleidovskd, nebot vytvofil model
hyperbolické geometrie na tzv. pseudosfére, plose se zdpornou konstantni kiivosti.

Od axiomu dané soustavy casto ocekavame, ze jsou mezdvislé, tj. ze zadny axiom
neni mozno odvodit z axiomu ostatnich. Pozadavek nezavislosti sice neni nutny, ¢asto
v8ak jeho naplnéni ocekdavame. Vyjimkou mohou byt naptiklad axiomatické systémy
sestavené pro ucely vyucovani, kdy piidani nékterych zavislych tvrzeni do axioma-
tického systému muze znacné usnadnit vybudovéni dané discipliny. Piikladem je axio-
matizace geometrie sestavend skupinou SMSG, o niz se zminujeme v tvodu kapitoly
o Birkhoffové axiomatizaci planimetrie.

Nezavislost lze dokazat tak, ze vytvorime model vychazejici ze vSech axiomu,
z nichz jeden je nahrazen svou negaci. Dostaneme-li teorii odlisnou od puvodni, je
ziejmé, ze je tento axiom na ostatnich nezavisly. Pokud by byl zavisly, byla by sou-
stava obsahujici jeho negaci nekonzistentni. Tento postup je nutno provést pro kazdy
jednotlivy axiom z dané soustavy. Takto byla dokazana nezavislost patého Eukleidova
postuldtu: nahrazenim jeho negaci* vznikla neeukleidovska geometrie.

4Existenci rovnobézek lze dokdzat bez pouziti patého Eukleidova postulatu: Kazdym bodem B,
ktery nelezi na dané piimce p, Ize vést alespon jednu prfimku q, kterd s primkou p nemd spolecny
bod, lezi vsak v téze roviné jako piimka p. Otazku jednoznacnosti vSak nelze pouze v rdmci abso-
lutn{ geometrie (tj. geometrie, kterd se od eukleidovské lis{ vynechédnim pétého Eukleidova postuldtu)
rozfesit. Prijmeme-li tedy, Ze takovd pfimka existuje pravé jedna (paty Eukleiduv postuldt), dosta-
neme eukleidovskou geometrii. Druhou moznosti je postulovat negaci patého Eukleidova postulatu,
tj. ze takovych pfimek existuje vice, ¢imz vznikne geometrie Lobacevského (hyperbolickd). Vzhledem
k tomu, Ze vice moznosti nenf, domnival se NIKOLAJ IVANOVIC LOBACEVSKIJ (1792-1856), Ze prostu-
dovanim obou piipada uzavie celou teorii, kterou povazoval za definitivni pangeometrii. Podrobnéji
o neeukleidovskych geometriich viz napf. [8].
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ﬁplnost soustavy axiomu je protipélem nezdvislosti. Rikdme, Ze konzistentni sou-
bor axiomu je uplny, pokud k nému neni mozné pripojit zadny dalsi nezavisly axiom,
ktery je navic s timto souborem konzistentni. Je-li tedy soubor axiomu uplny, tak lze
kazdé tvrzeni v této teorii bud dokdzat, nebo vyvratit.

K dukazu uplnosti lze s vyhodou pouzit kategoriénosti dané soustavy axiomu.
Rikdme, ze axiomaticky systém je kategoricky, jsou-li kazdé dva jeho modely izomorfni.
Kategori¢nost nezddame zdaleka od kazdého axiomatického systému. Napiiklad axio-
my oboru integrity kategorické nejsou, nebot jim vyhovuje nejen mnozina celych &isel,
ale i ¢isel raciondlnich, redlnych a komplexnich (se standardnim s¢itdnim a ndsobenim)
nebo mnoziny polynomu Z[z], Q[z], R[x] ¢i Clx] a dalsi. Zde je vyhodou wviceznacnost
systému.

Jind situace nastdva, pokud k zadanému systému axiomu neexistuji zadné objek-
ty, které by mu vyhovovaly. Takovy soubor axiomu neni konzistentni a hovotrime
o prdzdném axiomatickém systému.

2. Pravdivost matematickych teorii

Uvazujme nyni, v jakém smyslu jsou vysledky matematickych teorii pravdivé, jaka
jsou kritéria jejich pravdivosti. Koresponduji vysledky s tim, co pozorujeme v redlném
sveté? Pak hovorime o tzv. korespondencni pravdivosti. Existuje-li model, v némz jsou
vysledky pravdivé, tak se jednd o tzv. sémantickou pravdivost. Pokud za pravdivé
povazujeme vysledky deduktivné odvozené na ziékladé zvolenych pravidel z daného
souboru axiomu, tak hovofime o tzv. syntaktické pravdivosti.

Tato pojeti pravdivosti v matematice jsou spojena s piistupy k axiomatizaci ma-
tematickych disciplin, jak je naznaceno v tabulce. Podrobnéji je o téchto souvislostech
pojedndno v [6].

obsahova axiomatizace —  korespondené¢ni pravdivost
poloformélni axiomatizace ~— sémanticka pravdivost

formélni axiomatizace — syntakticka pravdivost
Zastavme se jeSté u sémantické pravdivosti, jez je spojena s poloformalni axioma-
tizaci. Na piikladé Hilbertovy axiomatizace geometrie jsme vidéli, ze dukaz jeji be-
zespornosti je zalozen na prevedeni na problém bezespornosti aritmetiky. Sémanticka
pravdivost je tedy relativni, nebot je garantovéna jinou poloformélni teorii — méné
obecnou a méné abstraktni, v niz se axiomy puvodni poloformalni teorie stavaji odvo-
ditelnymi vétami.

3. Genetickd metoda

Jak jsme jiz uvedli, ve forméalnim axiomatickém systému jsou primitivni pojmy specifi-
kovény pouze pomoci vztahu (axiomu), ¢imz dostaneme soustavu abstrakinich objek-
t1. P#i tomto postupu vsak nemusi byt ziejmé, Ze je soustava axiomi konzistentni.® Je
tedy tfeba ovérit, zda soustava vychozich objektu neni prazdnd. To je mozno provést
konstruktivné.6

5piikladem muze byt axiomatické zavedeni mnoziny redlnych &isel jako spojité usporddaného pole.
SNapiiklad lze postupné vybudovat z mnoziny pfirozenych éisel mnozinu é&isel celych a nésledné

racionélnich. Pak je mozno redlnd ¢isla zavést pomoci Dedekindovych fezu, desetinnych rozvoju, nebo
cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel.
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Dostavame se tak k dalsi metodé, kterd je hojné vyuzivana k vystavbé matema-
tickych teorii. Upozornil na ni David Hilbert ve svém ¢ldnku [12]. Jednd se o genetickou
metodu, kterd vychdzi z prvotnich piitomnych objektu, z nichz se danymi procedu-
rami vytvéafeji vechny dalsi objekty. Odpad4 tak problém jejich existence, nebot za
existujici objekty se povazuji pravé ty, které lze zkonstruovat. O genetické metodé je
pojedndno napf. v [14, od s. 26], a [5, s. 31-33].

Na genetickou metodu se muzeme divat jako na protipdl metody axiomatické. Na
pocatku kazdé teorie totiz stoji prvotni objekty a jejich vlastnosti. Zatimco v axioma-
tické metodé vychdzime z vlastnost{ (axiomi), které popisuji blize neurcené objekty,
v genetické metodé nejprve vytvorime objekty pomoci zvolenych procedur.

Ilustrujme pouziti genetické metody na znamém postupu zavedeni piirozenych
¢isel. Méjme jeden prvotni objekt, ozna¢me jej napiiklad 0, a proceduru ', kterd
z kazdého objektu n vytvori (jeden) dalsi objekt n’ (jeho ndslednika). Dostdvdme
tak objekty:

0’ O/, 0//, 0///7 0////’ O/l///7

Tento postup muzeme shrnout do tif kroku:

1. 0 je pfirozené ¢islo.

2. Je-li n prirozené ¢islo, pak také n’ je prirozené &islo.

3. Pfirozenymi ¢isly jsou pouze objekty vytvorené v krocich 1 a 2.
V této induktivni definici jesté chybi explicitni vyjadieni predpokladu ruznosti objektu,
které byly vytvofeny ruznymi zpusoby. V kazdém kroku totiz chceme vygenerovat novy
prvek. Induktivné tak zavedeme novy predikat = pomoci nasledujicich podminek.

4. Pro kazdé prirozené ¢islo n plati, ze n’ # 0.

5. Pro kazd4 prirozena ¢isla m, n plati m’ = n/ préavé tehdy, kdyz m = n.
Vidime, jak se opakovanim zdkladni procedury ’ vytvareji z prvotniho objektu vSechny
dalsi objekty. Tyto objekty bychom vsak vytvareli zbyteéné, kdybychom neméli moz-
nost o nich ziskdvat pravdiva tvrzeni. K tomu nam poslouzi zavedeni dalsich pre-

dikétu a zejména operaci. Predikdt < lze zavést snadno: procedurou ' je pfirozené
déno uspotradani piirozenych ¢isel. Operaci + zavedeme pomoci rekurze:

a) n+ 0= n pro kazdé prirozené &islo n,
b) (n+4+ m)" =n+ m' pro kazdd dvé prirozend ¢isla m, n.

Nyni jiz 1ze dokézat komutativitu a asociativitu s¢itani, zavést pomoci rekurze nasobeni
(existuje jedind operace na N takovd, ze pro kazdd dvé m,n € N plati: n-0 = 0,
n-m’ = n-m+ n), dokdzat asociativitu, komutativitu a distributivitu nésobeni,
a nasledné odvozovat vSechny podstatné véty aritmetiky prirozenych cisel.

V konstrukei je také mozno pokracovat, ¢imz vzniknou postupné ¢éisla celd, ra-
ciondlni, redlnd, komplexni. Vyznamnym a vSeobecné uzndvanym konstitutivnim
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prvkem je zde princip permanentnosti”, kdy pii rozsifovani néjakého pojmu a pii zo-
becnovani pozadujeme zachovani co nejvice vlastnosti puvodnich objektu. Napiiklad
pii rozsifovani pojmu ¢isla vychazime z pozadavku zachovani vlastnosti s¢itani a naso-
ben{ (komutativni, asociativni a distributivni zdkon). Tyto vlastnosti jsou pak fixovény
v axiomech komutativniho télesa (pole).

Pro nékteré smeéry (intuicionizmus, konstruktivizmus) se genetickd metoda stala
zédkladni metodou. Pfi budovani matematické teorie pak nemusime na zacatku pired-
pokladat existenci jisté dané mmoziny objektu, které vyhovuji danym podminkam
(axiomum).

Myslim, ze budovéni nékterych matematickych teorii genetickou metodou muze
byt inspiraci i pro vyucovani matematice. Povazuji za ptijemnéjsi si objekty svého
zkoumani sestrojit, nez je mit uréeny zdéanlivé arbitrarni soustavou podminek. Navic
je také lépe patrné, jakymi objekty byly tyto podminky inspirovany; zajimavé je také
sledovat samotny postup formalizace objektu. Po ziskdni zkuSenosti v dané teorii je
pak snazsi prejit k jeji formalizaci axiomatickou metodou.

V nésledujicich kapitolach se podivame na tii axiomatizace planimetrie. Prvni
je Cerpana z Eukleidovych Zdkladi (I. kniha), druhd je zndmd Hilbertova axioma-
tizace geometrie, ktera je klasickym piikladem poloformalni axiomatizace. Posledni je
ukéazkou axiomatizace planimetrie, v niz se predpoklada znalost redlnych ¢isel, ¢imz
dochézi k redukci soustavy axiomu na pouhé ¢tyfi axiomy.

4. Formalizace planimetrie v I. knize Eukleidovych Zdkladu

V této kapitole nejprve uvedeme komentare k Eukleidové formalizaci planimetrie, k de-
finicim, postuldtum a axiomum. Pokusime se také ukézat, ze Eukleidovu formalizaci
geometrie nen{ mozno povazovat za axiomaticky systém (obsahovd axiomatizace), ale
jeho postup je kombinovéan s genetickou metodou, nebot obsahuje elementy konstruk-
tivnifho pifstupu. Nésledné shrneme definice (izky vybér), obecné principy a postuldty,
abychom ¢tenari usnadnili orientaci v Eukleidové soustaveé.

4.1. Deduktivni budovani teorii v antice

V antické matematice postupné silily snahy o uspotddani nahromadénych vysledki
jednotlivych disciplin. Délo se tak soustavnou aplikaci pozadavku, aby byl kazdy
vysledek fadné odvozen na zakladé jednodussich tvrzeni. Vznikla tak soustava vycha-
zejici z nejjednodussich ndzornych tvrzeni (axiomy) a z nich postupné odvozovanych
vét, pricemz vSechny pouzivané pojmy musely byt predem definovany.

Tento postup pozdéji popsal Aristotelés ve svém spisu Druhé analytiky, kde uvadi,
ze kazda deduktivné budovand disciplina mé vychézet z prvotnich principi, jimiz jsou:

e definice (horoi),

e obecné principy (koinai ennoiai, axiémata, koinai archai) — predpoklady spole¢né
véem matematickym disciplinam,

7Jako prvni jej zformuloval némecky matematik HERMANN HANKEL (1839-1873) roku 1867 v praci
Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze.
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e postuldty (aitémata, idiai archai) — pfedpoklady jedné matematické discipliny
odpovidajici dnesnim axiomum.

Tomuto ¢lenéni odpovidd postup na zacdtku prvni knihy Eukleidovych Zdkladu.
U Aristotela nachdzime jesté jednu klasifikaci pocatka (archai), kterd je blizsi
naSemu pojeti axiomatické metody:

e pocdtky, z nichZ se dokazuje (odpovidaji dnesnim axiomum),
e pocdtky, o nichZ se dokazuje (dnesni primitivni pojmy, prétoi horoi).

V antice deduktivné budovand disciplina vypovidé o redlném (i kdyz idealizovaném)
svété. Axiomy a postuldty tedy museji mit v tomto svété zdklad, axiomatizace je proto
obsahové, nikoli poloformalni, je totiz neodmyslitelné spojena se svym modelem.

Axiomaticky postupovali jen néktefi anti¢ti matematikové. Mezi nimi vynikali
zejména FEukleidés z Alexandrie, Archimédés ze Syrakus a Apollénios z Pergé. Jiné
pristupy k matematice se odrazeji napiiklad ve spisech Héréna, Diofanta, Nikomacha
¢i Pappa.

V nasledujicich odstavcich se zastavime u definic a axiomt. Obé tyto kapitoly bu-
dou mit stejnou strukturu: nejdiive okomentujeme anticky piistup (zaloZeny na Aris-
totelovi a prvnf knize Eukleidovych Zdkladi), déle se struéné zastavime u Hilbertovy
axiomatizace geometrie a nakonec se zminime o nékterych dusledcich pro skolskou
geometrii.

4.1.1. Definice

Definice dle Aristotela odpovidaji na otazku: ,,Co je to?“ Existence takového objektu
je pak predmétem dukazu: Geometr prijimd, co je trojuhelnik; to, Ze existuje, doka-
zuje. Nikdo v8ak nevi, co je nejsouci; aby méla definice smysl, musi tedy definovana véc
existovat. Prvni propozice prvni knihy Zdkladiu je proto konstrukei (rovnostranného
trojihelniku). Jako pifklad uvedme étverec: v definici 1,22 je definovdn, v propo-
zici 1,46 zkonstruovan (¢imz je dokdzdna jeho existence) a poprvé se s nim pracuje
v nésledujici propozici 1,47 (Pythagorova véta).

Aristotelés déle pozaduje, aby terminy uzité v definici oznacovaly véci diive za-
vedené. Kritizuje platénské pojeti, kdy plocha je zavedena jako hranice télesa, ¢ara
deny na zakladé pojmu jednodussich; nejdiive tedy bod, potom plocha, az poté téleso.
Eukleidés tento narok kladeny na definice spliuje. U Hilberta problém odpadl: bod,
pfimka a rovina jsou primitivnimi pojmy, takze zadny z nich neni ,slozitéjsi“.

Ve gkolské matematice neni tato zdsada vzdy dodrzena. Piikladem muZe byt bod,
ktery je nékdy zavadén jako prusecik dvou ruznobéznych piimek (tj. pfimek v roving,
které nejsou rovnobézné), nebot piimka je na elementarni tirovni pomérné ndzornym
pojmem — jejim modelem je napiiklad natazend nit. Navic je pak zfejmé, ze primka je
tvofena body, které na nf lezi, postulovén je tak také pozadavek spojitosti (prusecik
vzdy existuje).

Aristotelés poznamenéva, ze ¢ara je ,proudem bodu* (tj. ziskdna pohybem bodu),
plochu ziskdme pohybem c¢ary a téleso pohybem plochy. Tim sice zachovava poradi
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zavadéni pojmu od jednodussich ke slozitéjsim, vnasi vsak do geometrie cizorody prvek
— pohyb. Tyto charakterizace pomoci pohybu jsou vsak nizorné.®

Je nutno pripomenout, ze Eukleidés pouziva znactné mnozstvi nedefinovanych po-
jmu (napf. éést, délka, konec, §ifka, sklon, stejny, neomezeng, souvisle, rozestup, celek,
veli¢ina, mérit, délit), coz jeho soustavé ubird na presnosti. Nékteré z téchto nedefi-
novanych pojmu se vSak vyskytuji ve formulacich ivodnich definic zdkladnich pojmu
(bod, pfim4 Cdra, rovina, viz definice 1, 2, 4, 5, 7), které dnes povazujeme za pri-
mitivni. Tyto definice vsak Eukleidés nikde nevyuziva. Jedna se tedy o tzv. deskrip-
tivng definice, které slouzi pouze k vysvétleni toho, co je mozno si pod danymi pojmy
predstavit. Prestoze Eukleidés usporadavéa planimetrii do pomérné piisné soustavy,
uvadi na zacatku nazornd vysvétleni, jak si predstavit zdkladni pojmy, s nimiz se
bude déle pracovat. Cini tak védomé a nadrazuje tak didakticky aspekt pouhému ri-
goréznimu budovani planimetrie. Povazujeme za piinosné, kdyz i novodobé ucebnice
matematiky uvazlivé projevuji podobnou didaktickou odvahu a pojmy pfed jejich ko-
rektnim zavedenim ptiblizuji ndzorné, i kdyz ne zcela presné.

4.1.2. Postulaty

Postuldty (pozadavky, z lat. postulo — pozaduji) jsou specifické pro konkrétni dis-
ciplinu. V tomto tedy odpovidaji dnesnim axiomum. Aristotelés predpoklada existenci
tzv. rodu discipliny, napiiklad u geometrie je to velikost, u aritmetiky jednotka. Dale se
implicitné predpoklada existence prvotnich objektu. V planimetrii jsou to body, ¢ary
(mj. také pFimé ¢dry a kruznice), v aritmetice jednotka a ¢islo. Tato existence je podle
Aristotela zpo¢atku hypotézou, kterou piijimadme v ocekavani dukazu. V Eukleido-
vych Zakladech vsak zadné takové dukazy nejsou obsazeny, existenci bodu a ¢ar tedy
Eukleidés implicitné predpoklada.

Prvni tii Eukleidovy postuldty obsahuji pozadavek, aby bylo mozno vést dvéma
body pifmku (a tu souvisle prodlouzit) a narysovat kruznici s danym stfedem a proché-
zejici danym bodem. Jedna se tedy o principy, které maji blizko ke genetické metodé,
nebot pozaduji, aby bylo mozno provést zakladni konstrukce. Na jejich zékladé jsou
pak provadény v rameci jednotlivych propozic konstrukce dalsich objekttu, které jsou
nasledné predmétem zkoumani. Vidime, ze Eukleidova formalizace geometrie nestoji
pouze na zikladé axiomatické metody (obsahovd axiomatizace), ale obsahuje také
prvky metody genetické, nebot postuldty jsou do jisté miry pozadavky existence objek-
tu vzniklych zdkladnimi konstrukcemi. Z téchto objektu pak mohou vznikat dalsi, které
jsou predmétem zkoumadni.

Ve gkolské matematice se vétSinou existenci zékladnich pojmu nezabyvéme, je
povazovana za ziejmou. Je tomu tak proto, ze podobné jako antickd matematika,
i Skolska geometrie je tzce spjata s jednim konkrétnim modelem, ktery je blizky
realnému svétu, s nimz maji zaci fadu zkuSenosti.

80ba uvedené piistupy uvadi napf. Jan Vojtéch ve své ucebnici Geometrie pro IV. tiidu stiednich
skol. 6. prepracované vydani, JOMF, Praha, 1934. Pfi opakovan{ zaveden{ zdkladnich geometrickych
pojmu postupuje od télesa: téleso — plocha (hranice) — ¢éra (hranice € prunik ploch) — bod
(hranice ¢i prusecik ¢ar). Nédsledné uvddi vlastnosti bodu (neméd rozméru) a jeho modely (Edstice
prachu, inkoustu, kiidy). Pohybem bodu pak vznikd ¢dra, pohybem ¢ary pak plocha.

Podobny postup nachdzime i v dalsich uéebnicich, napf. Chléddek Z., Zd'drek J.: Mérictvi pro vyssi
skoly primyslové oddélent strojnického. JCMF, Praha, 1932.
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Eukleidova soustava axiomu byla uzivana az do 19. stoleti. Paty Eukleidav postulat
se vymyka svou komplikovanou formulaci, a tak bylo v prubéhu déjin podniknuto
mnoho pokusu jej dokdzat, coz nakonec vedlo v prvni poloviné 19. stoleti ke vzniku
neeukleidovskych geometrii. Vynechanim 5. postulatu dostavame absolutni geomet-
rii, tj. geometrii nezavislou na 5. postuldtu. Piijmeme-li jeho neplatnost?, dostaneme
Lobacevského (hyperbolickou) geometrii, viz [16].

4.1.3. Obecné principy

Za postuldty jesté Eukleidés piipojuje tzv. obecné principy (nékdy také nazgvané
axiomy nebo obecné usudky), které se v dikazech pouzivaji. Od postuldtu se odlisuji
tim, ze se vztahuji na véechny discipliny (v nichz se vyskytuje velikost), jsou nezdvislé
na konkrétni matematické discipliné, shrnuji tedy obecné principy, které se pti ivahach
uzivaji. Napiiklad v geometrii se muze jednat o usecky, rovinné ¢i prostorové tutvary,
v aritmetice pak o pfirozena ¢isla a podobné.

Dnes bychom k obecnym principum zafadili i principy logické. Ty vSak Aristotelés
shrnuje v samostatném souboru spisu (Organon). Podobné i dnes k poloformélnim
a obsahovym axiomatickym soustavam nepfipojujeme systém odvozovacich pravidel,
kterd jsou povazovana za soucést logiky.

4.2. Eukleidovy definice, postulaty a obecné principy

Preklad nasledujicich definic, postulati a obecnych principu byl pofizen z Heibergova
kritického vydéni [7, s. 2-10].

Definice (horoi)

7 celkem 23 definic uvedenych na zac¢atku I. knihy Eukleidovych Zdkladu uvadime
pouze prvnich sedm. Prvnich devét definic patii mezi tzv. deskriptivni definice, které
nejsou matematickymi definicemi, ale spiSe naznacuji, jak si uvedeny objekt predstavit.

1. Bod je to, co nema zadnou cast.

2. Céra je délka bez sitky.

3. Hranicemi ¢ary jsou body.!?

4. Piima c¢éra je ta, ktera je viici bodim na nf lezicim umisténa stejné.
5. Plocha je to, co mé pouze délku a sitku.

6. Hranicemi plochy jsou ¢ary.

7. Rovinnd plocha je ta, kterd je vici pfimym ¢ardm na ni lezicim umisténa stejné.

9V roving, v niz pro pifmky neplati Eukleidiiv postulat, plati postuldt Lobagevského: bodem A,
ktery nelezi na dané pfimce a, v roviné urcené piimkou a a bodem A, prochézeji alespon dvé ruzné
piimky c, b, které nemaji s ptimkou a zadny spolec¢ny bod.

10Nejedn4 se o definici, ale o vétu, kterd déva oba pojmy do souvislosti. Mize se jednat o snahu
zahrnout i platénské pojeti, kdy se bod definuje jako hranice ¢ary. Podobnym piipadem je definice 6.
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Nésleduji definice dalsich planimetrickych pojmu: thel rovinny a pfimkovy, pravy,
tupy, ostry; utvar; kruh, stfed, prameér, pulkruh; utvary primkové; trojihelniky: rov-
nostranny, rovnoramenny, ruznostranny; pravouhly, tupoihly, ostrouhly; ¢tverec,
obdélnik, kosoc¢tverec, kosodélnik, ruznobéznik (lichobéznik); rovnobézky.

23. Rovnobézné jsou piimé ¢éry, které, kdyz jsou v téze roviné a prodlouzené na obé

strany do nekone¢na, se nikde nesbihaji'’.

Postulaty (pozadavky, aitémata)

1. Necht se pozaduje, aby bylo mozno z kazdého bodu do kazdého bodu vést pifmou
~ 7 12
caru,

2. a ohraniGenou pifmou ¢aru souvisle prodlouzit'3® v pifmou ééru,

3. a ke kazdému stfedu a rozestupu'® narysovat kruznici.

4. A aby si véechny pravé thly byly navzéjem rovny.'®

5. A pokud ptima ¢dra protinajici jiné dvé piimé ¢ary vytvoii na téze strané vnitini

thly, které jsou dohromady mensi nez dva pravé, tak aby se pfi neomezeném

prodluzovani tyto dvé ptimé cary setkaly na té strané, na niz jsou hly mensi

nez dva pravé.'6

Obecné principy (koinai ennoiai)
1. Témuz rovné jsou si rovny i navzajem.
2. A pokud jsou ke stejné velkym pridany stejné velké, jsou i celky stejné velké.
3. A pokud jsou od stejné velkych odebrany stejné velké, jsou i zbytky stejné velké.
4. [A pokud jsou k nestejné velkym priddny stejné velké, jsou i celky nestejné velké.]
5. [A dvojndsobky tychz jsou navzdjem stejné velké.]

6. [A poloviny tychZ jsou navzdjem stejné velké.]!”

1 Nikde se nesbihagi, tj. nemaji spole¢ny bod.

12Vzdslené pfipomind podminky z definice afinnfho prostoru.

13Souvisle prodlouzit (jak je tieba), nikoli prodlouzit do nekonecéna, &i stdle prodluzovat.

14Nejednd se o polomér ve smyslu vzdalenosti, ani o polomér jako tsecku. Ze Zdkladd 1,1 a 1,2
je ziejmé, ze je dén stied a jeden bod kruznice. Tyto dva body jednozna¢né urcuji ,,rozestup“ (fec.
diastéma), ktery vezmeme do ,idealizovaného* kruzitka.

15Pravy thel je definovén bez uziti velikosti thlu. Eukleidés vychédzi z toho, ze vrcholové thly
ruznobézek jsou si rovny. Jsou-li si navic rovny i thly vedlejsi, jsou obé riznobézky na sebe kolmé.
Pozadavek rovnosti viech pravych dhli (af jsou umistény kdekoli v roviné) je mozno interpretovat
jako pozadavek ,,homogenity eukleidovské roviny “.

16Nekdy je tento postuldt nazyvén postuldt ,o rovnobézkdch“ piestoze v ném nejsou nikde rov-
nobézky zminény. Casto se totiz pouzivé ekvivalentni vyjadfeni tohoto postuldtu: Dangm bodem lze
k dané primce, kterd timto bodem mneprochdzi, vést prdvé jednu rovnobézZku. 1 bez 5. postulatu lze
dokézat, ze k dané piimce lze danym bodem na ni nelezicim vést alespori jednu rovnobézku; plyne to
piimo z véty I, 27 v Zdkladech (viz napf. [16]). V 5. postuldtu je viak podstatnd jednoznaénost.

17Obecné principy 4 az 6 nejspise nejsou ptivodni.
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7. A vzijemné se prekryvajici jsou navzajem stejné velké.
8. A celek je vétsi nez jeho ¢ast.
9. A dvé pfimé ¢ary neohranicuji rovinny dtvar.

5. Hilbertova axiomatizace geometrie

Snad vubec nejznaméjsi axiomatizaci geometrie piredlozil roku 1899 DAviD HIL-
BERT (1862-1943) ve své knize Grundlagen der Geometrie (B.G. Teubner, Lipsko),
kterou sestavil na zakladé svych prednasek o eukleidovské geometrii v zimnim se-
mestru 1898/99 na Univerzité v Gottingen. Vytkl si za cfl predlozit jednoduchou
a uplnou soustavu nezdvislych axiomi a odvodit z nich nejdileZitéjsi geometrické véty.
Tato kniha se dockala mnoha vydéni i prekladu. Hilbert svij systém axiomu upravoval
prakticky cely svuj zivot. Pfipojoval také ruzné rozsifujici studie. Predlozeny systém
axiomu odpovida vydéani z roku 1971. Dobfe dostupny je anglicky pieklad [13].

Jak jiz bylo zminéno v ivodni kapitole vénované ruznym typum axiomatizace, Hil-
bertuv systém tadime mezi poloformalni axiomatizace, nikoli pouze obsahové. Neni
totiz vazan na jediny konkrétni model, ale sestavé pouze z axiomu, primitivnich pojmu
a relaci, takze v dukazech vét neni nutné pracovat s ndzornymi piredstavami a opirat
se o realny svét. Naproti tomu Paschovu axiomatizaci geometrie povazujeme za obsa-
hovou, nebot se vyznacuje piili§ tésnou vazbou na redlny svét. Paschovy axiomy sice
shrnuji empiricky materidl, nejdou vsak dédle. V Hilbertové soustavé jsou axiomy samo-
statnéjsi; jakmile jsou jednou zformulovany, mtzeme za primitivni pojmy povazovat
cokoli, co axiomy spliuje, napiiklad trojice ¢isel (body) a jisté rovnice (pfimky, ro-
viny). Bezespornost pak neni ovéfena na zikladé korespondence s redlnym svétem,
ale pfevedenim na bezespornost aritmetiky. Hilbert tak stoji u poc¢atku formalismu,
kdy matematika zkouma systémy axiomi, které mohou byt voleny libovolné, jedinym
omezenim je pozadavek jejich konzistence.'8

Hilbertovy axiomy
Hilbert zvolil za primitivni pojmy bod, primku a rovinu; za primitivni relace leZet mezi
(t¥1 body), leZet na (bod a pifmka, bod a rovina, piimka a rovina), byt shodny (dvé
tsecky, dva tihly).1?
I. Incidence

1. Ke kazdym dvéma bodum A, B existuje pifimka jimi prochazejici,

2. tato pfimka je nejvyse jedna,

3. na piimce lezi alespon 2 body.

188 riiznymi modifikacemi Hilbertovy soustavy axiomi se lze sezndmit napf. v monografii [11]
a prehledové v ¢lanku [9].

9Soubor primitivnich pojmi a relaci lze zredukovat, jak upozoriiuje ve svém &lanku [22] Oswald
Veblen. V axiomech incidence a usporddéani se vyskytuji pojmy bod, primka, rovina, a relace leZet na
a lezet mezi; tyto dvé skupiny axiomu vsak lze zformulovat pouze pomoci pojmu bod a relace leZet
mezi, zbylé pojmy a relace je totiz mozno pomoci téchto dvou elementu definovat. Hilbert vsak ani

v pozdéjsich vydanich k této redukci nepiikroéil, nebot by takovy systém byl slozit&jsi.
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Ke kazdym tiem bodum A, B, C nelezicim na jedné piimce existuje rovina jimi
prochazejici,

tato rovina je nejvyse jedna,
lezi-li v roviné dva body ptimky p, lezi v ni vSechny body ptimky p,
maji-li dvé roviny spoleény bod, pak maji spolecny jesté jiny bod,

existuji alespon 4 body nelezici v roviné.

II. Usporadani

1.

Pokud bod B lezi mezi A a C, pak také lezi mezi C a A, a navic existuje ptimka p
obsahujici A, B, C.

. Lezi-li dva body A, C na piimce p, pak existuje bod B lezici na p mezi nimi.

Ze ti{ bodu na piimce neni vice nez jeden, ktery lezi mezi zbylymi dvéma body.

Paschuv axiom: Jsou-li dany tii body A, B,C a piimka p zidnym z nich ne-
prochézejici, pak plati: protind-li p tsecku AB, pak také protind bud AC,
nebo BC.

III. Shodnost

1.

Pokud A,B € p, A’ € p’ (p ne nutné ruznd od p), pak existuje bod B’ € p/
takovy, ze A’B’ = AB.

Tranzitivita shodnosti dsecek: Pokud AB = A’B’ a AB = A”B”, pak také
A/B/ o A//B//.

Pokud maji tsecky AB a BC lezici na jedné piimce spoleény pouze bod B,
a také A’B’ a B'C’ lezici na jedné (ne nutné jiné) piimece maji spoleény pouze
bod B’, potom plati: jsou-li AB = A’B’ a BC = B'C’, pak také AC = A'C’.
Je-li ddna polopiimka a 1hel®® o, pak existuje pravé jedna polopiimka utvafejici
thel shodny s « lezici na predepsané ,strané“ polopfimky.

Tranzitivita shodnosti tihlu: Pokud a & o a a = o/, pak také o/ = o”.

»,Dusledek sus“: Maji-li dva trojihelniky shodné dvé strany a thel jimi sevieny,
pak maji také shodné zbylé dva vnitini uhly.

IV. Rovnobézky

1.

Eukleidiiv axiom: Bud’ ddna piimka a bod na ni nelezici. Pak v roviné existuje
nejvyse jedna pfimka prochézejici timto bodem a neprotinajici zadanou pfimku.

207Zde se poprvé vyskytuje pojem thel, ktery Hilbert definuje jako dvojici polopifmek s tymz
pocétkem nelezicich v jedné piimce. Nésledné definuje také vnitiek whlu (mnozina vsech takovych
bodu v roving, jejichz spojnice neprotinaji ramena thlu).
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V. Spojitost
1. Archiméduv axiom: Existuje n € N takové, ze n - AB pfesahuje tsecku AC.

2. Axiom tplnosti: mnozinu vSech bodu na piimce uz nelze dale konzistentné rozsitit.
6. Birkhoffova axiomatizace planimetrie

George D.Birkhoff se ve druhé poloviné dvacatych let 20. stoleti pokusil predlozit
zékladni geometrické poznatky v populdrni podobé?!'. Pfitom zjistil, Ze pii budovani
rovinné geometrie lze vychazet z vlastnosti méfitka a ihloméru, musel vSak predpo-
kladat, ze jsou jiz zavedena redlna ¢isla a jsou znamy jejich zékladni vlastnosti. Diky
tomu se mu vSak pocet axiomu podafilo zredukovat na pouhé Ctyfi. Pfislusny soubor
axiomu piedlozil v ¢lanku [4]. V roce 1940 se dokonce objevily ucebnice pro stiedni
gkolu zalozené na Birkhoffové axiomatice rovinné geometrie. Jednalo se vSak o velky
odklon od tradi¢ni eukleidovsky budované geometrie, a proto tyto ucebnice nebyly
prilis ispésné.

Birkhoffova axiomatizace rovinné geometrie je vSak velmi zajimava svym origi-
nalnim pojetim a malym pocétem axiomu. Zaroven ukazuje, jak velkého zjednoduseni
Ize dosdhnout, kdyz predpokldddme znalost redlnych ¢&isel, coz odpovida situaci ve
gkolské matematice. Birkhoffovou axiomatikou se pozdéji inspirovali nékteii tvurci
ucebnic geometrie, v 60. letech ji také vyuzili clenové SMSG (School Mathematics
Study Group) pfi tvorbé vlastniho souboru 22 axiom??, z nichz pak vychézeli v peclivé
pripravené fadé ucebnic.

Birkhoffovy axiomy

G.D. Birkhoff ve svém ¢lanku [4] zvolil za primitivni pojmy bod a prémku (jako
specidlni pifpad mnoziny bodi), za primitivni relace vzddlenost dvou bodu d(-,-), kterd
kazdym dvéma bodum A, B pfifazuje nezdporné reilné ¢islo takové, ze d(A, B) =
= d(B, A), a thel tvoreny usporddanou trojici bodi A, O, B (oznacovany ZAOB), kde
A # O a B # O; thel ZAOB je redlnym ¢islem (mod 27).

1. (Mira na pfimce) Ke kazdé piimce p existuje bijekce mezi jejimi body A, B, ...
a redlnymi ¢isly x takova, ze

|xg —xa| = d(A, B)
pro véechny body A, B € p.?3

2. (Urcenost pfimky dvéma body) Dva dané body P, @, P # Q, obsahuje
pravé jedna piimka p.

21Viz kniha [3] a pozdéji ¢lanek [2].

22 Axiomy SMSG nebyly nezivislé, aby se usnadnilo odvozovani vysledkii skolské geometrie.
Napfiiklad zavedeni obsahu usnadiiuji postuldty 20 (Obsah obdélniku je souc¢inem délky jeho zdkladny
a vysky.) a 22 (Cavalieriho princip). Soubor axiomi SMSG je uveden napf. v [17, s.379-380],
[21, s.186-188].

23Pfedpoklada se, ze x4 je obrazem bodu A v této bijekci, podobné z g je obrazem bodu B.
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3. (Mira dhlu) Mezi polopifmkami I, m, ... s libovolnym pocétkem O a redlnymi
¢isly a (mod 27) existuje bijekce takovd, ze pokud A # O a B # O jsou body
lezici na polopiimce I, resp. na m, tak rozdil a,, — a; (mod 27) je dhel LZAOB.
Navic plati, ze pokud se bod B polopfimky m pohybuje spojité po piimce r
neobsahujici vrchol O, tak se ¢islo a,, méni také spojité.

4. (Podobnost trojuhelnikia — sus) Jestlize ve dvou trojihelnicich AABC
a ANA'B’'C’ plati pro néjakou konstantu k& > 0

d(A'",B"Y=kd(A,B), d(A',C")=kd(AC), /B'A'C'=+BAC,
pak také
d(B',C")=kd(B,C), ZC'B'A'=+CBA, /A'C'B'=+ACB.

Poznamky k Birkhoffovym axiomutm

1. Tento axiom spliuje napf. redlnd osa. V Birkhoffové piistupu k planimetrii neni
tfeba dokazovat, Ze redlnd ¢isla jednoznaéné odpovidaji bodum piimky.

2. Dusledkem tohoto axiomu je, ze dvé piimky mohou mit nejvyse jeden spoleény bod.
Maji-li jeden spoleény bod, fikdme, ze se protinaji a nazyvame je ruznobézky. Jestlize
dvé piimky nemaji zadny spole¢ny bod, fikame, Ze jsou rovnobézné.

3. Polopiimku Birkhoff definuje po formulaci 1. axiomu. Nejprve zavadi, co znamen3,
ze bod B lezi mezi body A a C. Polopfimkou [’ s po¢idtkem O a vnitinim bodem
A # O pak rozum{ t¥{du vsech bodu A’ lezicich na pifmce OA takovych, ze bod O
nelezi mezi A a A’.

Netradi¢ni je pohled na thel — jedna se o primitivni relaci, redlné ¢islo prirazené
tfem bodum tak, jak je specifikovano v axiomu 3. Zde se Birkhoff odchyluje od tradi¢n{
eukleidovské geometrie, kde je tihel definovan jako jista ¢dst roviny; odlisuje se tedy
tihel a jeho velikost.

Druhd ¢ést tietiho axiomu zajistuje, Ze se jednd o archimédovskou rovinu.

4. Trojihelnik neni v ¢ldnku [4] definovén dostatecné presné, pouze je konstatovano, ze
jsou-li dany t¥i rizné body A, B, C, pak tsecky AB, BC, C A tvo7i trojihelnik AABC.
Neni tak zfejmé, zda je trojuhelnik pouze sjednocenim téchto tisecek, nebo zda je ¢asti
roviny témito tseckami ohranicené.

Paty Eukleidtv postulat

Paty Eukleiduv postulat se v Birkhoffové pojeti geometrie stava dokazatelnym tvrze-
nim. Sdm Birkhoff jej ve svém ¢ldnku [4] dokdzal na zdkladé svych ¢tyf axiomu, a to
dokonce dvakrat.

V prvnim piipadé dokazal tvrzeni ekvivalentni s patym Eukleidovym postuldtem:
soucet vnitinich whld v trojihelniku je roven w. Vychézel pfitom ze spojnic stiedu
stran trojuhelniku ABC, ¢imz vznikly trojihelniky AAML, AMBK, ALKC, které
jsou dle Birkhoffova axiomu 4 s puvodnim AABC podobné s koeficientem k = 1/2.
Tyto trojuhelniky jsou navic dle véty sss (kterou Birkhoff také dokdzal) shodné s troj-
thelnikem stiednich pficek AKLM. Doplnime-li tedy piislusné uhly napiiklad pii
vrcholu M, dostaneme ihned pozadované tvrzeni a + 5+ v = .
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V druhém ptipadé Birkhoff piimo dokéazal, ze dangym bodem P prochadzi prdvé jedna
primka rovnobéznd s danou primkou [. Pted tim vsak odvodil tvrzeni, ze danym bodem
Ize k dané ptimce vést jedinou kolmici. Existenci rovnobézky pak lze ukazat konstruk-
tivné: rovnobézkou m k dané pfimce [ prochézejici bodem P je kolmice prochézejici
bodem P ke kolmici PD vedené bodem P k piimce [. Skute¢né, tato , kolmice ke kol-
mici“ m neprotind pifmku [, jinak by totiz jejich prise¢ikem S bylo mozno vést dvé
kolmice k PD: piimky SP a SD.

Jednoznacnost je v ¢lanku [4] dokdzéna sporem. Pokud by bylo mozno bodem P vést
dalsi rovnobézku n s piimkou ! riznou od m, mohli bychom na ni zvolit bod @ rizny
od P a nelezici na piimce m. Timto bodem @ bychom pak vedli kolmici k piimce PD
s patou R, ¢imz by vznikl pravothly trojuhelnik AP RQ. Pokud bychom umistili bod S
na pifmku??* [ tak, aby

SD QR

PD PR’
vznikly by tak dva pravouhlé trojihelniky AQRP, ASDP (nebot oba thly ZQRP,
ZSDP jsou pravé), které by byly dle Birkhoffova axiomu 4 podobné. Polopiimka P.S
by tedy splyvala s poloptimkou P@Q a primka n by tedy nemohla byt s pfimkou I
rovnobéznd, nebot by ji protinala v bodé S.

24 Je teba jej umistit do poloroviny s hraniénf pifmkou PD obsahujicf bod Q.
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