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Poznámky k axiomatizaci planimetrie
Zdeněk Halas

Abstrakt. Axiomatická metoda je považována za hlavńı metodu, kterou je dnes matematika

formalizována. Neńı však jedinou, nav́ıc prošla v pr̊uběhu tiśıcilet́ı poměrně pestrým vývojem.

V tomto př́ıspěvku se pokuśıme na základě charakterizace r̊uzných typ̊u formalizace matema-

tiky zařadit nejznáměǰśı pokusy o axiomatizaci eukleidovské geometrie, zejména Eukleid̊uv,

Hilbert̊uv a Birkhoff̊uv.

1. Různé typy axiomatizace

Axiomatická metoda prošla od prvńıch pokus̊u o axiomatizaci jednotlivých matema-
tických discipĺın ve starověkém Řecku po současnost třemi vývojovými stadii. Bez
jejich charakterizace nelze dobře porozumět prvńımu dochovanému pokusu Euklei-
dovu ani pozděǰśımu vývoji ani axiomatickým systémům či soubor̊um předpoklad̊u,
z nichž vycházelo vyučováńı školské geometrie ve 20. stolet́ı a vycháźı i dnes. Těmito
stadii vývoje axiomatické metody jsou (viz např. [5], [6], [14]):

1. obsahová axiomatizace,

2. poloformálńı axiomatizace,

3. formálńı axiomatizace.

V každé z těchto fáźı vývoje bylo také jiné pojet́ı pravdy v matematice, tj. měnila se
kritéria toho, co považujeme v matematice za pravdivé. Uved’me tedy stručné charak-
terizace těchto vývojových fáźı.

1.1. Obsahová axiomatizace

V prehistorickém obdob́ı se postupně začaly hromadit r̊uznorodé poznatky a utvářet
základńı aritmetické a geometrické pojmy. Vycházelo se zejména z potřeb praxe.
Z doby historické (Egypt, Mezopotámie, Č́ına, Indie) pak máme dochovány texty,
v nichž lze tento vývoj dále pozorovat. Jedná se zejména o sb́ırky řešených úloh už́ıvané
v ṕısařských školách. V těchto úlohách se vyskytuj́ı objekty, které vznikly abstrakćı
př́ımo z praxe (obdélńık, lichoběžńık, kruh, zlomky, . . . ). Tyto objekty se samy staly
předmětem zkoumáńı, které bylo stále v́ıce založeno na deduktivńıch úvahách na úkor
empirických procedur (např. pozorováńı, analogie, neúplná indukce).

Jak docháźı k axiomatizaci tohoto rod́ıćıho se teoretického systému? Po empi-
rickém stádiu nastupuj́ı opakuj́ıćı se a proĺınaj́ıćı se fáze analytická (hledáńı počátk̊u
vznikaj́ıćı teorie) a fáze syntetická (odvozováńı výsledk̊u z počátk̊u). Postupně tak
vznikaj́ı abstraktněǰśı a základněǰśı pojmy bod, př́ımka, rovina a základńı tvrzeńı,
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z nichž vyplývaj́ı složitěǰśı výsledky źıskané dř́ıve empiricky, i výsledky zcela nové.
Postupně jsou odvozeny i výsledky, které jsou za hranicemi empirické ověřitelnosti
(např. existence nesouměřitelných úseček), a objevuj́ı se pojmy, jež vznikly abstrak-
ćı z abstrakćı, takže v nich už neńı možno oddělit ty aspekty, které jsou odrazem
vlastnost́ı a vztah̊u reálného světa, od aspekt̊u, které vznikly v́ıcenásobnou abstrakćı.

Naznačeným zp̊usobem může vznikat tzv. obsahový axiomatický systém. Charak-
teristické pro něj je, že bezprostředně vycháźı z konkrétńıho obsahu, který formalizuje
a je s ńım úzce svázán.

Velmi pěkně to shrnul Moritz Pasch ve svých Přednáškách o nověǰśı geometrii1,
viz [18]: Když vylouč́ıme věty a poučky opřené o d̊ukazy, z̊ustane skupina vět, z nichž
m̊užeme odvodit všechny ostatńı. Jsou to základńı věty založené bezprostředně na pozo-
rováńı. . . Základńı věty maj́ı úplně shrnout empirický materiál určený ke zpracováńı
v matematice tak, abychom se jǐz nemuseli po jejich stanoveńı vracet zpět ke smyslovým
vjem̊um. Primitivńı pojmy Pasch považoval za odpozorované z př́ırody: Základńı pojmy
nejsou definovány, žádná definice neńı schopna nahradit ten prostředek, který jediný
otev́ırá cestu k poznáńı a pochopeńı jednoduchých pojm̊u nepřeveditelných na jiné; tento
prostředek je odkázáńı se na vhodné objekty z př́ırody. . .

Jaké by měl mı́t obsahový axiomatický systém vlastnosti? Měl by být dostatečně:

•
”
obsahový“, tj. dostatečně přesně popisuj́ıćı skutečnost, aby bylo možno deduk-

tivně odvodit všechny podstatné výsledky objevené empiricky,

• abstraktńı, aby bylo možno deduktivně odvodit všechny podstatné matematické
výsledky,

• obecný, aby bylo možno deduktivně odvodit i daľśı výsledky, které nejsou známy
z empirické fáze.

Moritz Pasch považoval ve svých Přednáškách o nověǰśı geometrii axiomy za evi-
dentńı: Charakter nejvyšš́ı spolehlivosti matematiky je dán nepopiratelnost́ı d̊ukaz̊u,
jimǐz se převáděj́ı věty na axiomy, ve spojeńı s evidentnost́ı těchto axiom̊u, které jsou
zaručeny nejjednodušš́ı zkušenost́ı.

Evidentnost axiomů však neńı tak zřejmá, jak by se mohlo na prvńı pohled zdát.
Snadno můžeme nalézt př́ıklady axiomů, které jsou méně evidentńı, než některá tvrzeńı
z nich odvozená. Známý je př́ıklad z eukleidovské geometrie: věta, která tvrd́ı, že za
jistých předpoklad̊u se dvě kružnice prot́ınaj́ı ve dvou r̊uzných bodech, je evidentněǰśı
než axiom spojitosti použitý při jej́ım d̊ukazu. Podobně komutativita sč́ıtáńı v N je
evidentněǰśı než princip matematické indukce, na němž je tento d̊ukaz založen. Také
samotný pátý Eukleid̊uv postulát může posloužit jako př́ıklad neevidentńıho axiomu,
po v́ıce než 2 000 let se jej matematikové pokoušeli dokázat.

Obsahová axiomatizace je stále živá ve školńım vyučováńı. Žáci se tak mohou oṕırat
o své zkušenosti s reálným světem, č́ımž matematika nabývá na názornosti. Na vhod-
nost tohoto př́ıstupu ve školské matematice opakovaně upozorňuje např. F. Kuřina,

1Moritz Pasch (1843–1930) se zde jako prvńı pokusil sestavit soubor axiomů, který by neobsa-
hoval mezery pozorovatelné v Eukleidových postulátech. Viz též [20, s. 134–135]. Jeho soubor axiomů
planimetrie a stereometrie je ukázkou obsahové axiomatizace.
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viz např. kniha [15]; v této souvislosti hovoř́ı o tzv. přirozeném př́ıstupu a za dobrý
př́ıklad uvád́ı knihu Hadamardovu [10].

S postupuj́ıćım matematickým vzděláńım pak ubývá prvk̊u obsahovosti a přibývá
formalizace. Nejedná se pouze o zpřesňováńı jednotlivých definic, vět a d̊ukaz̊u, ale
o podstatně jiný př́ıstup k matematice, jak uvid́ıme v následuj́ıćı kapitole.

1.2. Poloformálńı axiomatizace

Zat́ımco obsahová axiomatizace je vázána na reálný svět (či jiný obsah), který se
snaž́ı s jistou mı́rou abstrakce formalizovat, poloformálńı axiomatizace jde o krok
dále: vycháźı z v́ıce model̊u, které postihuje. Primitivńı pojmy implicitně vymezené
pomoćı axiomů jsou vyjádřeny pomoćı proměnných. Axiomy se tak stávaj́ı formou
s proměnným obsahem, č́ımž je vzniklá teorie otevřena r̊uzným interpretaćım. Kon-
krétńı interpretace pak vzniká volbou konkrétńıch objekt̊u, relaćı a operaćı, které
vyhovuj́ı všem axiomům dané teorie.2 Interpretaćı je také zajǐstěna bezespornost po-
loformálńıho axiomatického systému, nebot’ existuje-li jeho interpretace, model, lze
podmı́nky dané axiomy naplnit, uskutečnit. A co je uskutečnitelné, to považujeme za
bezesporné. Srozumitelně to shrnul H. Poincaré ve své knize [19, s. 195]:

Abychom dokázali bezespornost matematického objektu, je třeba efektivně sestro-
jit předmět splňuj́ıćı definici. Uvažujme implicitńı definici3 pojmu A. Ukážeme-li, že
všechny axiomy jsou pravdivé pro konkrétńı předmět B, pak je pojem A zd̊uvodněn
a B je př́ıkladem pojmu A. My pak budeme přesvědčeni, že axiomy jsou bezesporné,
nebot’ existuje oblast, v jej́ımž rámci jsou pravdivými výroky.

Klasickým př́ıkladem poloformálńıho axiomatického systému je Hilbertova axio-
matizace eukleidovské geometrie, jak ji předložil v [13]. Důkaz bezespornosti David
Hilbert provedl převedeńım primitivńıch pojmů a relaćı do řeči analytické geomet-
rie (např. relaci bod (x, y) nálež́ı př́ımce vyjádřil rovnićı ux + vy + w = 0, kde u, v
nejsou zároveň nulové), č́ımž bezespornost geometrie převedl na problém bezespornosti
aritmetiky. Tato relativnost je pro poloformálńı axiomatické systémy charakteristická,
zastav́ıme se u ńı také při rozboru pravdivosti matematických teoríı.

Logika se u poloformálńı axiomatizace už́ıvá intuitivně, pravidla odvozováńı nejsou
explicitně vymezena. Podobně je implicitně už́ıvána teorie množin. Axiomy se totiž
vztahuj́ı k množině primitivńıch pojmů (např́ıklad v Hilbertově axiomatice geometrie
se jedná o množinu všech bod̊u, př́ımek, rovin), mezi nimiž jsou zavedeny primitivńı
relace, což jsou také jisté množiny. Poloformálńı axiomatika mohla proto vzniknout až
poté, co byly jednotlivé matematické discipĺıny založeny na teorii množin.

1.3. Formálńı axiomatizace

Formálńı axiomatizaćı nějaké matematické teorie rozumı́me teorii, jej́ıž jazyk je přesně
vymezen abecedou – souborem znak̊u a symbol̊u použ́ıvaných v této teorii. Znaky jsou
základńımi stavebńımi kameny term̊u a formuĺı, z nichž jsou sestaveny výroky, jež
prohláśıme za pravdivé – axiomy.

2Připomeňme v této souvislosti zavedeńı pojmů grupa či vektorový prostor. Poloformálńı axiomati-
zace našla v algebře široké uplatněńı. V celých rozsáhlých odvětv́ıch matematiky je možno vypozorovat
r̊uzné struktury, podle nichž lze tato odvětv́ı uspořádat. Poloformálńı axiomatizace se stala mimo jiné
základńım nástrojem strukturalismu.

3Implicitńı definićı se rozumı́, že daný pojem je vymezen soustavou axiomů.
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Termy jsou tvořeny pomoćı funktor̊u (n-árńıch operaćı) a formule pomoćı primi-
tivńıch predikát̊u. Definice termů i formuĺı jsou konstruktivńı (viz dále o genetické
metodě). Např́ıklad formálńı aritmetika přirozených č́ısel obsahuje znaky pro indi-
viduálńı proměnné (m,n, . . . ), znaky pro binárńı funktory (+, ·) a unárńı funktor (′)
a znak pro primitivńı predikát (=).

Kleene ve své knize [14] shrnuje: Znaky jsou konečné objekty a nesmı́ sloužit
k označováńı něčeho, co je od nich odlǐsné. Matematik hled́ı na ně, ale ne přes ně, ne
na to, co je za nimi; jsou to objekty bez interpretace, bez významu.

K formalizovanému systému je třeba kromě abecedy a axiomů ještě zvolit systém
odvozovaćıch pravidel. Obvykle se voĺı klasický predikátový kalkul. Formálńı matema-
tický d̊ukaz je pak konečnou posloupnost́ı formuĺı, z nichž každá je bud’ axiomem, nebo
je vyvozena z předchoźıch formuĺı pomoćı odvozovaćıch pravidel.

1.4. Vlastnosti souboru axiomů

Ne každý soubor tvrzeńı tvoř́ı axiomatický systém. Kĺıčovou vlastnost́ı axiomatického
systému je konzistence, tj. ze souboru axiomů nesmı́ být možné odvodit tvrzeńı, které
by bylo v rozporu s kterýmkoli z axiomů. Konzistenci však obecně neumı́me prokázat.
Můžeme však předložit nějaký model dané soustavy axiomů, tj. primitivńım pojmům
přǐrad́ıme význam tak, že pro ně axiomy dané soustavy plat́ı. T́ım se ukáže, že sou-
stava axiomů je konzistentńı, je-li konzistentńı model. Dokážeme tak alespoň relativńı
konzistenci.

T́ımto zp̊usobem např́ıklad dokázal Beltrami roku 1868, že hyperbolická geome-
trie je konzistentńı, je-li konzistentńı geometrie eukleidovská, nebot’ vytvořil model
hyperbolické geometrie na tzv. pseudosféře, ploše se zápornou konstantńı křivost́ı.

Od axiomů dané soustavy často očekáváme, že jsou nezávislé, tj. že žádný axiom
neńı možno odvodit z axiomů ostatńıch. Požadavek nezávislosti sice neńı nutný, často
však jeho naplněńı očekáváme. Výjimkou mohou být např́ıklad axiomatické systémy
sestavené pro účely vyučováńı, kdy přidáńı některých závislých tvrzeńı do axioma-
tického systému může značně usnadnit vybudováńı dané discipĺıny. Př́ıkladem je axio-
matizace geometrie sestavená skupinou SMSG, o ńıž se zmiňujeme v úvodu kapitoly
o Birkhoffově axiomatizaci planimetrie.

Nezávislost lze dokázat tak, že vytvoř́ıme model vycházej́ıćı ze všech axiomů,
z nichž jeden je nahrazen svou negaćı. Dostaneme-li teorii odlǐsnou od p̊uvodńı, je
zřejmé, že je tento axiom na ostatńıch nezávislý. Pokud by byl závislý, byla by sou-
stava obsahuj́ıćı jeho negaci nekonzistentńı. Tento postup je nutno provést pro každý
jednotlivý axiom z dané soustavy. Takto byla dokázána nezávislost pátého Eukleidova
postulátu: nahrazeńım jeho negaćı4 vznikla neeukleidovská geometrie.

4Existenci rovnoběžek lze dokázat bez použit́ı pátého Eukleidova postulátu: Každým bodem B,
který nelež́ı na dané př́ımce p, lze vést alespoň jednu př́ımku q, která s př́ımkou p nemá společný
bod, lež́ı však v téže rovině jako př́ımka p. Otázku jednoznačnosti však nelze pouze v rámci abso-
lutńı geometrie (tj. geometrie, která se od eukleidovské lǐśı vynecháńım pátého Eukleidova postulátu)
rozřešit. Přijmeme-li tedy, že taková př́ımka existuje právě jedna (pátý Eukleid̊uv postulát), dosta-
neme eukleidovskou geometrii. Druhou možnost́ı je postulovat negaci pátého Eukleidova postulátu,
tj. že takových př́ımek existuje v́ıce, č́ımž vznikne geometrie Lobačevského (hyperbolická). Vzhledem
k tomu, že v́ıce možnost́ı neńı, domńıval se Nikolaj Ivanovič Lobačevskij (1792–1856), že prostu-
dováńım obou př́ıpad̊u uzavře celou teorii, kterou považoval za definitivńı pangeometrii. Podrobněji
o neeukleidovských geometríıch viz např. [8].
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Úplnost soustavy axiomů je protipólem nezávislosti. Ř́ıkáme, že konzistentńı sou-
bor axiomů je úplný, pokud k němu neńı možné připojit žádný daľśı nezávislý axiom,
který je nav́ıc s t́ımto souborem konzistentńı. Je-li tedy soubor axiomů úplný, tak lze
každé tvrzeńı v této teorii bud’ dokázat, nebo vyvrátit.

K d̊ukazu úplnosti lze s výhodou použ́ıt kategoričnosti dané soustavy axiomů.
Ř́ıkáme, že axiomatický systém je kategorický, jsou-li každé dva jeho modely izomorfńı.
Kategoričnost nežádáme zdaleka od každého axiomatického systému. Např́ıklad axio-
my oboru integrity kategorické nejsou, nebot’ jim vyhovuje nejen množina celých č́ısel,
ale i č́ısel racionálńıch, reálných a komplexńıch (se standardńım sč́ıtáńım a násobeńım)
nebo množiny polynomů Z[x], Q[x], R[x] či C[x] a daľśı. Zde je výhodou v́ıceznačnost
systému.

Jiná situace nastává, pokud k zadanému systému axiomů neexistuj́ı žádné objek-
ty, které by mu vyhovovaly. Takový soubor axiomů neńı konzistentńı a hovoř́ıme
o prázdném axiomatickém systému.

2. Pravdivost matematických teoríı

Uvažujme nyńı, v jakém smyslu jsou výsledky matematických teoríı pravdivé, jaká
jsou kritéria jejich pravdivosti. Koresponduj́ı výsledky s t́ım, co pozorujeme v reálném
světě? Pak hovoř́ıme o tzv. korespondenčńı pravdivosti. Existuje-li model, v němž jsou
výsledky pravdivé, tak se jedná o tzv. sémantickou pravdivost. Pokud za pravdivé
považujeme výsledky deduktivně odvozené na základě zvolených pravidel z daného
souboru axiomů, tak hovoř́ıme o tzv. syntaktické pravdivosti.

Tato pojet́ı pravdivosti v matematice jsou spojena s př́ıstupy k axiomatizaci ma-
tematických discipĺın, jak je naznačeno v tabulce. Podrobněji je o těchto souvislostech
pojednáno v [6].

obsahová axiomatizace −→ korespondenčńı pravdivost

poloformálńı axiomatizace −→ sémantická pravdivost

formálńı axiomatizace −→ syntaktická pravdivost
Zastavme se ještě u sémantické pravdivosti, jež je spojena s poloformálńı axioma-

tizaćı. Na př́ıkladě Hilbertovy axiomatizace geometrie jsme viděli, že d̊ukaz jej́ı be-
zespornosti je založen na převedeńı na problém bezespornosti aritmetiky. Sémantická
pravdivost je tedy relativńı, nebot’ je garantována jinou poloformálńı teoríı – méně
obecnou a méně abstraktńı, v ńıž se axiomy p̊uvodńı poloformálńı teorie stávaj́ı odvo-
ditelnými větami.

3. Genetická metoda

Jak jsme již uvedli, ve formálńım axiomatickém systému jsou primitivńı pojmy specifi-
kovány pouze pomoćı vztah̊u (axiomů), č́ımž dostaneme soustavu abstraktńıch objek-
t̊u. Při tomto postupu však nemuśı být zřejmé, že je soustava axiomů konzistentńı.5 Je
tedy třeba ověřit, zda soustava výchoźıch objekt̊u neńı prázdná. To je možno provést
konstruktivně.6

5Př́ıkladem může být axiomatické zavedeńı množiny reálných č́ısel jako spojitě uspořádaného pole.
6Např́ıklad lze postupně vybudovat z množiny přirozených č́ısel množinu č́ısel celých a následně

racionálńıch. Pak je možno reálná č́ısla zavést pomoćı Dedekindových řez̊u, desetinných rozvoj̊u, nebo
cauchyovských posloupnost́ı racionálńıch č́ısel.
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Dostáváme se tak k daľśı metodě, která je hojně využ́ıvána k výstavbě matema-
tických teoríı. Upozornil na ni David Hilbert ve svém článku [12]. Jedná se o genetickou
metodu, která vycháźı z prvotńıch př́ıtomných objekt̊u, z nichž se danými procedu-
rami vytvářej́ı všechny daľśı objekty. Odpadá tak problém jejich existence, nebot’ za
existuj́ıćı objekty se považuj́ı právě ty, které lze zkonstruovat. O genetické metodě je
pojednáno např. v [14, od s. 26], a [5, s. 31–33].

Na genetickou metodu se můžeme d́ıvat jako na protipól metody axiomatické. Na
počátku každé teorie totiž stoj́ı prvotńı objekty a jejich vlastnosti. Zat́ımco v axioma-
tické metodě vycháźıme z vlastnost́ı (axiomů), které popisuj́ı bĺıže neurčené objekty,
v genetické metodě nejprve vytvoř́ıme objekty pomoćı zvolených procedur.

Ilustrujme použit́ı genetické metody na známém postupu zavedeńı přirozených
č́ısel. Mějme jeden prvotńı objekt, označme jej např́ıklad 0, a proceduru ′, která
z každého objektu n vytvoř́ı (jeden) daľśı objekt n′ (jeho následńıka). Dostáváme
tak objekty:

0, 0′, 0′′, 0′′′, 0′′′′, 0′′′′′, . . .

Tento postup můžeme shrnout do tř́ı krok̊u:

1. 0 je přirozené č́ıslo.

2. Je-li n přirozené č́ıslo, pak také n′ je přirozené č́ıslo.

3. Přirozenými č́ısly jsou pouze objekty vytvořené v kroćıch 1 a 2.

V této induktivńı definici ještě chyb́ı explicitńı vyjádřeńı předpokladu r̊uznosti objekt̊u,
které byly vytvořeny r̊uznými zp̊usoby. V každém kroku totiž chceme vygenerovat nový
prvek. Induktivně tak zavedeme nový predikát = pomoćı následuj́ıćıch podmı́nek.

4. Pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı, že n′ 6= 0.

5. Pro každá přirozená č́ısla m, n plat́ı m′ = n′ právě tehdy, když m = n.

Vid́ıme, jak se opakováńım základńı procedury ′ vytvářej́ı z prvotńıho objektu všechny
daľśı objekty. Tyto objekty bychom však vytvářeli zbytečně, kdybychom neměli mož-
nost o nich źıskávat pravdivá tvrzeńı. K tomu nám poslouž́ı zavedeńı daľśıch pre-
dikát̊u a zejména operaćı. Predikát < lze zavést snadno: procedurou ′ je přirozeně
dáno uspořádáńı přirozených č́ısel. Operaci + zavedeme pomoćı rekurze:

a) n+ 0 = n pro každé přirozené č́ıslo n,

b) (n+m)′ = n+m′ pro každá dvě přirozená č́ısla m, n.

Nyńı již lze dokázat komutativitu a asociativitu sč́ıtáńı, zavést pomoćı rekurze násobeńı
(existuje jediná operace na N taková, že pro každá dvě m,n ∈ N plat́ı: n · 0 = 0,
n · m′ = n · m + n), dokázat asociativitu, komutativitu a distributivitu násobeńı,
a následně odvozovat všechny podstatné věty aritmetiky přirozených č́ısel.

V konstrukci je také možno pokračovat, č́ımž vzniknou postupně č́ısla celá, ra-
cionálńı, reálná, komplexńı. Významným a všeobecně uznávaným konstitutivńım
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prvkem je zde princip permanentnosti7, kdy při rozšǐrováńı nějakého pojmu a při zo-
becňováńı požadujeme zachováńı co nejv́ıce vlastnost́ı p̊uvodńıch objekt̊u. Např́ıklad
při rozšǐrováńı pojmu č́ısla vycháźıme z požadavku zachováńı vlastnost́ı sč́ıtáńı a náso-
beńı (komutativńı, asociativńı a distributivńı zákon). Tyto vlastnosti jsou pak fixovány
v axiomech komutativńıho tělesa (pole).

Pro některé směry (intuicionizmus, konstruktivizmus) se genetická metoda stala
základńı metodou. Při budováńı matematické teorie pak nemuśıme na začátku před-
pokládat existenci jisté dané množiny objekt̊u, které vyhovuj́ı daným podmı́nkám
(axiomům).

Mysĺım, že budováńı některých matematických teoríı genetickou metodou může
být inspiraćı i pro vyučováńı matematice. Považuji za př́ıjemněǰśı si objekty svého
zkoumáńı sestrojit, než je mı́t určeny zdánlivě arbitrárńı soustavou podmı́nek. Nav́ıc
je také lépe patrné, jakými objekty byly tyto podmı́nky inspirovány; zaj́ımavé je také
sledovat samotný postup formalizace objekt̊u. Po źıskáńı zkušenost́ı v dané teorii je
pak snazš́ı přej́ıt k jej́ı formalizaci axiomatickou metodou.

V následuj́ıćıch kapitolách se pod́ıváme na tři axiomatizace planimetrie. Prvńı
je čerpána z Eukleidových Základ̊u (I. kniha), druhá je známá Hilbertova axioma-
tizace geometrie, která je klasickým př́ıkladem poloformálńı axiomatizace. Posledńı je
ukázkou axiomatizace planimetrie, v ńıž se předpokládá znalost reálných č́ısel, č́ımž
docháźı k redukci soustavy axiomů na pouhé čtyři axiomy.

4. Formalizace planimetrie v I. knize Eukleidových Základ̊u

V této kapitole nejprve uvedeme komentáře k Eukleidově formalizaci planimetrie, k de-
finićım, postulát̊um a axiomům. Pokuśıme se také ukázat, že Eukleidovu formalizaci
geometrie neńı možno považovat za axiomatický systém (obsahová axiomatizace), ale
jeho postup je kombinován s genetickou metodou, nebot’ obsahuje elementy konstruk-
tivńıho př́ıstupu. Následně shrneme definice (úzký výběr), obecné principy a postuláty,
abychom čtenáři usnadnili orientaci v Eukleidově soustavě.

4.1. Deduktivńı budováńı teoríı v antice

V antické matematice postupně śılily snahy o uspořádáńı nahromaděných výsledk̊u
jednotlivých discipĺın. Dělo se tak soustavnou aplikaćı požadavku, aby byl každý
výsledek řádně odvozen na základě jednodušš́ıch tvrzeńı. Vznikla tak soustava vychá-
zej́ıćı z nejjednodušš́ıch názorných tvrzeńı (axiomy) a z nich postupně odvozovaných
vět, přičemž všechny použ́ıvané pojmy musely být předem definovány.

Tento postup později popsal Aristotelés ve svém spisu Druhé analytiky, kde uvád́ı,
že každá deduktivně budovaná discipĺına má vycházet z prvotńıch princip̊u, jimiž jsou:

• definice (horoi),

• obecné principy (koinai ennoiai, axiómata, koinai archai) – předpoklady společné
všem matematickým discipĺınám,

7Jako prvńı jej zformuloval německý matematik Hermann Hankel (1839–1873) roku 1867 v práci
Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze.
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• postuláty (aitémata, idiai archai) – předpoklady jedné matematické discipĺıny
odpov́ıdaj́ıćı dnešńım axiomům.

Tomuto členěńı odpov́ıdá postup na začátku prvńı knihy Eukleidových Základ̊u.

U Aristotela nacháźıme ještě jednu klasifikaci počátk̊u (archai), která je bližš́ı
našemu pojet́ı axiomatické metody:

• počátky, z nichž se dokazuje (odpov́ıdaj́ı dnešńım axiomům),

• počátky, o nichž se dokazuje (dnešńı primitivńı pojmy, prótoi horoi).

V antice deduktivně budovaná discipĺına vypov́ıdá o reálném (i když idealizovaném)
světě. Axiomy a postuláty tedy musej́ı mı́t v tomto světě základ, axiomatizace je proto
obsahová, nikoli poloformálńı, je totiž neodmyslitelně spojena se svým modelem.

Axiomaticky postupovali jen někteř́ı antičt́ı matematikové. Mezi nimi vynikali
zejména Eukleidés z Alexandrie, Archimédés ze Syrákús a Apollónios z Pergé. Jiné
př́ıstupy k matematice se odrážej́ı např́ıklad ve spisech Héróna, Diofanta, Nı́komacha
či Pappa.

V následuj́ıćıch odstavćıch se zastav́ıme u definic a axiomů. Obě tyto kapitoly bu-
dou mı́t stejnou strukturu: nejdř́ıve okomentujeme antický př́ıstup (založený na Aris-
totelovi a prvńı knize Eukleidových Základ̊u), dále se stručně zastav́ıme u Hilbertovy
axiomatizace geometrie a nakonec se zmı́ńıme o některých d̊usledćıch pro školskou
geometrii.

4.1.1. Definice

Definice dle Aristotela odpov́ıdaj́ı na otázku:
”
Co je to?“ Existence takového objektu

je pak předmětem d̊ukazu: Geometr přij́ımá, co je trojúhelńık; to, že existuje, doka-
zuje. Nikdo však nev́ı, co je nejsoućı; aby měla definice smysl, muśı tedy definovaná věc
existovat. Prvńı propozice prvńı knihy Základ̊u je proto konstrukćı (rovnostranného
trojúhelńıku). Jako př́ıklad uved’me čtverec: v definici I, 22 je definován, v propo-
zici I, 46 zkonstruován (č́ımž je dokázána jeho existence) a poprvé se s ńım pracuje
v následuj́ıćı propozici I, 47 (Pýthagorova věta).

Aristotelés dále požaduje, aby termı́ny užité v definici označovaly věci dř́ıve za-
vedené. Kritizuje platónské pojet́ı, kdy plocha je zavedena jako hranice tělesa, čára
jako hranice plochy a bod jako hranice čáry. Složitěǰśı pojmy by totiž měly být zave-
deny na základě pojmů jednodušš́ıch; nejdř́ıve tedy bod, potom plocha, až poté těleso.
Eukleidés tento nárok kladený na definice splňuje. U Hilberta problém odpadl: bod,
př́ımka a rovina jsou primitivńımi pojmy, takže žádný z nich neńı

”
složitěǰśı“.

Ve školské matematice neńı tato zásada vždy dodržena. Př́ıkladem může být bod,
který je někdy zaváděn jako pr̊useč́ık dvou r̊uznoběžných př́ımek (tj. př́ımek v rovině,
které nejsou rovnoběžné), nebot’ př́ımka je na elementárńı úrovni poměrně názorným
pojmem – jej́ım modelem je např́ıklad natažená nit. Nav́ıc je pak zřejmé, že př́ımka je
tvořena body, které na ńı lež́ı, postulován je tak také požadavek spojitosti (pr̊useč́ık
vždy existuje).

Aristotelés poznamenává, že čára je
”
proudem bod̊u“ (tj. źıskána pohybem bodu),

plochu źıskáme pohybem čáry a těleso pohybem plochy. T́ım sice zachovává pořad́ı
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zaváděńı pojmů od jednodušš́ıch ke složitěǰśım, vnáš́ı však do geometrie cizorodý prvek
– pohyb. Tyto charakterizace pomoćı pohybu jsou však názorné.8

Je nutno připomenout, že Eukleidés použ́ıvá značné množstv́ı nedefinovaných po-
jmů (např. část, délka, konec, š́ı̌rka, sklon, stejný, neomezeně, souvisle, rozestup, celek,
veličina, měřit, dělit), což jeho soustavě ub́ırá na přesnosti. Některé z těchto nedefi-
novaných pojmů se však vyskytuj́ı ve formulaćıch úvodńıch definic základńıch pojmů
(bod, př́ımá čára, rovina, viz definice 1, 2, 4, 5, 7), které dnes považujeme za pri-
mitivńı. Tyto definice však Eukleidés nikde nevyuž́ıvá. Jedná se tedy o tzv. deskrip-
tivńı definice, které slouž́ı pouze k vysvětleńı toho, co je možno si pod danými pojmy
představit. Přestože Eukleidés uspořádává planimetrii do poměrně př́ısné soustavy,
uvád́ı na začátku názorná vysvětleńı, jak si představit základńı pojmy, s nimiž se
bude dále pracovat. Čińı tak vědomě a nadřazuje tak didaktický aspekt pouhému ri-
gorózńımu budováńı planimetrie. Považujeme za př́ınosné, když i novodobé učebnice
matematiky uvážlivě projevuj́ı podobnou didaktickou odvahu a pojmy před jejich ko-
rektńım zavedeńım přibližuj́ı názorně, i když ne zcela přesně.

4.1.2. Postuláty

Postuláty (požadavky, z lat. postulō – požaduji) jsou specifické pro konkrétńı dis-
cipĺınu. V tomto tedy odpov́ıdaj́ı dnešńım axiomům. Aristotelés předpokládá existenci
tzv. rodu discipĺıny, např́ıklad u geometrie je to velikost, u aritmetiky jednotka. Dále se
implicitně předpokládá existence prvotńıch objekt̊u. V planimetrii jsou to body, čáry
(mj. také př́ımé čáry a kružnice), v aritmetice jednotka a č́ıslo. Tato existence je podle
Aristotela zpočátku hypotézou, kterou přij́ımáme v očekáváńı d̊ukazu. V Eukleido-
vých Základech však žádné takové d̊ukazy nejsou obsaženy, existenci bod̊u a čar tedy
Eukleidés implicitně předpokládá.

Prvńı tři Eukleidovy postuláty obsahuj́ı požadavek, aby bylo možno vést dvěma
body př́ımku (a tu souvisle prodloužit) a narýsovat kružnici s daným středem a prochá-
zej́ıćı daným bodem. Jedná se tedy o principy, které maj́ı bĺızko ke genetické metodě,
nebot’ požaduj́ı, aby bylo možno provést základńı konstrukce. Na jejich základě jsou
pak prováděny v rámci jednotlivých propozic konstrukce daľśıch objekt̊u, které jsou
následně předmětem zkoumáńı. Vid́ıme, že Eukleidova formalizace geometrie nestoj́ı
pouze na základě axiomatické metody (obsahová axiomatizace), ale obsahuje také
prvky metody genetické, nebot’ postuláty jsou do jisté mı́ry požadavky existence objek-
t̊u vzniklých základńımi konstrukcemi. Z těchto objekt̊u pak mohou vznikat daľśı, které
jsou předmětem zkoumáńı.

Ve školské matematice se většinou existenćı základńıch pojmů nezabýváme, je
považována za zřejmou. Je tomu tak proto, že podobně jako antická matematika,
i školská geometrie je úzce spjata s jedńım konkrétńım modelem, který je bĺızký
reálnému světu, s ńımž maj́ı žáci řadu zkušenost́ı.

8Oba uvedené př́ıstupy uvád́ı např. Jan Vojtěch ve své učebnici Geometrie pro IV. tř́ıdu středńıch
škol. 6. přepracované vydáńı, JČMF, Praha, 1934. Při opakováńı zavedeńı základńıch geometrických
pojmů postupuje od tělesa: těleso → plocha (hranice) → čára (hranice či pr̊unik ploch) → bod
(hranice či pr̊useč́ık čar). Následně uvád́ı vlastnosti bodu (nemá rozměru) a jeho modely (částice
prachu, inkoustu, kř́ıdy). Pohybem bodu pak vzniká čára, pohybem čáry pak plocha.

Podobný postup nacháźıme i v daľśıch učebnićıch, např. Chládek Z., Žd’árek J.: Měřictv́ı pro vyšš́ı
školy pr̊umyslové odděleńı strojnického. JČMF, Praha, 1932.
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Eukleidova soustava axiomů byla už́ıvána až do 19. stolet́ı. Pátý Eukleid̊uv postulát
se vymyká svou komplikovanou formulaćı, a tak bylo v pr̊uběhu dějin podniknuto
mnoho pokus̊u jej dokázat, což nakonec vedlo v prvńı polovině 19. stolet́ı ke vzniku
neeukleidovských geometríı. Vynecháńım 5. postulátu dostáváme absolutńı geomet-
rii, tj. geometrii nezávislou na 5. postulátu. Přijmeme-li jeho neplatnost9, dostaneme
Lobačevského (hyperbolickou) geometrii, viz [16].

4.1.3. Obecné principy

Za postuláty ještě Eukleidés připojuje tzv. obecné principy (někdy také nazývané
axiomy nebo obecné úsudky), které se v d̊ukazech použ́ıvaj́ı. Od postulát̊u se odlǐsuj́ı
t́ım, že se vztahuj́ı na všechny discipĺıny (v nichž se vyskytuje velikost), jsou nezávislé
na konkrétńı matematické discipĺıně, shrnuj́ı tedy obecné principy, které se při úvahách
už́ıvaj́ı. Např́ıklad v geometrii se může jednat o úsečky, rovinné či prostorové útvary,
v aritmetice pak o přirozená č́ısla a podobně.

Dnes bychom k obecným princip̊um zařadili i principy logické. Ty však Aristotelés
shrnuje v samostatném souboru spis̊u (Organon). Podobně i dnes k poloformálńım
a obsahovým axiomatickým soustavám nepřipojujeme systém odvozovaćıch pravidel,
která jsou považována za součást logiky.

4.2. Eukleidovy definice, postuláty a obecné principy

Překlad následuj́ıćıch definic, postulát̊u a obecných princip̊u byl poř́ızen z Heibergova
kritického vydáńı [7, s. 2–10].

Definice (horoi)

Z celkem 23 definic uvedených na začátku I. knihy Eukleidových Základ̊u uvád́ıme
pouze prvńıch sedm. Prvńıch devět definic patř́ı mezi tzv. deskriptivńı definice, které
nejsou matematickými definicemi, ale sṕı̌se naznačuj́ı, jak si uvedený objekt představit.

1. Bod je to, co nemá žádnou část.

2. Čára je délka bez š́ı̌rky.

3. Hranicemi čáry jsou body.10

4. Př́ımá čára je ta, která je v̊uči bod̊um na ńı lež́ıćım umı́stěna stejně.

5. Plocha je to, co má pouze délku a š́ı̌rku.

6. Hranicemi plochy jsou čáry.

7. Rovinná plocha je ta, která je v̊uči př́ımým čarám na ńı lež́ıćım umı́stěna stejně.

9V rovině, v ńıž pro př́ımky neplat́ı Eukleid̊uv postulát, plat́ı postulát Lobačevského: bodem A,
který nelež́ı na dané př́ımce a, v rovině určené př́ımkou a a bodem A, procházej́ı alespoň dvě r̊uzné
př́ımky c, b, které nemaj́ı s př́ımkou a žádný společný bod.

10Nejedná se o definici, ale o větu, která dává oba pojmy do souvislosti. Může se jednat o snahu
zahrnout i platónské pojet́ı, kdy se bod definuje jako hranice čáry. Podobným př́ıpadem je definice 6.
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Následuj́ı definice daľśıch planimetrických pojmů: úhel rovinný a př́ımkový, pravý,
tupý, ostrý; útvar; kruh, střed, pr̊uměr, p̊ulkruh; útvary př́ımkové; trojúhelńıky: rov-
nostranný, rovnoramenný, r̊uznostranný; pravoúhlý, tupoúhlý, ostroúhlý; čtverec,
obdélńık, kosočtverec, kosodélńık, r̊uznoběžńık (lichoběžńık); rovnoběžky.

23. Rovnoběžné jsou př́ımé čáry, které, když jsou v téže rovině a prodloužené na obě
strany do nekonečna, se nikde nesb́ıhaj́ı11.

Postuláty (požadavky, aitémata)

1. Necht’ se požaduje, aby bylo možno z každého bodu do každého bodu vést př́ımou
čáru,12

2. a ohraničenou př́ımou čáru souvisle prodloužit13 v př́ımou čáru,

3. a ke každému středu a rozestupu14 narýsovat kružnici.

4. A aby si všechny pravé úhly byly navzájem rovny.15

5. A pokud př́ımá čára prot́ınaj́ıćı jiné dvě př́ımé čáry vytvoř́ı na téže straně vnitřńı
úhly, které jsou dohromady menš́ı než dva pravé, tak aby se při neomezeném
prodlužováńı tyto dvě př́ımé čáry setkaly na té straně, na ńıž jsou úhly menš́ı
než dva pravé.16

Obecné principy (koinai ennoiai)

1. Témuž rovné jsou si rovny i navzájem.

2. A pokud jsou ke stejně velkým přidány stejně velké, jsou i celky stejně velké.

3. A pokud jsou od stejně velkých odebrány stejně velké, jsou i zbytky stejně velké.

4. [A pokud jsou k nestejně velkým přidány stejně velké, jsou i celky nestejně velké.]

5. [A dvojnásobky týchž jsou navzájem stejně velké.]

6. [A poloviny týchž jsou navzájem stejně velké.]17

11Nikde se nesb́ıhaj́ı, tj. nemaj́ı společný bod.
12Vzdáleně připomı́ná podmı́nky z definice afinńıho prostoru.
13Souvisle prodloužit (jak je třeba), nikoli prodloužit do nekonečna, či stále prodlužovat.
14Nejedná se o poloměr ve smyslu vzdálenosti, ani o poloměr jako úsečku. Ze Základ̊u I,1 a I,2

je zřejmé, že je dán střed a jeden bod kružnice. Tyto dva body jednoznačně určuj́ı
”
rozestup“ (řec.

diastéma), který vezmeme do
”
idealizovaného“ kruž́ıtka.

15Pravý úhel je definován bez užit́ı velikosti úhlu. Eukleidés vycháźı z toho, že vrcholové úhly
r̊uznoběžek jsou si rovny. Jsou-li si nav́ıc rovny i úhly vedleǰśı, jsou obě r̊uznoběžky na sebe kolmé.
Požadavek rovnosti všech pravých úhl̊u (at’ jsou umı́stěny kdekoli v rovině) je možno interpretovat
jako požadavek

”
homogenity eukleidovské roviny“.

16Někdy je tento postulát nazýván postulát
”

o rovnoběžkách“, přestože v něm nejsou nikde rov-
noběžky zmı́něny. Často se totiž použ́ıvá ekvivalentńı vyjádřeńı tohoto postulátu: Daným bodem lze
k dané př́ımce, která t́ımto bodem neprocháźı, vést právě jednu rovnoběžku. I bez 5. postulátu lze
dokázat, že k dané př́ımce lze daným bodem na ńı nelež́ıćım vést alespoň jednu rovnoběžku; plyne to
př́ımo z věty I, 27 v Základech (viz např. [16]). V 5. postulátu je však podstatná jednoznačnost.

17Obecné principy 4 až 6 nejsṕı̌se nejsou p̊uvodńı.
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7. A vzájemně se překrývaj́ıćı jsou navzájem stejně velké.

8. A celek je větš́ı než jeho část.

9. A dvě př́ımé čáry neohraničuj́ı rovinný útvar.

5. Hilbertova axiomatizace geometrie

Snad v̊ubec nejznáměǰśı axiomatizaci geometrie předložil roku 1899 David Hil-
bert (1862–1943) ve své knize Grundlagen der Geometrie (B. G. Teubner, Lipsko),
kterou sestavil na základě svých přednášek o eukleidovské geometrii v zimńım se-
mestru 1898/99 na Univerzitě v Göttingen. Vytkl si za ćıl předložit jednoduchou
a úplnou soustavu nezávislých axiom̊u a odvodit z nich nejd̊uležitěǰśı geometrické věty.
Tato kniha se dočkala mnoha vydáńı i překlad̊u. Hilbert sv̊uj systém axiomů upravoval
prakticky celý sv̊uj život. Připojoval také r̊uzné rozšǐruj́ıćı studie. Předložený systém
axiomů odpov́ıdá vydáńı z roku 1971. Dobře dostupný je anglický překlad [13].

Jak již bylo zmı́něno v úvodńı kapitole věnované r̊uzným typ̊um axiomatizace, Hil-
bert̊uv systém řad́ıme mezi poloformálńı axiomatizace, nikoli pouze obsahové. Neńı
totiž vázán na jediný konkrétńı model, ale sestává pouze z axiomů, primitivńıch pojmů
a relaćı, takže v d̊ukazech vět neńı nutné pracovat s názornými představami a oṕırat
se o reálný svět. Naproti tomu Paschovu axiomatizaci geometrie považujeme za obsa-
hovou, nebot’ se vyznačuje př́ılǐs těsnou vazbou na reálný svět. Paschovy axiomy sice
shrnuj́ı empirický materiál, nejdou však dále. V Hilbertově soustavě jsou axiomy samo-
statněǰśı; jakmile jsou jednou zformulovány, můžeme za primitivńı pojmy považovat
cokoli, co axiomy splňuje, např́ıklad trojice č́ısel (body) a jisté rovnice (př́ımky, ro-
viny). Bezespornost pak neńı ověřena na základě korespondence s reálným světem,
ale převedeńım na bezespornost aritmetiky. Hilbert tak stoj́ı u počátk̊u formalismu,
kdy matematika zkoumá systémy axiomů, které mohou být voleny libovolně, jediným
omezeńım je požadavek jejich konzistence.18

Hilbertovy axiomy

Hilbert zvolil za primitivńı pojmy bod, př́ımku a rovinu; za primitivńı relace ležet mezi
(tři body), ležet na (bod a př́ımka, bod a rovina, př́ımka a rovina), být shodný (dvě
úsečky, dva úhly).19

I. Incidence

1. Ke každým dvěma bod̊um A, B existuje př́ımka jimi procházej́ıćı,

2. tato př́ımka je nejvýše jedna,

3. na př́ımce lež́ı alespoň 2 body.

18S r̊uznými modifikacemi Hilbertovy soustavy axiomů se lze seznámit např. v monografii [11]
a přehledově v článku [9].

19Soubor primitivńıch pojmů a relaćı lze zredukovat, jak upozorňuje ve svém článku [22] Oswald
Veblen. V axiomech incidence a uspořádáńı se vyskytuj́ı pojmy bod, př́ımka, rovina, a relace ležet na
a ležet mezi ; tyto dvě skupiny axiomů však lze zformulovat pouze pomoćı pojmu bod a relace ležet
mezi, zbylé pojmy a relace je totiž možno pomoćı těchto dvou element̊u definovat. Hilbert však ani
v pozděǰśıch vydáńıch k této redukci nepřikročil, nebot’ by takový systém byl složitěǰśı.

62 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 63 (2018), č. 1



4. Ke každým třem bod̊um A, B, C nelež́ıćım na jedné př́ımce existuje rovina jimi
procházej́ıćı,

5. tato rovina je nejvýše jedna,

6. lež́ı-li v rovině dva body př́ımky p, lež́ı v ńı všechny body př́ımky p,

7. maj́ı-li dvě roviny společný bod, pak maj́ı společný ještě jiný bod,

8. existuj́ı alespoň 4 body nelež́ıćı v rovině.

II. Uspořádáńı

1. Pokud bod B lež́ı mezi A a C, pak také lež́ı mezi C a A, a nav́ıc existuje př́ımka p
obsahuj́ıćı A,B,C.

2. Lež́ı-li dva body A,C na př́ımce p, pak existuje bod B lež́ıćı na p mezi nimi.

3. Ze tř́ı bod̊u na př́ımce neńı v́ıce než jeden, který lež́ı mezi zbylými dvěma body.

4. Pasch̊uv axiom: Jsou-li dány tři body A,B,C a př́ımka p žádným z nich ne-
procházej́ıćı, pak plat́ı: prot́ıná-li p úsečku AB, pak také prot́ıná bud’ AC,
nebo BC.

III. Shodnost

1. Pokud A,B ∈ p, A′ ∈ p′ (p′ ne nutně r̊uzná od p), pak existuje bod B′ ∈ p′

takový, že A′B′ ∼= AB.

2. Tranzitivita shodnosti úseček: Pokud AB ∼= A′B′ a AB ∼= A′′B′′, pak také
A′B′ ∼= A′′B′′.

3. Pokud maj́ı úsečky AB a BC lež́ıćı na jedné př́ımce společný pouze bod B,
a také A′B′ a B′C ′ lež́ıćı na jedné (ne nutně jiné) př́ımce maj́ı společný pouze
bod B′, potom plat́ı: jsou-li AB ∼= A′B′ a BC ∼= B′C ′, pak také AC ∼= A′C ′.

4. Je-li dána polopř́ımka a úhel20 α, pak existuje právě jedna polopř́ımka utvářej́ıćı
úhel shodný s α lež́ıćı na předepsané

”
straně“ polopř́ımky.

5. Tranzitivita shodnosti úhl̊u: Pokud α ∼= α′ a α ∼= α′′, pak také α′ ∼= α′′.

6.
”
Důsledek sus“: Maj́ı-li dva trojúhelńıky shodné dvě strany a úhel jimi sevřený,

pak maj́ı také shodné zbylé dva vnitřńı úhly.

IV. Rovnoběžky

1. Eukleid̊uv axiom: Bud’ dána př́ımka a bod na ńı nelež́ıćı. Pak v rovině existuje
nejvýše jedna př́ımka procházej́ıćı t́ımto bodem a neprot́ınaj́ıćı zadanou př́ımku.

20Zde se poprvé vyskytuje pojem úhel, který Hilbert definuje jako dvojici polopř́ımek s týmž
počátkem nelež́ıćıch v jedné př́ımce. Následně definuje také vnitřek úhlu (množina všech takových
bod̊u v rovině, jejichž spojnice neprot́ınaj́ı ramena úhlu).
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V. Spojitost

1. Archiméd̊uv axiom: Existuje n ∈ N takové, že n ·AB přesahuje úsečku AC.

2. Axiom úplnosti: množinu všech bod̊u na př́ımce už nelze dále konzistentně rozš́ı̌rit.

6. Birkhoffova axiomatizace planimetrie

George D. Birkhoff se ve druhé polovině dvacátých let 20. stolet́ı pokusil předložit
základńı geometrické poznatky v populárńı podobě21. Přitom zjistil, že při budováńı
rovinné geometrie lze vycházet z vlastnost́ı měř́ıtka a úhloměru, musel však předpo-
kládat, že jsou již zavedena reálná č́ısla a jsou známy jejich základńı vlastnosti. Dı́ky
tomu se mu však počet axiomů podařilo zredukovat na pouhé čtyři. Př́ıslušný soubor
axiomů předložil v článku [4]. V roce 1940 se dokonce objevily učebnice pro středńı
školu založené na Birkhoffově axiomatice rovinné geometrie. Jednalo se však o velký
odklon od tradičńı eukleidovsky budované geometrie, a proto tyto učebnice nebyly
př́ılǐs úspěšné.

Birkhoffova axiomatizace rovinné geometrie je však velmi zaj́ımavá svým origi-
nálńım pojet́ım a malým počtem axiomů. Zároveň ukazuje, jak velkého zjednodušeńı
lze dosáhnout, když předpokládáme znalost reálných č́ısel, což odpov́ıdá situaci ve
školské matematice. Birkhoffovou axiomatikou se později inspirovali někteř́ı tv̊urci
učebnic geometrie, v 60. letech ji také využili členové SMSG (School Mathematics
Study Group) při tvorbě vlastńıho souboru 22 axiomů22, z nichž pak vycházeli v pečlivě
připravené řadě učebnic.

Birkhoffovy axiomy

G. D. Birkhoff ve svém článku [4] zvolil za primitivńı pojmy bod a př́ımku (jako
speciálńı př́ıpad množiny bod̊u), za primitivńı relace vzdálenost dvou bod̊u d(·, ·), která
každým dvěma bod̊um A, B přǐrazuje nezáporné reálné č́ıslo takové, že d(A,B) =
= d(B,A), a úhel tvořený uspořádanou trojićı bod̊u A, O, B (označovaný ∠AOB), kde
A 6= O a B 6= O; úhel ∠AOB je reálným č́ıslem (mod 2π).

1. (Mı́ra na př́ımce) Ke každé př́ımce p existuje bijekce mezi jej́ımi body A,B, . . .
a reálnými č́ısly x taková, že

|xB − xA| = d(A,B)

pro všechny body A,B ∈ p.23

2. (Určenost př́ımky dvěma body) Dva dané body P,Q, P 6= Q, obsahuje
právě jedna př́ımka p.

21Viz kniha [3] a později článek [2].
22Axiomy SMSG nebyly nezávislé, aby se usnadnilo odvozováńı výsledk̊u školské geometrie.

Např́ıklad zavedeńı obsahu usnadňuj́ı postuláty 20 (Obsah obdélńıku je součinem délky jeho základny
a výšky.) a 22 (Cavalieriho princip). Soubor axiomů SMSG je uveden např. v [17, s. 379–380],
[21, s. 186–188].

23Předpokládá se, že xA je obrazem bodu A v této bijekci, podobně xB je obrazem bodu B.
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3. (Mı́ra úhlu) Mezi polopř́ımkami l,m, . . . s libovolným počátkem O a reálnými
č́ısly a (mod 2π) existuje bijekce taková, že pokud A 6= O a B 6= O jsou body
lež́ıćı na polopř́ımce l, resp. na m, tak rozd́ıl am − al (mod 2π) je úhel ∠AOB.
Nav́ıc plat́ı, že pokud se bod B polopř́ımky m pohybuje spojitě po př́ımce r
neobsahuj́ıćı vrchol O, tak se č́ıslo am měńı také spojitě.

4. (Podobnost trojúhelńık̊u – sus) Jestliže ve dvou trojúhelńıćıch 4ABC
a 4A′B′C ′ plat́ı pro nějakou konstantu k > 0

d(A′, B′) = k d(A,B) , d(A′, C ′) = k d(A,C) , ∠B′A′C ′ = ±BAC ,

pak také

d(B′, C ′) = k d(B,C) , ∠C ′B′A′ = ±CBA , ∠A′C ′B′ = ±ACB .

Poznámky k Birkhoffovým axiomům

1. Tento axiom splňuje např. reálná osa. V Birkhoffově př́ıstupu k planimetrii neńı
třeba dokazovat, že reálná č́ısla jednoznačně odpov́ıdaj́ı bod̊um př́ımky.

2. Důsledkem tohoto axiomu je, že dvě př́ımky mohou mı́t nejvýše jeden společný bod.
Maj́ı-li jeden společný bod, ř́ıkáme, že se prot́ınaj́ı a nazýváme je r̊uznoběžky. Jestliže
dvě př́ımky nemaj́ı žádný společný bod, ř́ıkáme, že jsou rovnoběžné.

3. Polopř́ımku Birkhoff definuje po formulaci 1. axiomu. Nejprve zavád́ı, co znamená,
že bod B lež́ı mezi body A a C. Polopř́ımkou l′ s počátkem O a vnitřńım bodem
A 6= O pak rozumı́ tř́ıdu všech bod̊u A′ lež́ıćıch na př́ımce OA takových, že bod O
nelež́ı mezi A a A′.

Netradičńı je pohled na úhel – jedná se o primitivńı relaci, reálné č́ıslo přǐrazené
třem bod̊um tak, jak je specifikováno v axiomu 3. Zde se Birkhoff odchyluje od tradičńı
eukleidovské geometrie, kde je úhel definován jako jistá část roviny; odlǐsuje se tedy
úhel a jeho velikost.

Druhá část třet́ıho axiomu zajǐst’uje, že se jedná o archimédovskou rovinu.

4. Trojúhelńık neńı v článku [4] definován dostatečně přesně, pouze je konstatováno, že
jsou-li dány tři r̊uzné body A,B,C, pak úsečky AB, BC, CA tvoř́ı trojúhelńık4ABC.
Neńı tak zřejmé, zda je trojúhelńık pouze sjednoceńım těchto úseček, nebo zda je část́ı
roviny těmito úsečkami ohraničené.

Pátý Eukleid̊uv postulát

Pátý Eukleid̊uv postulát se v Birkhoffově pojet́ı geometrie stává dokazatelným tvrze-
ńım. Sám Birkhoff jej ve svém článku [4] dokázal na základě svých čtyř axiomů, a to
dokonce dvakrát.

V prvńım př́ıpadě dokázal tvrzeńı ekvivalentńı s pátým Eukleidovým postulátem:
součet vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku je roven π. Vycházel přitom ze spojnic střed̊u
stran trojúhelńıku ABC, č́ımž vznikly trojúhelńıky 4AML, 4MBK, 4LKC, které
jsou dle Birkhoffova axiomu 4 s p̊uvodńım 4ABC podobné s koeficientem k = 1/2.
Tyto trojúhelńıky jsou nav́ıc dle věty sss (kterou Birkhoff také dokázal) shodné s troj-
úhelńıkem středńıch př́ıček 4KLM . Doplńıme-li tedy př́ıslušné úhly např́ıklad při
vrcholu M , dostaneme ihned požadované tvrzeńı α+ β + γ = π.
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V druhém př́ıpadě Birkhoff př́ımo dokázal, že daným bodem P procháźı právě jedna
př́ımka rovnoběžná s danou př́ımkou l. Před t́ım však odvodil tvrzeńı, že daným bodem
lze k dané př́ımce vést jedinou kolmici. Existenci rovnoběžky pak lze ukázat konstruk-
tivně: rovnoběžkou m k dané př́ımce l procházej́ıćı bodem P je kolmice procházej́ıćı
bodem P ke kolmici PD vedené bodem P k př́ımce l. Skutečně, tato

”
kolmice ke kol-

mici“ m neprot́ıná př́ımku l, jinak by totiž jejich pr̊useč́ıkem S bylo možno vést dvě
kolmice k PD: př́ımky SP a SD.

Jednoznačnost je v článku [4] dokázána sporem. Pokud by bylo možno bodem P vést
daľśı rovnoběžku n s př́ımkou l r̊uznou od m, mohli bychom na ńı zvolit bod Q r̊uzný
od P a nelež́ıćı na př́ımce m. T́ımto bodem Q bychom pak vedli kolmici k př́ımce PD
s patou R, č́ımž by vznikl pravoúhlý trojúhelńık4PRQ. Pokud bychom umı́stili bod S
na př́ımku24 l tak, aby

SD

PD
=
QR

PR
,

vznikly by tak dva pravoúhlé trojúhelńıky 4QRP , 4SDP (nebot’ oba úhly ∠QRP ,
∠SDP jsou pravé), které by byly dle Birkhoffova axiomu 4 podobné. Polopř́ımka PS
by tedy splývala s polopř́ımkou PQ a př́ımka n by tedy nemohla být s př́ımkou l
rovnoběžná, nebot’ by ji prot́ınala v bodě S.

24Je třeba jej umı́stit do poloroviny s hraničńı př́ımkou PD obsahuj́ıćı bod Q.
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		webmaster@dml.cz
	2018-06-04T15:33:38+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




