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Pozoruhodné vlastnosti dualnich
a rovnosténnych ctyrsténu
Jan Brandts, Michal KriZek

Vénovano prof. RNDr. Karlu Segethovi, CSc., k jeho 75. narozenindm

Abstrakt. V ¢lanku budeme studovat t¥idu dudlnich simplexii v n-rozmérném eukleidovském
prostoru. Dokazeme, Ze tato tiida je stejnd jako tiida tzv. dobfe centrovanych simplexi.
Déle ukézeme, Ze jisté prirozené konvergencni vlastnosti dudlnich trojihelnik nelze pfimo
zobecnit do trojrozmérného prostoru. K tomuto ticelu predstavime rovnosténné ctyrstény, coz
je specidlni podtiida dobfe centrovanych ctyrstén.

1. Uvod

Tento ¢lanek je volnym pokracovanim prace [2] o ¢tyFsténech a simplexech bez tupych
uhla. Nezli ukdzeme, k ¢emu mohou byt dudlni ¢tyrstény uzitecné, uvedeme nékolik
zékladnich definic a tvrzeni.

Necht m > n jsou prirozend Cd¢isla. Pripomenme, ze n-rozmérny simplexr S
v m-rozmérném eukleidovském prostoru E™ je konvexni obal n 4+ 1 bodt, které ne-
lezi v jedné nadroviné n-rozmérného prostoru. Tyto body se nazyvaji vrcholy S. Jeho
nadsténami budeme rozumét (n — 1)-rozmérné simplexy tvorené konvexnimi obaly ja-
kychkoliv n vrcholt simplexu S. V celém ¢lanku budeme ztotoziiovat vrcholy s vektory.
Definice 1.1. Simplex S se nazyva dobre centrovany, jestlize stted koule opsané lezi
ve vnitiku S.

Nésledujici véta podéava zajimavou charakterizaci dobfe centrovanych simplexu.
Véta 1.1. Simplex je dobre centrovany pravé tehdy, kdyz jeho vrcholy nelezi na jedné
hemisfére opsané koule.

Dikaz lze nalézt v ¢lanku [4]. Opird se o nékteré dvahy J. W. Gadduma [9] z ro-
ku 1956.

Definice 1.2. Necht S je libovolny simplex. Pak simplex, jehoz vrcholy jsou body
dotyku n-rozmérné koule vepsané do S, budeme znacit S’ a nazyvat simplex dudini k S.
Véta 1.2. Kazdy dualni simplex je dobre centrovany.

Diikaz. Necht S’ je dudlni simplex k simplexu S. Koule vepsand S je ziejmé zarover
kouli opsanou dudlnimu simplexu S’. Podle [4, véta 3] lze stied G koule vepsané S
vyjadfit jako konvexni kombinaci vrcholtt Ay, A}, ..., Al simplexu S’ s kladnymi ko-
eficienty ¢; > 0, tj. G = coAj + c1 Ay + -+ + ¢, AL, Vrcholy Al tedy neleZi na jedné
hemisféfe uvazované koule. Z véty 1.1 je nyni patrno, ze S’ je dobfe centrovany. [
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V kapitole 3 ukazeme, ze plati i obracené tvrzeni — viz véta 3.2. Dobfe centrované
simplexy hraji dulezitou roli pri numerickém feSeni parcialnich diferencialnich rovnic
metodou koneénych prvku, viz napt. [3], [10], [12]. Pokud napiiklad triangulace ohra-
ni¢ené rovinné oblasti obsahuje jeden tupothly trojihelnik (jenz podle definice 1.1
neni dobfe centrovany), pak pfi numerickém FeSeni Laplaceovy ¢i Poissonovy rovnice
je porusen diskrétni princip maxima. Pak ovSem teplo poc¢itané numericky mize téci
z chladnéjsich ¢4sti do teplejsich, coz neodpovida skuteénosti [3]. Jestlize kazdy sim-
plex v dané konformni (angl. face-to-face) triangulaci polytopické oblasti v E™ obsahuje
stfed koule opsané (stfed muZe byt i na hranici simplexu), pak je triangulace Delau-
nayova, viz [13, s.200] a [17]. Ne kazd4 Delaunayova triangulace se ale skladd z dobie
centrovanych simplexii.

Kazdou konformni triangulaci v E? tvofenou dobfe centrovanymi éty¥stény s ostro-
thlymi sténami (angl. fully well-centered) lze rozdélit na pravoihlé ¢tyfstény [12], coz
jsou pfirozend zobecnéni pravothlych trojihelnikit do E®. Radim Hosek v [10] uvadi,
pro¢ je vhodné pouzivat dobfe centrované ctyfstény na okrajové tlohy s Neuman-
novou okrajovou podminkou. Dale predklada algoritmus, jak rozdélit trojrozmérny
prostor na shodné (aZz na zrcadleni) dobfe centrované Ctyfstény (viz téz [3, s.326]
a [15]). Rada dal$ich uzite¢nych vlastnosti dobie centrovanych simplext je uvedena
téz v [8], [16], [17] aj.

Definice 1.3. Dva simplexy S a S budeme nazjvat podobné a psét
S~S,

jestlize existuje konstanta g > 0, ortogonalni matice @Q (tj. Q' = QY a vektor
posunuti b € E™ tak, ze S = f(5), kde f(x) = ¢Qz + b pro x € E™.

Zobrazeni f vyse uvedeného typu se nazyva podobnost a plati pro né

d(f(x)vf(y)) = qd(x,y) Vz,y € 5,

kde d(-, ) je standardn{ eukleidovskd vzdalenost. Je-li ¢ = 1, pak se zobrazeni f nazyva
izometrie.

2. Dualni trojihelniky

Pro jednoduchost se v této pripravné kapitole budeme zabyvat pouze pripadem n = 2.
Predné je dulezité si uvédomit, ze trojuhelnik je ostrothly pravé tehdy, kdyz jeho
vrcholy nelezi na jedné pulkruznici opsané kruznice. To nastéva pravé tehdy, kdyz je
dobfe centrovany (viz definice 1.1).

Lemma 2.1. Necht T je libovolny trojihelnik. Pak jeho dudl T' je ostrotihly trojihel-
nik.

Diikaz. Oznac¢me «, 3, thly v trojihelniku 7. Pak

slat+pB), sla+q), 3(B+7) (2.1)

jsou thly v dudlnim trojthelniku 7" (viz obrézek 2.1). Ziejmé jsou ostré, protoze
Lla+ B+7) = 90°. O

42 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 63 (2018), ¢. 1



Obr. 2.1. Uhly v trojihelniku T a jeho dudlu T”

Obr. 2.2. Duélni trojihelnik k dudlnimu trojihelniku tupoihlého trojihelnika je témér rovno-
stranny trojihelnik.

Lemma 2.2. Jestlize T je libovolny ostrothly trojuhelnik, pak existuje trojithelnik T
tak, 7e T =T'.

Ditkaz. Necht T je libovolny ostrothly trojihelnik. Jak jiz bylo feceno na zacatku
této kapitoly, T je zaroven dobre centrovany. Oznac¢me jeho vrcholy symboly fl, B , C.
Tyto body zfejmé nelezi na jedné pulkruznici kruznice k opsané T. Kazdy par te-
¢en ke k ve dvou ruznych vrcholech se protind ve vrcholu hledaného trojihelnika 7.
VsSechny tTi tecny v bodech A, B,C k opsané kruznici k proto urcuji trojuhelnik T'.
Body dotyku A, B, C' jsou tak zaroveri vrcholy duslniho trojihelnfka 7. O
Véta 2.1. Necht T je libovolny trojithelnik. Uvazujme posloupnost trojuhelniki
T,7,(T"),... zndzornénou na obrazku 2.2. Pak posloupnosti jejich thli a; < 8; <
konverguji k 60°.

Diikaz. Oznacme «; < ; < ; Uhly i-tého trojuhelnika v konstruované posloupnosti.
Pomoci aritmetického prumérovani (2.1) zjistime, Ze

< 12&:0@4—1, ’71'261 %:%-H-

Qg

Protoze je posloupnost «; neklesajici a ohranicend, konverguje k néjakému as, > 0.
Podobné je posloupnost -; nerostouci a konverguje k néjakému ., < 180°. Tedy
i posloupnost 3; = 180° — a; — 7y; konverguje k néjakému So.

Nyni sporem dokadzeme, ze oo = Poo = Voo = 60°. Nejprve predpokladejme, ze
Qoo < Poo- Protoze posloupnosti «; a §; konverguji, existuje j takové, ze

(@oo = @) + (Boo = Bj) < |atoo — j| +[Boo = B5] < oo — oo
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Odtud plyne, ze

a; + B
O < bt L Qj41,
2
coz je spor, protoze o je neklesajici.
Podobné muzeme vysettovat i pripad Boo < Voo- O

Uhly v dudlnim trojihelniku 7” jednoznaéné uréuji thly v ptivodnim trojihelniku 7'
a naopak. Proto jako pfimy dusledek (2.1) dostdvdme néasledujici tvrzeni.

Lemma 2.3. Jestlize T je rovnostranny trojiihelnik, pak T’ je také rovnostranny
a neexistuje zadny jiny trojihelnik tak, aby T ~ T".

3. Dualni a dobfe centrované simplexy

V této a nasledujici kapitole ukazeme, ze vétu 2.1 nelze primo zobecnit do n-rozmér-
ného prostoru pro n > 3. UvaZzujme posloupnost simplexi S, S’, (S")’, ... VSechny jeji
prvky zvétsime, popt. zmensime tak, aby byly vepsany do jednotkové koule. Prvky
takto vytvorené posloupnosti ale nemusi konvergovat k pravidelnému simplexu. Viz
nize uvedeny ptiklad 4.2 pro n = 3. Prosta analogie s obrazkem 2.2 tedy naptiklad pro
CtyTstény neplati.

Definice 3.1. Simplex se nazyva ostrothly, resp. netupouhly, jestlize vsechny jeho
dihedralni dhly mezi nadsténami jsou ostré, resp. nejsou tupé.

Ostrothly simplex ale nemusi byt pro n > 3 dobfe centrovany, i kdyz pro n = 2
dobfe centrovany je. Ukazme si to na jednoduchém prikladu.
Piiklad 3.1. Pro ¢ € (0, %(\/i — 1)) je ¢tyfstén Tr s vrcholy (—¢,—e,—¢), (1,0,0),
(0,1,0) a (0,0, 1) ostrouhly, ale neni dobfe centrovany. Pro e — 0 totiz konverguje ke
CtyTsténu Tp, ktery vznikne useknutim rohu krychle (angl. cube-corner tetrahedron).
Jeho opsand koule je shodné s kouli opsanou jednotkové krychli [0,1]3. Jeji stied
G = (%, %, %) ziejmé lezi mimo T, protoze G je ve stfedu pravidelného ctyrsténu
s vrcholy (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) a (1,1,1).
Véta 3.1 (Fiedlerova). Vsechny nadstény ostrotihlého, resp. netupothlého simplexu
jsou ostrotihlé, resp. netupotihlé.

Diikaz je uveden v [7]. Snadno lze zjistit, ze obrdcend implikace neplati.
Nasledujici priklad ilustruje, ze dobre centrovany ctyrstén muze mit tupouhlé
stény (srov. lemma 2.1). V tomto pfipadé podle Fiedlerovy véty 3.1 md i tupé di-
hedralni thly.
Priklad 3.2. Necht A = (—4,3,—-4), B = (4,3,—4), C = (0,5,—4) a D = (0, —4,5).
Snadno nahlédneme, Ze trojihelnik ABC' (obsazeny v roviné z = —4) je tupouhly.
Stied koule opsané ABCD je G = (0,0,0), nebot

|AG| = |BG| = |CG| = |DG| = V/41.

Navic plati
7A—|—7B—|-T80+79D =G, (3.1)

tj. stfed G je konvexni kombinaci vrcholu. Jelikoz jsou vsSechny koeficienty kladné,
G lezi ve vnittku ABCD a tak ABCD je dobte centrovany.
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Nasledujici véta ukazuje, ze plati i obracenad implikace ve vété 1.2.
Véta 3.2. Kazdy dobre centrovany simplex je dualnim simplexem S’ néjakého sim-
plexu S.
Diikaz. Oznacme symbolem S dobie centrovany simplex s vrcholy Ay, Ay, ..., A, € E"
a se sttedem G = (0,0,...,0) opsané koule o poloméru R. Pro kazdé j € {0,1,...,n}
definujme afinni nadrovinu H; jako mnozinu vSech feseni x € E" rovnice

Aj-x=R? (3.2)

kde - oznacuje obvykly skaldrni soucin. Tedy H) je jednoznacéné uréend te¢nd nadrovina
k S v bodé A;. Podle véty 1.1 vrcholy S nelezi na jedné hemisféfe opsané koule.
Simplex S lezi v uzavieném poloprostoru /lja: < R? pro j € {0,1,...,n}. Proto
podle (3.2) je Aj vnéjsi norméla k tomuto poloprostoru.

Nyni pro pevné j € {0,1,...,n} definujme bod

Ay = Hi,

i#j
tj. A; je jediné feSeni soustavy n linearnich rovnic
A;-Aj=R? proic{0,1,...,n}\ {j}. (3.3)

Ptislusné matice soustavy fadu n je reguldrni, protoze S neni degenerovany simplex.

Ozna¢me symbolem S simplex s vrcholy Ag, Ay,..., A,. Podle (3.2) nadsténa F}
simplexu S oproti A, lezi v afinni nadroviné H; pro kazdé j € {0,1,...,n}, tj. dotykd
se koule opsané simplexu S. Vektory Ag, A1, ..., A, jsou vnéjsi normély odpovidajicich
nadstén Fy, Fy, ..., F, simplexu S, jak plyne z (3.2). Odtud dostaneme, ze S je dudlni
simplex k S, tj.

S=49. O

Z vét 1.1, 1.2 a 3.2 tedy plyne ekvivalence nasledujicich podminek pro dany simplex:

1) je dobfe centrovany,

2) jeho vrcholy nelezi na jedné hemisfére,

3) je dudlni k néjakému simplexu.

Na konkrétnim prikladé si nyni ukazme, jak 1ze pro dany dobfe centrovany Ctyi-
stén T' zkonstruovat ,,primdrni* ¢ty¥stén T tak, aby T = T".
Priklad 3.3. Polozme

AO = (_4’ 3’ _4>7 Al = (47 37 _4)7 AQ = (O, 57 _4)5 A?) = (05 _47 5)

Podle prikladu 3.2 jsou to vrcholy dobie centrovaného tupothlého ¢tyfsténu. Vypoctem
lze zjistit, Ze vrcholy A; hledaného ¢tyfsténu T splnujici soustavu (3.3) pro R? =41
jsou

Ap = (4,41,41), Ay = (—4,41,41), Ay, =(0,-369,—287), Az =(0,0,—2).
Tudiz 1401411212143 je étyf‘StéIl dudlni k A1A2A3A4 a iAO + iAl + %Ag + %Ag =G =

= (0,0,0). Pfislusné koeficienty jsou zfejmé stejné jako v konvexni kombinaci (3.1).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 63 (2018), ¢. 1 45



4. Rovnosténné ctyrstény

Jestlize dvé hrany ctyfsténu nemaji spolecny bod, nazyvaji se protilehlé.
Definice 4.1. Ctyistén se nazjva rovnosténny (angl. isosceles tetrahedron), kdyz kazdé
dvé jeho protilehlé hrany maji stejnou délku.

Snadno nahlédneme, Ze vSechny stény rovnosténného ¢tyrsténu jsou shodné troj-
thelniky. Tyto zvlastni Ctyfstény jsou studovéany napt. v [1] a [5]. V této kapitole
nejprve ukazeme, ze kazdy rovnosténny Ctyrstén muze byt rotovan a posunut tak, ze
jeho vrcholy splynou se ¢tyrmi vzajemné nesousednimi vrcholy kvadru

K =[—a,a] x [-b,b] X [—¢, (] (4.1)

tak, jak je nakresleno na obrazku 4.1.

Lemma 4.1. Necht d > e > f jsou strany ostrouhlého trojuhelnika. Pak existuji
jednoznacné urcena kladna cisla a, b, c tak, ze

d?> =4(a®> + %), e =4(a®+c?), f2=40"+). (4.2)

Dikaz. Existence: Protoze d,e, f tvoil ostrodhly trojdhelnik, &isla d2 + e — f2,
d? + 2 —e? a e? + f2 — d? jsou podle kosinové véty kladné. Polozime-li

2 2 _ £2 2 2 _ 2 2 2 _ g2
a:,/%, b:‘/%’ C:,/%, (4.3)

vidime, Ze (4.2) plati.
Jednoznacnost: Necht a, b, ¢ jsou obecné jind ¢isla spliiujici (4.2). Pak

P+ =ad>+0, A+ =d>+2 P+ =+
Secteme-li prvni dvé rovnice a odecteme-li tieti, dostaneme
202 + 02+ — 02— 2 =2a>+b* + 2 — b — &,
a tedy @ = a. Podobné obdrzime, ze b=bac=c O
Z ptredchoziho lemmatu je patrno, ze libovolny rovnosténny ctyrstén 7', jehoz stény
jsou ostrothlé trojuhelniky s hranami d > e > f, muze byt dvéma zptsoby vlozen do

kvidru (4.1), kde a > b > ¢ spliuji (4.3). V prvnim ptipadé jsou jeho vrcholy dény
vztahy

A= (-a,—-b,—c), B=(ab,—c), C=(a,-b,c), D= (—a,b,c). (4.4)

7 obrazku 4.1 je patrno, ze tyto vrcholy nejsou sousednimi vrcholy K. Ve druhém
pripadé jsou vrcholy T umistény ve zbyvajicich ¢tyrech vrcholech K.

Poznamka 4.1. Pokud by d > e > f byly strany pravoihlého trojuhelnika, pak by
podle (4.3) kviadr K zdegeneroval na pfipad ¢ = 0.

Poznamka 4.2. Pro rovnosténny ¢tyrstén je soucet vsech t¥i sténovych thla v kazdém
ze CtyT vrchold roven 180°. Také vSechny ¢tyfi prostorové thly (tj. trihedrdlni mérené
ve steradidnech) jsou stejné. Minimaln{ (resp. maximéaln{) dihedralni thel muze byt
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2c

Obr. 4.1. Vlozeni libovolného rovnosténného ctyrsténu do kvadru K

libovolné blizko 0° (resp. 180°) pro a = b =1 a ¢ — oo (resp. ¢ = 0). Z (4.3) lze
odvodit (viz téz [11, s.205]), Ze objem rovnosténného Ctyfsténu je

8cgbc _ g\/(cp T e — f2)(d2 + f2— e2)(e? + f2 — d?).

vvev

stied koule vepsané T' (viz téz [1, s.97]). Polomér koule opsané je

a? 4+ b2 + 2.
Spojime-li stiedy protilehlych hran ¢tyfsténu 7' piimkou, pak tato piimka evidentné
prochézi stfedem G. Timto zpisobem ziskame tii vzajemné kolmé piimky, které sply-

vaji s osami x,y, z.

Véta 4.1. Necht T je libovolny rovnosténny c¢tyrstén. Pak jeho dudl je také rov-
nosténny ctyrstén a plati
T~ (T".

Dikaz. Necht A, B, C, D definované v (4.4) jsou vrcholy T. Vidime, Ze rovina BC'D
je déna rovnici
bex + acy + abz = abe. (4.5)

Ostatni stény maji podobnda vyjadireni. Odtud a diky podobnosti trojuhelniki z obraz-
ku 4.2 m4 dudl k ABCD nésledujici vrcholy (az na vhodny kladny koeficient stejno-
lehlosti ¢ = abc/(a?b? + a®c? + b2c?))

A" = (bc,ac, ab), B' = (—be, —ac, ab),
C' = (=bc,ac,—ab), D' = (bc, —ac,—ab). (4.6)

Tedy T je rovnosténny ¢tyfstén, protoze jeho vrcholy lze ztotoznit s vrcholy dudlniho

kvadru
K':=[=bc,be] x [—ac, ac] x [—ab, ab),

jehoz ¢tyti vrcholy jsou ddny vztahem (4.6).
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Obr. 4.2. Projekce ¢tyf bodu dotyku koule vepsané do rovnosténného cétyisténu ABCD.
Dudlni éty¥stén A’ B'C’D’ se promitne na obdélnik (s diagondlami), jenz je podobny ABCD.

Tedy duédl k A’B’C’"D’ mé vrcholy
A" = (—a(abe),b(abc), —c(abe)), B" = (a(abc), —b(abe), —c(abc)),
C" = (a(abe), b(abc), —c(abc)), D" = (—a(abc), —b(abc), —c(abe)).

Srovnéme-li tyto vrcholy s (4.4), dostaneme tvrzeni véty. O

Duasledek 4.1. Necht T' je libovolny rovnosténny c¢tyrstén. Pak jeho dual ma stejny
stied opsané koule jako T'.

Diikaz. Podle lemmatu 4.1 lze rovnosténny ctyfstén T vlozit do kvadru (4.1) tak,
jak je nakresleno na obrdzku 4.1. Jeho vrcholy jsou dény vztahy (4.4) a jeho stfed
G = (0,0,0) je zfejmé stfedem koule opsané T a také T". O
Poznamka 4.3. Pomoci (4.5) a (4.6) 1ze odvodit, Ze polomér koule vepsané rovnostén-
nému étyisténu ABCD s vrcholy (4.4) je dan vztahem

B abe
Va2b? + a2 + 22

P

Poznamka 4.4. Je-li T pravidelny ¢tyfstén, pak i 7" je pravidelny ¢tyfstén.
Piiklad 4.1. Necht a =4, b = 2, ¢ = 1 a necht vrcholy T jsou dény vztahy (4.4), tj.
A=(-4,-2,-1), B=(4,2,-1), C=(4,-2,1), D= (-4,2,1).

Pak z (4.6) dostaneme, Ze
A =(1,2,4), B =(-1,-2,4), C'=(-1,2,-4), D' =(1,-2,-4),

a proto

T ~T.
Podle véty 4.1 se v posloupnosti T, T, (T")', ... st¥id4 ¢tyfstén T se svym zrcadlovym
obrazem az na méfitko. To je dosti odlisnd situace od véty 3.2.
Priklad 4.2. Polozime-li a = b =2 a ¢ = 1, pak podle (4.4) a (4.6) zjistime, Ze v po-
sloupnosti T, 7", (T")', ... se stfidaji tupotihlé a ostrouhlé ¢tytstény. Jejich maximdlni
dhel je 109.47°, resp. 83.62° (srov. vétu 2.1).
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Véta 4.2. Jestlize T ~ (T"), pak T je rovnosténny Ctyrstén.
Dikaz je uveden v praci [4, kap. 2.4].

Véta 4.3. Vsechny ¢tyri prostorové tihly ctyrsténu T maji stejnou velikost prave tehdy,
kdyz T je rovnosténny.

Diikaz. Implikace < je ziejma. K tomu, abychom dokazali opa¢nou implikaci, tak ozna-
¢ime «, 3,y dihedralni hly u hran ¢tytsténu T’ = ABC D, které vychézeji z jeho vrcho-
lu D. Dihedrdln{ tihly u protilehlych hran ozna¢ime po fadé o, 3’,+'. Prunik T s do-
state¢né malou dvojrozmérnou sférou se sttedem v D je sféricky trojuhelnik s thly «, 8
a . Podobnym zptisobem ziskdme dalsi tii sférické trojihelniky u zbyvajicich vrcho-
la A, B, C. Protoze vSechny ¢tyri prostorové tihly T' maji stejnou velikost, pro sféricky
exces plati (viz [14, s.84])

atf+y—m=d+p+y-m a+p+y -m=0d"+8+ -7,

a tedy
a+pB=ad+p8, a+pB =d +8.

Tudiz a« = o’ a 8 = f’. Podobné dostaneme, ze v = +', tj. dihedréln{ tthly u protéj-
§ich hran maji stejnou velikost. Tim je dikaz hotov, nebot vSechny dihedrélni dhly
jednoznacné urcuji ¢tyrstén az na jeho velikost. O

Vsechny Ctyfi stény ¢tyrsténu maji stejny obvod (resp. stejnou plochu) pravé tehdy,
kdyZ je uvazovany ¢tyfstén rovnosténny. Dikaz je uveden v [6, s. 494].

Podékovani. Autori dékuji doc. RNDr. Antoninu Slavikovi, Ph.D., a doc. RNDr.
Tomésovi Vejchodskému, Ph.D.; za cenné pripominky. Michal Kriizek byl podpofen
grantem 18-09628S Grantové agentury CR a RVO 67985840.
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