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Rozdél a slep aneb jak Tesit soustavu

s bilionem linearnich rovnic
Zdenék Dostdl

Abstrakt. Cilem c¢lanku je naznacit tlohu matematiky a efektivnost novych algoritmi pro
feSeni rozsdhlych soustav linedrnich rovnic na soucasnych masivné paralelnich superpocita-
¢ich. Na prikladu reseni Poissonovy rovnice je popsina zdkladni varianta metody rozlozeni
oblasti typu FETI (finite element tearing and interconnecting) s projektorem na pfirozenou
hrubou sit, jsou odvozeny zakladni kvalitativni vysledky demonstrujici asymptoticky linedrni
(optimélni) slozitost FeSeni a jsou popsdna prakticky dilezitd zdokonaleni. Slab4 i silnd nu-
mericka skalovatelnost je demonstrovina numerickymi experimenty s feSenim soustav s vice
nez dvéma sty miliardami nezndmych.

Mnoho praktickych tloh vede na FeSeni soustavy linedrnich rovnic

anry + -+ awmrT, = by,

An1®1 + 0+ GunTn = by,
kterou miizeme zapsat strucnéji ve tvaru
Ar=b, kde A=]Jay], b=, z=[=] 4j=1,...,n.

Zde se budeme zabyvat fesenim velkych (n > 10%) soustav (1) pochézejicich z dis-
kretizace eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR), které popisuji naptiklad
ustalené vedeni tepla, rovnovahu pruznych téles nebo potencial elektromagnetického
pole. Matice A je v nasem piipadé ¥{dka s malym poctem (do sta) nenulovych prvka
na fadku. Navic je symetrickd a pozitivné definitni (SPD), tj. A = AT a 2T Az > 0
pro x # o, takze feSeni € R™ soustavy (1) spliiuje nutnou a postacujici podminku

£(@) = min @), [(@) = 5o Az~ ¥ @)

Piipomenime, Ze gradient f v bodé z je vektor Vf(x) = Ax — b a Ze podminku
minima f v bodé z mizeme psat ve tvaru

Vf(x)Td=0, deR".

Tuto podminku minima muzeme snadno odvodit pomoci Taylorovy rady pro prirts-
tek f v bodé z, kterd se v nasem pripadé redukuje na identitu

flz+d) — f(z) = (Az — b)Td + %dTAd = Vf(x)Td+ %dTVQf(x)d. (3)
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Reseni velkych soustav je aktudlnim predmétem vyzkumu — Google nabizi na do-
taz ,algorithms for large system of linear equations“ vice nez dvanact miliont odkazi.
Uspésny Fesi¢ musi umét vyuzit veskeré dostupné informace o matici A, zejména infor-
mace ziskané analyzou vztahu mezi (1) a pavodn{ PDR. Idedlni algoritmus by rozklddal
vypocet na velké mnozstvi nezavislych ¢asti bez vzajemné komunikace, které by pro-
vadély aritmetické operace s argumenty uloZenymi v paméti v souladu s hierarchickou
strukturou modernich superpocitaci.
prekryti typu FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting), kterd do zna¢né
miry splituje vysSe uvedené pozadavky. Metodu poprvé publikovali Farhat a Roux [6]
pocatkem devadesatych let s cilem vyuzit zac¢inajici paralelni pocitace a usnadnit roz-
déleni prace na diskretizaci vypocetnich modeli letadel; po doplnéni projektorem na
»prirozenou hrubou sit“ dokdzali pozdéji Farhat, Mandel a Roux [5] jeji asymptoticky
linearni slozitost. Samotnd myslenka rozdélit oblast, na které je dand PDR definovana,
na podoblasti a iterovat je zndma nejméné od roku 1881, kdy Schwarz publikoval vii-
bec prvni praci o metodéch rozloZeni oblasti [11] s prekrytim. Je pozoruhodné, Ze jeho
prace, ktera vznikla mnoho let pred rozsirenim pocitacu, se stala zdkladem algoritmi
vhodnych pro paralelni feSeni rozsahlych soustav (1).

1. Finitni a itera¢ni metody

Pripomenme nejprve hlavni charakteristiky dvou zakladnich tifid metod feSeni sou-
stavy (1). Mensi soustavy lze efektivné fesit pomoci vhodnych finitnich metod jako
je Gaussova eliminace, s jejichz variantami se lze setkat uz na stfedni skole. Pocet
aritmetickych operaci potfebnych k ziskdni feSeni T soustavy (1) je obecné omezen
konstantnim nasobkem n?; alternativné mluvime o slozitosti feseni O(n3). Tyto po-
stupy lze pro nase soustavy upravit tak, ze dosdhnou sloZitosti O(n?) — i to vsak
znamenad, ze kdybychom vyftesili soustavu s milionem rovnic za jednu vtefinu, trvalo
by Teseni soustavy s bilionem rovnic na stejném pocitaci bilion vtefin, tedy vice nez
10000 let.

Pro feSeni vétsich soustav s fidkou matici A je mozné pouzit itera¢ni metody.
Pripomenme si, ze zakladni itera¢n{ metody jsou zaloZeny na tom, Ze nepotrebujeme
znat TeSeni soustavy (1) pfesné, takZe vystacime s algoritmy, které se k feseni dokdzou
priblizit s libovolnou presnosti. Pro ilustraci se nechme inspirovat vzoreckem pro soucet
¢lentt geometrické posloupnosti s kvocientem g # 1 ve tvaru

2 P gt
ltgtq*+-+q' = — (4)
l—q
Pro g =1— A, kde A € (0,1], dostaneme
T+ =N+ T =22+ (=N = A7 — (1= NI (5)
takze Teseni skaldrni rovnice
Ax=b (6)

muzeme dostat ve tvaru

T=A"=b+ (1= Nb+(1=N2+-+ (1= Nb+rgh, 7= (1—N)AL
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Pro dostateéné velké k bude rj, malé a iterace ¥ generované algoritmem
2 =b 2=+ (1N =0+ (1 —-Nb+---+ (1N (7)
budou aproximovat FeSeni Z s malou chybou
ja* — | = [ral|].

Iterace z* se budou k Z blizit tim rychleji, ¢im je vétsi A € (0, 1].

Itera¢ni metoda (7) pouzivd k vypoctu iteraci pouze nésobeni a s¢itdni, coz jsou
operace, které mizeme provadét efektivné i s velkymi ridkymi maticemi. Abychom
ukdzali souvislost s fesenim (1) detailnéji, pfipomerime vétu o spektralnim rozkladu,
podle které lze kazdou realnou symetrickou matici A zapsat ve tvaru

A1 0]
A=UAUT, A=diag(\,...,\y) = ., vt =vTv =1,
0] An
takze
AR = UAFUT, At =UAUT,
I=UIUY, (I-AF=UI-ANrUT.
Mnozinu o(A4) = {A1,..., A, } nazyvdme spektrem matice A, nebot ji na A neni vidét,

ale s jeji pomoci lze mnohé vysvétlit — je jako duch na spiritistické seanci. Rovnici (1)
muzeme prepsat do tvaru
UANUTz =b. (8)

Pfendsobime-li (8) zleva matici UT a ozna¢ime y = UTz, ¢ = U'b, dostaneme
Ay =,
takze (8) se rozpadne na n skaldrnich rovnic
Ny =¢, j=1,...,n (9)

Tyto skaldrni rovnice mizeme fesit algoritmem (7), pokud plati o(A4) C (0, 1]. Kdyz
algoritmus (7) prepiSeme pomoci diagonalnich matic A a I, bude vysledny algoritmus
generovat soucasné vSechny komponenty feseni y;. Dostaneme

y0:c7 yiJrl :c+(IiA)yza
T=c+ T —=ANc+-+ T -Nret+rFe=y* +rkc, F = (T - ANFFIAL (10)

Ziskali jsme tak aproximaci y* feseni y soustavy (9). Jak ale ziskat aproximaci z* feseni

7 = Uy, kdyz o U a A vime pouze to, Ze existuj{? Dosadme UTb za ¢, vyndsobme (10)
zleva U a ozna¢me 2* = Uy*. Dostaneme

T =b+U(I-NU b+ - +UT-N*UT+Rib, Ry =U[I-AN*"UTUATTUT, (11)
a pouzijeme-li jestée UUT = 1T,

F=b+ (I —Ab+-+ (I — A¥b+ Rpb=a* + Rib, Ry = (I — A4t (12)
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Tterace x*

ovSsem muzeme pocitat induktivné pomoci vztahu
¥ =b, 2 =b4 (I - A (13)
K ziskani ptiblizného feseni z* je tfeba k ndsobeni matici A. Snadno se ovéii, ze

min

lo* — & = [Ribll < (1~ M) AL IB. Awin = minfAr . A}, (14)

kde || - || znaéf eukleidovskou normu (plat{ ||[r*|| = || Ry|). Jestlize o(A) € (0, 1], staéi
soustavu (1) pfendsobit vhodnou kladnou konstantou, nejlépe [|A|~! = 1., kde

Amax = max{A1, ..., A\, }. Jelikoz o(||A]|71A) € (Amin/Amax, 1], rychlost konvergence
bude v tomto pripadé klesat s rostoucim ¢islem podminénosti

H(A) = )\max/>\min~

Cislo podminénosti je zdkladni charakteristika rychlosti konvergence itera¢nich me-
tod. Mame-li t¥idu dloh s SPD maticemi A* € A, t € T, které spliuji o(A*) C [a, b],
[a,b] C (0,1] nebo k(A') < C, t € T, plyne z (14), Ze pro ziskdni ptibliZzného Fesen{
jakékoliv soustavy s matici A* € A s danou relativni presnosti ||Ry| potfebujeme
stejnomérné omezeny pocet nasobeni matici A*. Kdyz maji matice A navic stejno-
mérné (nezavisle na t € 7)) omezeny pocet nenulovych prvki na fadku, pak vektor z*
muzeme dostat pomoci O(n) aritmetickych operaci. Hlavni myslenkou FETI je vyu-
zit finitni metody a informace o pfislusném spojitém problému k transformaci tiidy
Spatné podminénych soustav, jez vznikly diskretizaci dané PDR, na tfidu dobre pod-
minénych soustav s fidkou matici a se strukturou, ktera je vhodna k efektivni paralelni
implementaci.

2. Modelova uloha a rozlozeni oblasti

Pro jednoduchost se omezime na Poissonovu rovnici (popisujici ustdlené vedeni tepla)
—Au = — —=f, z€Q, ulx)=0, zeTl, (15)

kde T je hranice oblasti Q2 = (0,1)%, d € {1,2,3}. Experimenty budeme provadét pro
d = 3, pro vyklad a ilustraci budeme pouzivat d = 1, 2.

Prvni krok FETI spo¢iva v rozlozeni 2 do s = 1/H? podoblasti §; se stranou (dél-
kou) H a hranici T';, tak jako na obrdzku 1 pro d = 2. Na kazdé podoblasti €2; zvolme
pravidelnou sit se stejnym diskretizaénim parametrem (krokem) h a uzly :cé, takze
sité na sousednich podoblastech budou na sebe navazovat. Pro kazdou §2; sestavime
symetrické pozitivné semidefinitni (SPS) lokdlni matice tuhosti A; a lokdlni vektory
pravych stran b’. Déle polozime

ul bt

A =diag(A4y,...,As), u=
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Obr. 1. Rozlozeni oblasti 2 na podoblasti

Matice A; muzeme ziskat pomoci vhodné konec¢néprvkové baze nebo pomoci konecnych
diferenci. Napriklad pro d = 1 tak v druhém pripadé vyuzijeme aproximace

iy L o(i i i Lo i i
Au'(zh) = 72 (u (zh — h) = 2u"(2%) +u' (2] + h)) = 72 (uj_l — 2uj —|—uj+1)
a dalsi vlastnosti spojité ulohy, takze dostaneme
1 -1
. -1 2 -1
Az:ﬁ ’ b;:f(l‘;), i =1, ) S

-1 2 -1

-1 1

V nasem ptipadé jsme krajni fadky a sloupce matice A; doplnili tak, aby A; byla
SPS s nulovym prostorem Ker A; (jddrem) tvofenym ndsobky

ei=1,....107, i=1,...,s.

Reseni diskretizovaného problému (15) v minimaliza¢ni formulaci (2) se tak redukuje
na feSeni tlohy kvadratického programovani najit

1
min (EuTAu - bTu) pro Bu = o, (16)

uER™

kde matice B € R™*"™ reprezentuje ,slepovani“ podoblasti a vynuceni hodnot pre-
depsanych okrajovou podminkou (15). Typické situace pro d = 2 jsou na obrazku 2.

Obr. 2. Spojeni podoblasti v rozich a na hranach a vynuceni nulového posunuti
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Predepsané hodnoty u; na hranici T’ (jako u; = 0 na obrazku 2 vpravo) lze vynu-
tit pomoci néjakého radku by, matice B, ktery je totozny s i-tym radkem jednotkové
matice prislusné dimenze, nebot v tomto pripadé bg,u = 0 je ekvivalentni u; = 0. Po-
dobné se ztotozni u; a u; ve vnitinich bodech spoleéné hranice sousednich podoblasti
pomoci fadku s vhodné umisténou jednickou a minus jednickou. Ztotoznéni reseni ve
vnitinich rozich sousedicich podoblasti (jako na obrazku 2 vlevo) lze zajistit subma-
tici Bz, matice B s nenulovymi prvky umisténymi ve tfech rfadcich a ¢tyrech sloupcich
odpovidajicich globalnim indextim rohovych slozek, tedy

i j k l

o1 . -1 .. 0 .0
Bro=|.. 0 ... 0 ... 1 ... -1
1 ... 1 ... -1 .. -1

Poznamenejme, ze v puvodni FETI dédily okrajové podoblasti okrajové podminky
od ptvodn{ dlohy. Pro d = 1 bychom tak dostali bazi jadra (nulového prostoru) FETI
matice A ve tvaru Ker A = Im R,

R = diag(o, ea,...,e5-1,0).

v

Pro komplikovangjsi ilohy je lepsi vynutit predepsané hodnoty u; tim, ze pridame do B
prislusné radky jednotkové matice tak, jak jsme to udélali vysSe. Tim jsme dosahli toho,
ze vsechny lokalni matice tuhosti A; maji predem znamé jadro. Tato modifikace FETI
se nazyva Total FETI ¢i struéné TFETT [2]. Jestlize A je TFETI matice tuhosti, potom
jeji jadro lze zapsat ve tvaru Ker A = Im R,

R = diag(eq, ..., es).
3. Redukce problému na hranice podoblasti

V dalsim kroku vyloué¢ime priméarni neznamé wu pouzitim Karush-Kuhn-Tuckerovy
podminky (metody Lagrangeovych multiplikitori) na feSseni podminéného extré-
mu (16), ¢imz ziskdme

Au—b+ BT\ =o. (17)
Rovnici (17) 1ze snadno odvodit nezdvisle na obecné teorii. Pomoci identity (3) se mu-
7eme presvéddit, Ze fesenf o tlohy (16) musi spliiovat V f(2)Td = 0 jen pro pifpustné
prirtistky d, tedy pro d € Ker B. Jelikoz Bd = o je ekvivalentni

(BTZ)T d=2TBd=0, zeR",

plati, Ze Im BT je ortogonélni doplnék Ker B. Odtud Vf(x)"d = 0 pro vSechna
d € Ker B pravé kdyz Vf(z) = Az — b patif do Im BT, tedy kdyz existuje \ tak, Ze
plat{ (17).

Jestlize b — BTX\ € Im A, tedy jestlize existuje z tak, ze b — BTXA = Az, miiZeme u
vyjadiit ze (17) pomoci jakékoliv matice AT, kterd splituje AATA = A. Snadno se
ovéri, ze v tom pripadé pro kazdé u, které fesi (17), existuje vektor « tak, zZe

u= A*(b— BT)\) + Roa. (18)
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V nasem piipadé miizeme ke specifikaci AT vyuZit toho, Ze vynechdnim posledniho
sloupce a posledniho fadku A; dostaneme regularni matici M;, a zvolit

Mt oT .
A;f:{ 5 0 }, At = diag(A7, ..., A]).

Pripomenme, Ze R je baze jadra Ker A, které je ortogonalnim doplikem Im A, takze

podminku Fegitelnosti b — BTA € Im A miizeme napsat ve tvaru
RY(b— B™)\) =o. (19)
Po dosazeni « z rovnice (18) do rovnice Bu = o a elementdrnich tpravich dostaneme
BATB™\ — BRa = BA™b. (20)
Rovnice (19) a (20) uréuji A i a.. Nez se ddme do jejich Teseni, zavedeme oznaceni

F=BA"BY, G=-R'BY, d=DBA%, e=—R",
takZe rovnice (19) a (20) miZzeme piepsat ve tvaru

FA+G%a =d,
G\ =e. (21)

Pro itera¢ni feSeni (21) je vhodnéjsi hledat A\ ve vektorovém prostoru nez v afinnim
prostoru. Tohoto cile dosdhneme pomoci Ay, které spliuje GAg = e, a substituce
A = Ao + p. Dostaneme

Fu+Gta=d, d=d— F,
Gp = o. (22)

Posledni krok spoéivd v ,odfiltrovani“ « z prvni rovnice soustavy (22). PovSimnéme
si, ze (22) lze povaZovat za podminky minima pro tlohu najit

p=arg min 6(n), 0(u)= s Fu—dtp.
Jelikoz Ker G = {Pu: p e R™}, P =1 - GT(GGT)"'G, miZzeme 7 ziskat ve tvaru
o= Parg min 0(Ppu). (23)
Z podminky minima pro (23) tak dostaneme
PFPyu = Pd. (24)

K nalezeni feSeni (24) pouZijeme iteracni fesi¢, typicky sdruzené gradienty, ktery
hledd teseni ve tvaru @ = p(PFP)Pd, kde p je polynom. V kazdé iteraci muZzeme
usetfit jedno nasobeni projektorem P, nebot pro kazdy polynom p plati

p(PFP)Pd = p(PF)Pd.
K ziskani fesen staci dosadit i do (22), vypoéitat @ = (GG')"'G(d — Fr) a kone¢né
v=A" (b—B"(\" +R)) + Ra. (25)
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4. Co to prineslo?
Podivejme se na ¢isla podminénosti tridy matic
P'F'P', teT, T={(hH): H=1/k, h=H/{, k, €N}, (26)

které vznikly rozloZzenim oblasti 2 s parametry h a H, a na naro¢nost reseni jedné
soustavy z tFidy soustav rovnic zévisejicich na parametru C > 0,

P'F'Put =d', teT(C), T(C)={(h,H)eT:H/h<C}. (27)

Zvolme nejdiive pevné t = (h, H) a zapiSme B = [By, ..., By] tak, aby

Af O -+ 0O BY
0 Af o || B :
F=BATBY = [By,...,B,] Cor o : => BABf.
O o0 ... At BT =1
Pokud cp a Cp jsou takové konstanty, Ze pro vSechna A plati
cllA® < |BTAI? < Cgl|AlI?, (28)

coz budeme dale predpokladat, potom pro vSechna A € Ker G dostaneme

—1
i Tanld)) NP (@0)

1=1,...,

kde Xmin(Ai) znaci nejmensi nenulové vlastni ¢islo matice A;. V nasem pripadé jsou
radky matice B ortogonalni, takze neni tézké dosdhnout cg = Cp = 1. V obecném
ptripadé mizeme provést velmi efektivné ortonormalizaci radkt matice B.

Vlastni ¢isla A}y diskrétniho laplacidnu A; jsou zndma (viz [9]), napi. pro d = 2
plati

- 4 T km
o=~ (gin2—J° in2 — i, k=0,...,H/h.
ik = p2 (Sln 2(H/h +1) +sin Q(H/thl)) D 0,...,H/
Odtud
- 4 7 2 8 8H? _ H?
)\min A = — si R = 7o )\III X = T I A = —— S - - 30
() = 325 s = =g FA)=gE R g (60

Symbol = zde znamend s dostate¢nou presnosti“ a symbolu T rozumime tak, zZe
existuje konstanta C' > 1 takova, ze C-krat prava strana je vétsi nez leva strana pro
v8echna h, H. Posledni vztah na fddku (30) plati i pro d = 1, 3. Kombinaci (29) a (30)
dostaneme

R(PFP)= Apax(PFP)/Anin(PFP) S H?*/h2.

Je-litedy C > 0ate T(C),t=(hH), jsou pomér H/h a reguldrni ¢islo podmi-
nénosti ®(PLFP!) stejnomérné omezené. Odtud plyne, Ze i podet iteraci potiebnych
k ziskéni ptiblizného feseni jakékoliv soustavy (27) s pfedem danou relativni pfesnosti
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je stejnomérné omezeny. Odtud dale plyne, ze slozitost feseni je asymptoticky linedrni,
tedy O(n). Takovou kvalitativni vlastnost mé vsSak i pouhé opisovani feSeni — kvali-
tativne lepsiho vysledku jiz nelze dosdhnout! Nic podobného nelze fict o nerozlozené
soustavé Az = b ziskané pomoci kone¢nych diferenci s krokem h, nebot z (30) plyne

1/h* SR(A).

Linearni slozitost je velmi netrivialni a necekany vysledek. Mimo jiné znamena, ze
i kdybychom méli k dispozici inverzni matici nebo trojuhelnikovy rozklad A, nevypla-
tilo by se ho pro dostatecné velkou soustavu pouzit. Prvni algoritmus s touto vlastnosti
byl multigrid, navrzeny uz v Sedesitych letech minulého stoleti Fedorenkem [7]. Mul-
tigrid je stale tispésné pouzivan pro feseni velkych soustav, jeho masivné paralelni
implementace vsak je slozitéjsi ve srovnani s metodami rozlozeni oblasti. Myslenka
multigridu je ve FETI zabudovana prostiednictvim akce projektoru P na komplement
prostoru tuhych pohybt ,,plovoucich® podoblasti.

Vétsina nakladt iteracniho kroku, ndsobeni F' a vektoru, spo¢iva v feseni s neza-
vislych soustav s SPS matici, které lze provadét paralelné. Pokud bude pomér H/h
omezeny, bude pri zjemnovani diskretizace ruast pocet podoblasti a Fesenych problémii,
které vsak budou mit stejnou dimenzi. Dokud bude mozno pridélit kazdé podoblasti
vypocetni jadro a nezacnou dominovat naklady na komunikaci, bude ¢as potfebny k fe-
Seni jakékoliv soustavy (27) témér stejny pro vSechna ¢ € T, a tedy témér nezavisly
na dimenzi problému.

Neptiznivym dusledkem odhadu (30) je rychly rist ®(PFP) se zjemiiovanim dis-
kretizace podoblasti. Ukazuje se vSak, ze odhad (30) je piilis pesimisticky. K odvozeni
realistictéjsiho odhadu si vSimnéme, Ze matice B ma nenulové pouze sloupce odpovida-
jlci proménnym na hranici oblasti. Ozna¢me B matici, kterd vznikne z B vynechdnim
nulovych sloupct, a necht A znaci matici, kterd vnikne z AT vynechdnim odpovidaji-
cich sloupcii i fadkii. Matice A zfejmé dédi blokovou strukturu z matice AT, Jelikoz
A je maly blok AT, lze o¢ekdvat, ze ®(PF P) l1ze odhadnout mnohem lépe neZ ve (30).
Podrobnéjsi, ale netrividlni analyza [12] sledujici sestaveni A ukazuje, Ze

R(PFP) =%(PBTABP) S H/h.

Dalstho zrychleni konvergence lze dosdhnout pomoci predpodminéni [12]. Necht
T a B znaci po fadé mnozinu indexii proménnych ve vnittku a na hranici podoblasti
a necht radky a sloupce A jsou preusporadany tak, ze plati

A Az Azsp
Apz  Aps

} , S=Aps— AprA7; A5,

Potom pro vhodnou zobecnénou inverzi plati A=Sta pro matici predpodminéného
systému s predpodminovacem PBTSBP plati [12]

P H
R(PBTSBP PBTSTBP) <1+ log? -
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5. Kdyz FETT nestaci

Ukazuje se, ze zakladni FETI metoda je efektivni do nejvyse desitek tisic podoblasti.
Kritickym cinitelem je dimenze projektoru P, jehoz akce s rostoucim poctem podob-
lasti dominuje vypocetni ndroc¢nosti. Aby prekonali toto omezeni, Farhat, Lesoinne,
a Pierson [4] a Klawonn a Rheinbach [8] navrhli spojit skupiny podoblasti explicitné.

Napriklad matici tuhosti klastru tvoreného ¢tverici podoblasti se spole¢nym bodem

re QNN N,

Ize ziskat Castec¢nym rozrezanim vétsich podoblasti nebo pomoci matice, kterd vznikne
z jednotkové matice nahrazenim ¢tyr sloupct, odpovidajicich ¢tyfem rohovym uzlim
totoznym s x, jejich souctem. Kdyz provedeme stejnou modifikaci se sloupci jednotkové
matice fadu n pro vsechny klastry, dostaneme matici L, ktera transformuje globdlni
proménné z na puvodni proménné z prostfednictvim vztahu z = LZ. Snadno se oveéri,
Ze blokové diagondlni matice tuhosti K = diag(K7, ..., K,,) s bloky K; odpovidaji-
cimi klastrum a matice C' rovnostnich vazeb, které spojuji nové proménné, jsou dany
formulemi

K =LYAL, C=BL.

Jadro kazdého klastru K; ziskaného slepenim ¢tyt podoblasti je pouze jednodimen-
zionalni, takze pocet fadku matice G odpovidajici rozlozeni na klastry je jen jedna
¢tvrtina poctu radka pivodni matice G. Klastr, ktery vznikne slepenim ¢tyt soused-
nich podoblasti v rozich [13], je na obrazku 3.

Kdyz zaménime podoblasti za klastry, dostaneme dudlni matici F = CTK*TC
témeér stejnym postupem jako matici F = BATBT v kap. 3. Jak se d4 odekévat, re-
gularni ¢islo podminénosti Schurova komplementu matice tuhosti klastru vznikajicitho
spojenim v jednom ¢i vice rozich je vétsi nez regularni ¢islo podoblasti; plati

RCTKT0) g <1 + log %) %

Misto spojeni v rozich muzeme rovnostni vazby upravit a rozdélit do dvou bloki,

BpaBD,
_| Br
v=[5; ]

a pouzit Bp k eliminaci nékterych primarnich proménnych. Matice Bp nemusi defino-
vat jen ,slepeni“ nékolika rohti, ale miize definovat i obecnéjsi vazby jako nulovy pri-
mér souctu proménych na sousednich hranich. Detaily implementace nejsou trividlni,

Obr. 3. H-TFETI Kklastr se spojenim v rozich
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Weak Scalability Test

Up to 223 billion DOF on 17576 compute nodes (281 216 cores)
Heat transfer (Laplace equation)

= FETI preprocessing [s] = HTFETI preprocessing [s] GG Solverruntime [s]
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Obr. 4. Slaba skélovatelnost. Ve sloupcich shora: ¢as itera¢niho TesiCe, pocet iteraci, Cas
iterace, preprocessing. Posledni dva radky obsahuji pocet nezndmych n a pocet podoblasti s.

ale dobfe zndmé, viz nap¥. Klawonn a Rheinbach [8] nebo Dostdl et al. [3, Chap.19].
Lze dokézat, ze regularni ¢isla podminénosti matic sestavenych z podoblasti i malych
klastri slepenych nulovymi hranovymi praméry lze odhadnout kvalitativné stejné (viz
Vodstréil et al. [13]), tedy

RCTKTC) S H/h.

Dalsiho zrychleni konvergence lze dosdhnout predpodminénim podobné jako u FETI.

6. Jak to skutec¢né funguje?

Zbyvé ukédzat, jak to skutecné funguje. K testovani pouzijeme 3D verzi tilohy (15) s pa-
rametry H,h, H/h = 250. Nejprve budeme demonstrovat slabou skdlovatelnost, tedy
7e lze skutecné fesit rizné velké tlohy do dané relativni piesnosti (zde 1079)|b||) se stej-
nomérné omezenym poctem iteraci, které lze implementovat paralelné. Na obrazku 4
jsou vysledky dosazené HTFETI s pfedpodminénim se softwarem ESPRESO [10] na
superpocitaci TITAN v Oak Ridge National Laboratory (www.ornl.gov).

Vidime, ze v souladu s teori se pocty iteraci prakticky neméni (dokonce mirné
klesajf) pfi feseni tloh diskretizovanych v rozsahu 8 x 108 —2.23 x 10*! nezndmyrch. Je-
likoz podoblasti jsou diskretizovany stejnym poctem neznamych a vétsina manipulace
s nimi se provadi soucasné, i Casy zustévaji prakticky stejné (asi 10 minut).

Na obrazku 5 jsou vysledky feseni stejné ilohy, tentokrat s pevné zvolenou dis-
kretizaci oblasti a s ménici se dekompozici a s ménicim se poctem procesori. Opét
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Strong Scalability Test

Heat transfer 20 billion DOF on up to 17 576 Compute Nodes (281 216 cores)
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Obr. 5. Silné skalovatelnost, n = 20 x 10°

Obr. 6. Karoserie automobilu rozlozena na podoblasti (autor T. Brzobohaty)

vidime, ze algoritmus prosel Uspésné i timto testem silné skdlovatelnosti, nebot Cas
reSeni klesd imérné poctu procesoru. Pocet iteraci klesd v souladu s teorii.

Na zavér poznamenejme, ze pro feSeni praktickych tloh se rozlozeni na podob-
lasti provadi automaticky. Ukézka takového rozkladu pro reseni realistické tilohy je na
obrazku 6. K diskretizaci velmi rozsédhlych tloh je obtizné vyuzit masivni paralelismus,
takze svou narocnosti soupefi s feSenim tlohy.

7. Zavér
Cilem ¢lanku bylo naznacit ilohu matematiky pii feSeni rozsahlych soustav linedrnich

rovnic na soucasnych masivné paralelnich superpocitacich. I kdyz jsme se zde ome-
zili jen na eliptické PDR, podobné vysledky jsou zndmy i pro dalsi typy tloh. Reseni
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uloh v Lagrangeovych multiplikdtorech je mimordadné vyhodné pro feseni variac¢nich
nerovnic, nebot veskera omezeni ve formé nerovnosti se redukuji na prosté meze. Va-
ria¢ni nerovnice, které popisuji rovnovahu soustavy téles ve vzajemném kontaktu, je
tak mozné Fesit s optimdlni slozitosti stejné jako rovnice (napi. [3]). S dal$imi typy me-
tod rozlozeni oblasti se 1ze sezndmit v monografii Toselliho a Widlunda [12]. Pfedstavu
o soucasném vyzkumu lze ziskat ze strdnek sborniki z DDM konferenci [1].

Podékovani. Autor dékuje J. Bouchalovi a své zené Marii za podnétné pripo-
minky a T. Brzobohatému a dalsim autorim software ESPRESO [10] za numerické
experimenty. Prace vznikla za podpory MSMT CR: The project ,IT4Innovations ex-
cellence in science — LQ1602“ supported by National Programme of Sustainability
(NPU II) and the Large Infrastructures for Research, Experimental Development and
Innovations project ,IT4Innovations National Supercomputing Center — LM2015070¢.
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