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MATEMATIKA

Rhzné pristupy k reseni pravdépodobnostnich tloh

Pavel Tlusty, Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budéjovice
Ireneusz Krech, Uniwersytet Pedagogiczny, Krakow

Abstract. Although the probability theory is one of the disciplines of ele-
mentary mathematics, its teaching is very specific in various aspects. This area
of mathematics is often considered difficult, as there is no universal method to
be memorized and then used. However, the wide range of possible approaches
provides a unique opportunity to encourage and develop mathematical think-
ing and creativity of problem solvers. The article discusses several different
approaches to the solution of a given problem, including the use of stochastic
graphs.

Pocet pravdépodobnosti patii mezi dilezité matematické discipliny
a s jeho zaklady se seznamuji zaci stfednich Skol ve vSech vyspélych
zemich svéta. Pokud vsak analyzujeme tlohy z matematickych soutézi
urcenych této vékové kategorii, objevuji se v nich ptiklady z poc¢tu prav-
dépodobnosti jen velmi zfidka. Zpravidla jde o obtiznéjsi ulohy, k jejichz
feseni nelze pouzit néjaky ,natrénovany univerzalni“ postup. Na druhou
stranu se nam obvykle otvira cela plejada moznych feseni, s ohledem na
kreativitu fesitelt.

V belgické matematické olympiddé [3] se v roce 1981 objevila nésle-
dujici tloha:

Duva hraci A a B sleduji chlapce, ktery opakované hdzi minci. Vy-
sledky hodu si zapisuji pomoci posloupnosti pismen. Na k-tém misté této
posloupnosti bude bud pismeno r (pokud padl pri k-tém hodu rub), nebo
pismeno | (pokud padl pFi k-tém hodu lic). Hrdé A se domnivd, Ze trojice
rrr se v takové posloupnosti objevi diive nez trojice rlr. Hrda¢ B si mysli
opak. Ktery z hracu md vétsi Sanci, Ze v tomto sporu vyhraje?

Ukolem je rozhodnout, ktera z trojic rrr, rir méa v nekoneéné posloup-
nosti pismen r a [ vétsi pravdépodobnost, Ze se objevi dfive. Uvédomme
si, ze nemusime pocitat konkrétni hodnoty pravdépodobnosti (s jakymi
se dané kombinace pismen objevi), ale sta¢i jen rozhodnout, kterd z trojic
mé vétsl Sanci (jde pouze o kvalitativni porovnani). Nejprve si ukdzeme
autorské feseni, pak pfedvedeme pét dalSich feseni, kterd se nam poda-
filo vymyslet.
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MATEMATIKA

1. FfeSeni (autorské)

Za prvnim pismenem r (pismeno r se ve zmifiované posloupnosti ob-
jevi s pravdépodobnosti 1) miiZze se stejnou pravdépodobnosti % néasle-
dovat jedna z mozZnosti

Ir, rr, U, rl.

V prvnim pfipadé vyhraje hra¢ B, ve druhém ptipadé vyhraje hrac A.
Nastane-li treti z piipadd, tak maji oba hraci stejné Sance jako na za-
¢atku hry. Ve ¢tvrtém piipadé s pravdépodobnosti % nasleduje pismeno
r a vyhraje hra¢ B a s pravdépodobnosti % nasleduje pismeno [, ¢imz
prejdeme do situace, kdy oba hraci budou mit stejné Sance jako na za-

¢atku hry. Odtud dostaneme, Ze hra¢ A vyhraje s pravdépodobnosti i,
zatimco hra¢ B vyhraje s pravdépodobnosti

+

3
-

> =
] =
N | =

S pravdépodobnosti % hra pfejde do situace, kdy maji oba hraci stejné

velké Sance na vyhru jako na zacatku hry.
Zavér: Hra¢ B ma vétsi Sance na vyhru nez hrac¢ A.

7 autorského feSeni pouze vyplyva, Ze Sance hrace B jsou vétsi nez
hréce A. Pokud bychom chtéli S8ance na vyhru jednotlivych hraca kvan-
tifikovat, musime autorské feseni doplnit napiiklad takto:

Vzhledem k tomu, ze

a  P(A)+P(B)=1,

e
—~

Sy
N—
CJIHENES

tak po jednoduché tipravé dostaneme P(A) = 2 a P(B) = 2.

Nyni si ukdzeme pét dalsich feseni, nékteré z nich vyuzivaji vlastnosti
tzv. stochastickych grafi.

Prabéh hry si miZeme zndzornit pohybem figurky po hracim planu
na obr. 1. Na zacatku hry stoji figurka na policku (s) a podle vysledki
jednotlivych hodu se presouva po hracim platné tak dlouho, az dorazi
bud do bodu [}, nebo do bodu | rlr | Vzhledem k tomu, 7e pismeno 7
se ve zminované posloupnosti objevi s pravdépodobnosti 1, mizeme graf
na obr. 1 nahradit zjednoduSenym grafem na obr. 2 (se kterym budeme
déle pracovat).
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Obr. 1: Pavodni graf hry Obr. 2: Graf hry po upravé

2. feSeni (absorpéni algoritmus)

Ozna¢me pg.., pravdépodobnost, ze figurka z bodu | a] piejde do
bodu @ Zajimé nds P(A) = psesrrr. Ze zadani je zieJmé, 7€ pripwsrrr =
= 0a Prppawrrr = 1. S vyuzitim obr. 2 ziskdme soustavu rovnic (absorpénd
algoritmus)

Ps~srrr = Presrrr,
1 1
DPresyrr = 5 * Prr~srrr + 5 * Prisrrr,
Prr~srrr = 1 + l * Pri~srrr,
2 2
1
Pricsrrr = 5 * Ps~srrr-

Po jejim vyfeseni dostaneme, zZe

2
P(A) = S~sTTT T 2
(A)=p g
cOZ znamena, ze
3
P(B) = Ps~srlr = g

3. feSeni (redukce stochastického grafu)
Princip této metody spociva v tom, Ze se snazime postupné elimino-
vat nékteré vrcholy (a tedy i hrany) stochastického grafu s cilem ziskat
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MATEMATIKA

elementarni stochasticky graf. Jednotlivd pravidla redukce stochastic-
kého grafu jsou podrobné popsédna napt. v [I]. Je nutné si uvédomit,
ze v pribéhu procesu redukce nemusi vzdy vzniknout stochasticky graf.
Stochasticky graf (elementérni) dostaneme az na konci celého procesu
redukce. V nasem piipadé postupné dostdvame posloupnost grafti na
obr. 3.

a) rrr b) rrr

3
4

1 1
Oy i a0 C/ — =]

=
[ee][S)
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2
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4

s 1 °l s
Ot ot
Obr. 3: Redukce stochastického grafu

Z posledniho grafu na obr. 3 f) vidime, ze P(A) = 2 a P(B) = 2.
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4. feSeni (pravidlo soucinu)

Podivejme se na graf na obr. 2 a oznaéme P(A) = z. Do uzlu
vede trasa s — r — rr — rrr s pravdépodobnosti %7 nebo trasa s —

— r — rr — rl = s, (dostaneme se na zacétek a Sance je znova z), nebo
trasa s — r — rl — s, ¢imz jsme opét na zacatku a Sance je z. Tedy ze
stochastického grafu na obr. 2 a pravidla souc¢inu dostaneme

SRR

xr =

RNy

Odtud plyne, ze P(A) =x = %, tedy P(B) = %

5. FeSeni (véta o celkové pravdépodobnosti — podminéna verze)
Nejprve si pfipomeneme znéni véty o celkové pravdépodobnosti (ve
varianté pro podminéné pravdépodobnosti).

Véta. Tvori-li jevy C1,Cy,...,C, uplny rozklad pravdépodobnostniho
prostoru P(B) >0 a P(BNC;) >0 proi=1,2,...,n, pak pro libovolny
jev A v tomto pravdépodobnostnim prostoru plati

P(A|B) =Y P(A|BNC;)- P(Ci|B).
1=1
Pro k =1,2,3 oznacme jevy

Ry, = {v k-tém hodu padne r}, Ly = {v k-tém hodu padne [}

a podminéné pravdépodobnosti

(
Yy = P(A|R1 N LQ),
z = P(A|L1 N Rg),

Pak pomoci uvedené véty dostaneme

.I':P(A‘leRQ):P(A|R1QR20R3)'P(R3‘R1QR2)+
1 1
+P(A|R1|’1R2ﬂL3)~P(L3|R10R2):1-§+y~§.
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Analogicky plati

Yy = P(A|R1 n Lg) = P(A‘Rl NLaN Rg) . P(R3|R1 N LQ) +

1 1

+P(A|R1QL20L3)-P(L3|R10L2>:0~§+U)'§,
ZZP(A|L10R2) ZP(A|L1 ﬂRgﬂRg)-P(R3|L1ﬂR2)+

1 1

+P(A\L10RQOL3)~P(L3|L10R2):x~§+y'§,
w:P(A|LlﬂL2) :P(A|L10L20R3)'P(R3‘L1QL2)+

1 1

Ziskali jsme soustavu rovnic

1 1
T=5135Y%
1
Y §w7
1 1
z=5T+ 35y
1 1
w:§z+§w,
jejiz feseni je
3 1 2 2
1‘:5, ?J:g, 2’:5; w:E.

Z véty o celkové pravdépodobnosti (obvykla verze) dostaneme

P(A) = P(AlRl ﬂRg) P(R1 ﬂRg) +P(A|L1 N RQ) . P(Ll ﬁRg) +
+ P(A‘Rl N Lz) . P(Rl n Lz) + P(A|L1 n Lz) . P(L1 N Lg) =

1 1 (/3 1 2 2\ 2
tw == (Z4+-+z+2]=<.

1
tEg 1 14 \5"'5"5"5) " 5
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6. FeSeni (figurky ve stochastickém grafu)

Predstavme si, Zze na pocatku hry stoji 8 figurek v bodé (s) a jednot-
livé pravdépodobnosti interpretujeme jako pomér, ve kterém se figurky
v daném bodé rozdéli k dalsimu putovani ve sméru Sipek (obr. 4). Tedy
z bodu (5) vyjde 8 figurek a vSechny dorazi do bodu | r | Polovina figu-

rek (tj. 4) dojde do bodu a polovina do bodu . Ze ¢yt figurek
v bods [7 ] dorazi dvé do cile v bodé [777] a dvé do bodu [ 1] V bodé

je tedy celkem 6 figurek. TFi z nich dorazi do cile v bodé a tii se
vrati do bodu (). Do cile dorazilo celkem 5 figurek, dvé do bodu a

t¥i do bodu (obr. 5). Odtud je zfejmé, ze P(A) = 2 a P(B) = £.

2
pea T
;‘ 2
2
1
1’ g 4\ N
2
4 1+2
O 2 ’
1 1+2
2
Obr. 4: Graf hry po upravé Obr. 5: Pohyb figurek po stochastickém

grafu

Samoziejmeé, ze je mozné i jednotlivé postupy vzajemné kombinovat.
Muzeme naptiklad ¢astecné zjednodusit stochasticky graf na obr. 1, coz
pak vede na mnohem jednodussi soustavy rovnic ve tfetim nebo patém
feSeni.
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