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Bohatstvi pythagorejskych tvrzeni
véetné Pythagorovy véty pro ¢tyti
i vice bodu v prostoru

Jindrich Becvdr, Praha, Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstrakt. Clinek ukazuje, jak lze prezentovat Pythagorovu vétu a jak je mozno s jeji pomoci
ucinit vyuku elementarni matematiky zajimavou a pritazlivou. Toho lze dosdhnout objas-
nénim nékolika ekvivalentnich formulaci Pythagorovy véty, jejim zobecnénim pro libovolny
trojuhelnik a rozsifenim na Ctyithelnik, resp. na ¢tyti, pét, ¢i vice bodu v prostoru.

Clének se pokousi usnadnit uditelim préci, kterd je ¢asto komplikovina jak administra-
tivou, tak didaktickou literaturou nejriznéjsi trovné.

Velmi tézko bychom hledali nékoho, kdo se ve §kole nesetkal s Pythagorovu vétou'
nebo se na ni viibec nepamatuje: V pravotihlém trojithelniku je a? + bv* = c2.

Maélokdo se vsak jiz ve Skole dockal krasného pribéhu, jehoz hlavnim hrdinou je
pravé tato rovnost. Neni tichvatné jiz to, ze ¢iselny vztah jednoduse vyplyva napriklad
7 podobnosti trojuhelnika? A coz teprve, kdyz se dozvime, Ze pythagorejskd rovnost
plati pro kazdy trojuhelnik, ze obdobna rovnost existuje i pro ¢tyiuhelnik a ze ma
blizky vztah ke komplexnim ¢islim. To jsme se na gymnéaziu nedozvédéli! Mnohé z toho
pritom do vyuky matematiky prirozenym zptisobem patii.

Zacnéme presnéjsi formulaci.

Véta 1 (Pythagorova véta). Pro délky stran a = |BC|, b = |C'A|, ¢ = |AB|
trojiihelniku ABC' s pravym tihlem pri vrcholu C plati rovnost a? 4 b? = ¢2.

Diikaz. Jednoduchy dikaz (viz obrazek 1) bezprostiedné plyne z podobnosti trojihel-
niki ABC, CBD a ACD, kde D je pata vysky z vrcholu C' na preponu AB. Potom je

==, b a tedy a>+b*=c-(cp+ca) =2 O
c

Pripomenme, Ze vétu 1 Ize snadno preformulovat takto: V libovolném trojuhel-
niku ABC plati rovnost |AB|? = |BC|?+|C A|? prdvé tehdy, kdy# je tihel pii vrcholu C

1Pythagorova véta je snad nejznaméjsim matematickym tvrzenim. V evropské tradici je jeji objev
i objev jejiho dukazu pfipisovdn Pythagorovi (6. stol. pr. Kr.). Znéni a dikaz tohoto teorému vsak
zndme az z Eukleidovych Zdkladid [7], které vznikly kolem roku 300 pf. Kr. Pf¥ipomenme, Ze Pythago-
rovu vétu znali jiz v 18. stoleti pr. Kr. v Mezopotamii; na hlinénych tabulkéch z té doby jsou zachyceny
tlohy, které ji vyuzivaji. Rovnéz staii Citiané poéitali rtizné piiklady pomoci Pythagorovy véty pied
vice nez dvéma tisici lety. Problém datace matematickych znalost{ ve staré Ciné vSak bohuzel narazi
na nedostatek dochovanych matematickych textu.
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pravy. To nastane pravé tehdy, kdyz jsou trojihelniky ACD a CBD, kde D je pata
vysky z vrcholu C na primku AB, podobné.

Cela rada dukazu Pythagorovy véty ma charakter geometrickych obrazkt. Uve-
deme tTi takové ilustrace, které patii viceméné k diukazim ,beze slov“. Prvni z nich
znali jiz ve staré Ciné. Na obrazku 2 jsou trojthelniky ABC, CoAY, BC1 X, By AsC
a AsBsZ shodné. Proto jsou pétithelniky CoC1 XCY a ABA1ZB; shodné. Odtud
snadno vyplyva platnost Pythagorovy véty.

C

B, A2

Obr. 2

Pfipomenme jesté dikaz, jehoZ autorem je Leonardo da Vinci (viz obrézek 3).
Trojihelniky ABC, C1CyZ, C1BX, AC5Y a ByAsC jsou shodné. Proto jsou Ctyr-
thelniky CAC>Z a By ABA; shodné (rotace o 90° kolem bodu A). Stejné tak jsou
Ctyttahelniky Aj As Bo By a CBCY Z shodné (osovd soumérnost podle osy A B; a rotace
0 90° kolem bodu B). Obsahy Sestitthelniki AC;ZC1BC a B1ABA;A3By se tedy
rovnaji, a odtud tvrzeni Pythagorovy véty ihned vyplyva.

Pripojme jesté neformélni dukaz Pythagorovy véty zalozeny na déleni obrazci,
ktery byl patrné znamy jiz ve staré Ciné (viz obrazek 4). Oznaéme pismenem Z stied
¢tverce AC' By By, ktery je co do velikosti obsahu ,prostfedni“, a rozdélme jej na ¢tyfi
shodné ¢tytuhelniky — jedna délici tisecka je rovnobéznd s preponou AB, druh4 je na
ni kolma. Ostatni je jasné z obrazku.
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V ¢lanku [5] je ukdzéno, ze z Pythagorovy véty snadno plyne nasledujici véta?:

Véta 2 (rovnobéznikova rovnost). Necht ABCD je rovnobéznik o strandch a,b
a thloprickach u, v. Potom je 2a? + 2b% = u? + v2.

Diikaz. Ziejmé je (viz obrézek 5)
b* =|BF|> +|CF|?, u®=(a+|BF|)*+|CF]>, v*=(a—|BF|)’+|CFJ?
a tedy u? + v? = 2a% + 2b2. O

Rovnéz vétu 2 miizeme formulovat jako ekvivalenci: Ctyiiihelnik ABCD je rovno-
béznik pravé tehdy, kdyz je a® + b% + ¢ + d? = u? + v2.

2Tato véta se za starych Gasii objevovala v uéebnicich pro zakladni a st¥edni 8koly. Dnes ji spise
najdeme ve vysokoskolskych uéebnicich linedrni algebry ¢i funkciondlni analyzy (parallelogram law).
Viz napt. [1, s.364], resp. [14, s.7].
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Vyse zminény ¢lanek [5] navic ukazuje, ze z Pythagorovy véty snadno plyne i véta
Al-Kashiho, zndma4 jako véta kosinova.? Z kosinové véty a stejné tak i z véty 2 trividlné
vyplyva véta Pythagorova, proto jsou tyto tii véty ekvivalentni.* K tvrzenim, kterd
jsou ekvivalentni s Pythagorovou vétou, patii i tzv. Apolléniova véta.

Véta 3 (Apolléniova véta). Pro téznici t. z vrcholu C' trojithelniku ABC' je

1
a? +b* = 5c2 + 22,

Dalsim tvrzenim, které mizeme zahrnout mezi pythagorejska tvrzeni, je nasledujici
vztah pro vysku v obecném trojuhelniku.

Obr. 6

Véta 4. V trojihelniku ABC oznac¢me pismenem D patu vysky spusténé z vrcholu A
na primku BC. Necht E je stied usecky BD a F stred tisecky AC. Potom plati rovnost
|AD|? = 4|EF|? — |BC|%.

Diikaz. Dukaz lze snadno vyéist z obrazku 6. Zfejmé je |HD| = |BC/|, |EF| = |FG| =
= 1/2|AH|. Nyn{ staé{ uzit Pythagorovu vétu pro trojuhelnik ADH.5 O

V pythagorejskych tvrzenich mizeme pokracovat. Uvedme jesté obrazek 7, na némz
jsou dva podobné obdélniky s rovnobéznymi stranami. Podle véty 3 je

|AV]? + |CV > = |BV|* + |DV|?*, atedy |AA|*>+|CCi|? = |BBi|> +|DD|>.

Nyni jiz pristoupime k hlavnimu tématu naseho prispévku, jehoz cilem je hlubsi
porozumeéni problematice Pythagorovy véty. Domnivame se, ze prirozenym zobecnénim
klasické formulace je nésledujici tvrzeni tykajici se libovolného trojihelniku, které je
ilustrované obrazkem 8.

Je tézko pochopitelné, ze takovy obrazek nelze najit v zadné ucebnici, ani v zadné
publikaci tykajici se Pythagorovy véty (viz napt. [13]). A pfitom je to pravé takovato
formulace, kterd osvétluje podstatu, tj. jadro pythagorejskych tvrzeni.

3Clanek [5] byl publikovin jako odpovéd na piispévek [8], jehoz autor nepochopil, ze uziti véty,
kterd obsahuje pomérné niroéné pojmy (thel a goniometrickd funkce), nejen Ze neni vhodné, ale
dokonce zakryva podstatu fesené tlohy.

4N¢které z téchto ekvivalenci mohou piekvapit, ¢ dokonce zaskoéit a zmést. Napiiklad autor
prispévku [11], ktery se nejprve pokusil s ¢ldnkem [5] polemizovat, vzdpéti piiznal svij omyl (viz [12]).
Autor ¢lanku [9] naproti tomu ekvivalenci Pythagorovy véty a kosinové véty ,,odsouhlasil®, soucasné
coz nasledujicim ptispévkem [10] jesté potvrdil. Prispévky [9] a [10] byly kritizovdny v ¢lanku [2]
a v neotisténém clanku [3].

5Laskavy Gtendf necht si rozmysli, jak se zméni obrazek 6 (a dikaz), kdyZ je thel ACB tupy
a bod F lezi na tse¢ce BC, resp. mimo ni.
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Véta 5 (Pythagorova véta pro libovolny trojuhelnik). Necht ABC je libovolny
trojuhelnik, |AB| = ¢, |BC| = a, |CA| = b. Jestlize je D patou vysky spusténé
z bodu A, |BD| = ap, |CD| = a¢, potom je
A +al =b+a%.
Diikaz. Podle Pythagorovy véty pro trojihelniky ABD a AC'D na obrazku 8 je
A= +vi=a%+0*—ak, atedy *+ak=0b>+a%.
(Pfi¢teme-li k obéma strandm ap - ac, dostaneme rovnost ¢? + a - ac = b* +a - agp,

kterd je ndzorné vidét na obrazku 8.)
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Obr. 9

Pokud by byl tthel BC A tupy, zméni se predchozi postup jen nepatrné:

A=ah+vi=a%+b* —ak, atedy +al=0b>+a%.

(Odec¢teme-li od obou stran ap - ac, dostaneme rovnost ¢ —a-ac = b*+a-ag.) O

Uvédomme si, ze pokud body C a D splynou, dostaneme klasickou Pythagorovu
vétu, nebot ac = 0 a ap = a. Véta 5 je tedy rovnéz ekvivalentni s Pythagorovou
vétou.

Poznamenejme, ze ditkaz rovnosti 2 +a-ac = b>+a-ap lze v piipads, ze tthel BC A
je ostry, snadno nahlédnout pomoci obrazku 9. Na ném maji obdélniky znacené I
stejny obsah, totéz plati pro obdélniky II a pro obdélniky ITI. Dikaz je zalozen na
skutecnosti, ze obsahy trojuhelniki BPD, BPA, BQC a BQF jsou stejné. Myslenka
tohoto dikazu je pfevzata z diikazu Pythagorovy véty v Eukleidovych Zdkladech [7],
viz 47. véta prvni knihy. Pokud je tthel BC' A tupy, lze obdobnym zpusobem dokazat
rovnost ¢2 —a-ac =b*+a-agp.

Nyni prichdzime k samému jadru tohoto ¢lanku, totiz k vété o ¢tyrihelniku, ktera
zahrnuje vsechny vyse uvedené pythagorejské formulace jako specialni pripady. Soucas-
né nas tim opraviuje nazyvat ji Pythagorova véta pro ctyrihelnik. Je pouhou geomet-
rickou interpretaci nasledujici rovnosti mezi komplexnimi ¢isly «, 3, v, 0 a prislusnymi
Cisly sdruzenymi:

(@=B)@=B)+B-NB-7)+(-80)F -0+ @ -a)d-a)=
=(@=N@-F)+B-0)B -0+ (a-B+y-d)(@-B+7-9).

Interpretace elementarni rovinné eukleidovské geometrie pomoci komplexnich cisel
je téinnym néstrojem (viz napt. [6]), ktery bohuzel neni ve stfedoskolské matematice
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dostatecné zdaraznovan a vyuzivan. Interpretujeme-li v predchozi rovnosti komplexni
¢isla «, B, 7, § jako body Argandovy—Gaussovy roviny, dostavame ihned nasledujici
vétu.

Véta 6 (Pythagorova véta pro obecny ¢tyfihelnik). Necht A, B, C, D jsou étyri
(ne nutné rizné) body v roviné. Necht K je stied tsecky AC a L stied tsecky BD.
Potom je

|AB|? + |BC> + |CD|*> 4+ |DA|? = |AC|? + |BD|?* + 4|K L|*.

Poznamenejme, ze véta 6 pokryva tii ruzné situace zachycené na nésledujicich
obrazcich.

Obr. 10 Obr. 11

Tvrzeni véty 6 se tyka obrazku 10, rovnost
|AB|? + |BD|*> + |CDJ* 4 |AC|? = |BC|* + |AD|* 4+ 4|]M N|?
odpovida obrazku 11 a rovnost
|AC|*> +|BC|* + |BD* + |AD|* = |AB|* + |CD|* + 4| PQ/?

se tyka obrazku 12. Kombinaci téchto rovnosti dostavame nové identity. Napriklad
sectenim poslednich dvou obdrzime rovnost

|AC|> +|BD|* =2 (|]MN|* + |PQ|?).

To vSe je znazornéno na obrazku 13, ktery ilustruje vzajemné jednoznacény vztah mezi
¢tyithelniky a ,jehlany“ s rovnobéznikovou podstavou.b

V daném ctyiahelniku ABCD tvori stredy tsecek AD, BD, BC, AC a CD
sjehlan“ s rovnobéznikovou podstavou M LN K a vrcholem @. Snadno se presvédc¢ime,
ze se jedna o vzajemné jednoznac¢nou korespondenci mezi ¢tyirihelniky na jedné strané
a ,jehlany“ s rovnobéznikovou podstavou na strané druhé. Tento vztah (zachyceny na
obrazku 13) poskytuje transparentni navod, jak z vyse uvedenych rovnosti tykajicich
se obrazku 10, 11, 12 odvozovat dalsi. Bezprostfedné nahlédneme, ze napriklad podle
véty 6 uzité na ctyriuhelnik ABCD a rovnobéznik M PNQ

|AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA]* = 2(|M N> + |PQ|*) + 4|KL|* =
=4(|MP|* + |PN|* + |KL|?).

63 jistou nadsdzkou hovoiime o ,jehlanu®, i kdy# vsechny jeho vrcholy lezf v roving.
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Obr. 13

Obrazek 13 téz naznacuje alternativni dikaz véty 6 uzitim Apolléniovy véty pro
trojuhelniky ABC, ACD a BDK, kdy se jen seCtou prislusné rovnosti.

Podotknéme jesté, ze vSechny tyto rovnosti jsou ekvivalentni s Pythagorovou vétou
a ze v pripadé, kdy je v obrazku 13 thel AC'B pravy a body D a @ splyvaji s bodem C
(a tedy |PQ| = 3|AB|), dostdvime uzitim rovnosti

|AC|?> + |BC|*> + |BD|? + |AD|? = |AB|? + |CD|* + 4| PQ|*
klasicky vztah
|AB|? = |BC|* + |CA*.

Rovnost uvedend ve vété 6 byla ovérena pomoci komplexnich ¢isel. Uvédomme si,
ze ji bylo mozno dokézat dosazenim vzdalenosti boda A, B, C, D, K a L vyjadrenych
kartézskymi souradnicemi v eukleidovské roviné. Jedna se o rovnost redlnych ¢isel

(a=b2+b-cP+(c—d?+d-a)=(a—c) > +b—-d)?’+(a—b+c—d)?

kterou uzijeme dvakrdt — pro prvni i druhé souradnice uvazovanych bodu. Odtud
vyplyva, Ze rovnost uvedend ve vété 6 plati v libovolném kone¢nédimenziondlnim eu-
kleidovském prostoru.

Véta 7 (Pythagorova véta pro ¢tyfi body v eukleidovském prostoru). Necht
A, B, C, D jsou (ne nutné rizné) body v kone¢nédimenziondlnim eukleidovském pro-
storu a K, L jsou stredy tisecek AC a BD. Potom je

|AB|? + |BC* + |CD|* 4+ |DA|? = |AC|? + |BD|? + 4|K L|*.

Je zjevné, ze plati rovnéz vSechny rovnosti uvedené za vétou 6. Formulace véty 7
dava ihned moznost rozsitit pythagorejské vztahy pro libovolny pocet bodi. Uvedeme
prislusnd tvrzeni pro pét a Sest bodu s prislusnymi obrazky (obrézky 14 a 15).
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Obr. 14

>

Obr. 15

Véta 8 (Pythagorova véta pro pét boda v eukleidovském prostoru). Necht
A, B, C, D, FE jsou (ne nutné rizné) body konecnédimenzionédlniho eukleidovského
prostoru. Necht P, Q, R, S, T jsou po radé stredy usecek AC, BD, CE, DA, EB.
Potom je

3(JAB]* + |BC|> + |CD|* + |DE|* + |EA]?) = |AC|* + |BD|? + |CE|*+
+|DA]* + |EBJ* + 4(|PQ|* + |QR|* + |RS|> + |ST|* + |TP|?).

Tuto rovnost ziskdme bezprostfednim uzitim véty 7 na ,ctyidhelniky“ ABCD,
ABCE, ABDE, ACDE a BCDE: seCteme prislusné rovnosti vyplyvajici z véty 7.

Stejné jako diive muzeme vyjadrit rovnost z véty 8 v riznych variacich. Napriklad
soudet ¢tverctt délek thlopiicek, tj. soucet |AC|? + |BD|? + |CE|*> + |DAJ]? + |[EB|?,
lze snadno nahradit ¢tyfnasobkem souétu |GH|? + |HK|? + |KL|? + |LM|? + |MG|?,
kde body G, H, K, L, M jsou stredy tse¢ek AB, BC, CD, DE, FEA. Tedy trojnasobek
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souctu ¢tverct nad stranami ,pétithelniku“ ABCDE je roven ¢tyinasobku souctu
¢tvercti nad stranami ,pétithelnika“ PQRST a GKLMN.”

Formulace pythagorejského tvrzeni pro Sest bodu je podobné. Jestlize v daném
wSestitthelniku® ABCDEF (viz obrézek 15) uzijeme vétu 7 pro ,,étyithelniky“ ABC D,
ABCF, ABEF, ADEF, BCDE a CDEF, dostaneme ihned nésledujici vétu.

Véta 9 (Pythagorova véta pro Sest boda v eukleidovském prostoru). Necht
A, B,C, D, E, F jsou (ne nutné rizné) body kone¢nédimenziondlniho eukleidovského
prostoru. Necht P, Q, R, S, U, V jsou po radé stredy usecek AC, BD, CE, DF,
EA, FB. Potom je

3(|AB> +|BC|> + |CD|* + |DE|* + |EF|* + |FA]?) + 2(|AD|* + |BE]> + |CF?) =
= 2(|AC|* + |BD|* + |CE|” + |DF|* + |EA]* + |FB|?) +
+4(|PQP* + |QRI* + |RS|” + |SU* + |[UV > + |V P]?).

Rovnost uvedenou ve vété 9 mizeme opét nejruznéjsim zplusobem modifikovat.
Pomeérné zajimavou rovnost ukazuje obrazek 16: Soucet c¢tvercii nad stranami ,Sesti-
thelniku“ ABCDEF je roven souctu ¢tverci nad stranami ,sestitthelniku“ PQRSUV
a trojuhelnikia XY K,YZL a ZXM. Pritom jsou body X,Y,Z, K, L, M stiedy use-
¢ek AD, BE, CF, DE, BC, FA.

Odvozeni rady dalsSich ekvivalentnich rovnosti prenechavame laskavému ctenari,
ktery — v pripadé, ze se jedna o rovinny pétithelnik ¢i Sestitthelnik — miize tyto
rovnosti prelozit do fe¢i komplexnich ¢isel.

Zavérem si nemuzeme odpustit uvést krdsny dusledek véty 2 (viz obrézek 17) po-
ukazujici jednak na vyznam blizkého vztahu mezi trojihelniky a rovnobézniky, jednak
na zbytecné pouzivani kosinové véty, které casto zakryva podstatu problému a brani
plnému porozuméni (viz [4] a [8]).

7Opét zde s jistou nadsdzkou hovoiime o &tyfthelnicich, pétithelnicich a Sestithelnicich, i kdyz
jejich vrcholy nemusi lezet v roviné.
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Obr. 17

Véta 10. Necht ABC je libovolny trojiihelnik a ABC,Cs, BCA1As a CAB1B;
¢tverce nad jeho stranami. Potom

|A1By|* 4 | B1Cs)? + |C1 As|? = 3(|AB|* + |BC|* + |CAJ?).
Diikaz. Protoze je (viz obrazek 17)
/ACBy + /ACB = /B1ACy + /BAC = /C1BAy; + Z/CBA = 1800,

jsou rovnobézniky AF; BC' a C A1 F) By shodné. Shodné jsou i rovnobézniky BD>C A
a AByD1C5 a rovnéz rovnobézniky CE3AB a BC1FEq As. Podle véty 2 je

|BCP? + |B1Ca|* = 2(|AB|* + |AC|?),
|AC|? + |C1 As|* = 2(|AB|* + | BC|?),
|AB|? + | A1 Bo|* = 2(JAC|* + |BCP?).

Sectenim dostdvame vysledek. Vsimnéme si, Ze trojuhelniky Ay BoC, B1CsA a C1 As B
maji stejny obsah jako trojihelnik ABC. O
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