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MATEMATIKA

Surdicka vyjadreni prirozenych Cisel Il

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu — Katefina Fiserovd, Praha

Abstract. This note describes expressions involving nested square and cube
roots that can be simplified to natural numbers and clarifies their relationship
to the solutions of cubic equations.

Cas od ¢asu se v matematické literatuie setkdvame s vyrazy tvaru

</510 650 4+ V260 763 780 411 + 6/510 650 — v260763780411. (1)

Treti odmocninu zde uvazujeme v oboru redlnych cisel, jde tedy o zcela
jednozna¢nou hodnotu, tj. o jednozna¢né urcené realné cislo. Bézna kal-
kulacka vyhodnoti vyraz (1) jako ekvivalent ¢isla 100. Ale je to opravdu
pfesné 100, nebo jen pfiblizné 1007

Zde se rodi zakladni otazka, kterou si v této poznamce klademe. Je
mozné vyjadrit kazdé prirozené ¢islo n ve tvaru

n=a+by/ot {a—bye, @)

kde a, b, ¢ jsou nezaporna celd éisla, a # 0, a takové vyjadieni je jedno-
znacné? Jak tyto otdzky souviseji s jinymi oblastmi algebry, s feSenim
kubickych rovnic a predevsim Tartagliovou metodou? Néasledujici ivaha
nam poskytne nékolik voditek. Pfipomeinime zde ¢ldnek [3], tykajici se
kvadratickych surdickych vyrazi.

Uvazujme libovolné pfirozené ¢islo n > 2 a definujme prirozené ¢islo a
jako
2a = n(n* — 3). 3)

To je mozné diky tomu, ze n(n? — 3) je vidy ¢islo sudé. Potom

n:€/a+\/a271+€/af\/a271, (4)

coz lehce ovéfime umocnénim obou stran této rovnosti na treti. Rov-
nost (4) plyne téz ihned z toho, Ze

1 1
aQ—IZZ[nQ(n2—3)Q—4} :Z(n6—6n4+9n2—4):

= L~ 170 - ),
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a tedy Ze

1 24
Va+ Va2 - =§’/§ {n3—3n+(n2—1)\/n2—4} :g—l-nT.

O tom se snadno pfesvéd¢ime, nebot

(%%)lé(mmf:

1
=3 [n3+3n2\/n274+3n(n274)+(n274) n2—4] =

:%{n3—3n+(n2—1) n2—4|.

Podobné dostavame, ze

1 24
\3/a—\/a2—1=§’/§ {n3—3n—(n2—1) n2—4} :g—nT.

Povsimnéme si, ze zvolené ¢islo n je v dusledku (3) kofenem kubické
rovnice

22 —3r—-2a=0

a 7e vyraz (4) je zndmym Tartagliovym vzorcem pro jeho nalezeni[!] Pro

ilustraci tohoto postupu zvolme napi. n = 11. Pak a = 1 -11-118 = 649,

2
a tedy

11 = §/649 +/421200 + §/649 — /421200 =
= 3/649 +180V13 + \3/649 — 180V/13.

Ackoli jsou odpovédi na naSe Gvodni otézky zcela jednoduché, mu-
zeme pozorovat prekvapivou odliSnost v chovani lichjch a sudych ¢isel.
Uvedme nejprve zakladni vysledek.

Véta 1. Viechna moznd vyjddient piirozeného éisla n ve tvaru (2) jsou
tato:

1)rl‘alrtagliovy vzorce jsou znamé také pod nazvem Cardanovy vzorce.
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MATEMATIKA
Pro liché¢ n =2k — 1 je

n =

= {/[k* — 32+ Sk — 2+ (6k — 3)t] + (3K2 — Sk +1+1) VBT 8+

+ [k — 82+ Sk — 2+ (Ok — 3)t] — (32— Sk +1+1) VBT 8

pro vsechna celd k > 1, t > 0. Zde je navic

Y/ — K2+ Sk — 2+ (6k — 3)t] & (k2 — Sk +1+1) 5+ 50 =
1
= 52k — 1+ V51 80).

Pro sudé n = 2k je

0= V(K + 3kt) + (32 + VL + (K3 + 3kt) — (3k2 + D)V

pro vsechna celd k > 1, t > 0. Zde je navic

Yk + 3ht) £ (3K2 + )V = b+ VI,

Mnohonésobné uiiti proménnych v prévé vyslovené Vété ji miize ubi-

vvvvvv

vevs

stavu o vyrazech, s nimiz se zde setkdvame. NasSe véta prosté tvrdi, ze
pro vsechna t > 0 je

1= €/2+3t+(1+t)\/5+8t+ €/2+3t7(1+t)\/5+8t,

2 = §/1+3t+(3+t)\/%+ §/1+3t—(3+t)\/?f,
3= {’/9+9t+(4+t)\/5+8t+ </9+9t7(4+t)\/5+8t,
3 3
4= \/8+6t+(12+t)\/?t+ \/8+6t—(12+t)\/¥,
5= {’/25+15t+(10+t)\/5+8t+ </25+15t7(10+t)\/5+8t,

6= {’/27+9t+(27+t)\/5+ §/Q7+9t7(27+t)\/1_f,
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7= \3/56+21t+ (19 + t)V5 + 8t + i/56+21t7 (19 + )v/5 + 8¢,

8= \3/64+12t+(48+t)\/5+ §/64+ 12t — (48 4 t)V/t,

23 = {1564+ 69t + (199 + )v/5 T 8+ 3/ 1564 + 69¢ — (199 + £)v/5 1 81,

24 = §/1 728 + 361 + (432 + 1)Vi + i’/l 728 + 36t — (432 + t)V7,

25 = {’/2 000 + 75¢ + (235 + £)v/5 + 8i+ f/z 000 + 75t — (235 + £)v/5 + 8¢,

Véta 2. Surdickd vyjadrent lichych cisel n = 2k — 1 popsand ve vété 1
odpovidaji celociselnym korenum kubickée rovnice

23 =3(k* —k —1—2t)x +2k> — 3k* + 9k — 4+ 6(2k — 1)t

pro t > 0. Ziskame je uzitim Tartagliova vzorce pro resent kubickych
rovnic.

Surdicka vyjadrent sudych cisel n = 2k popsand ve vété 1 odpovidaji
podobne celociselnym korenum kubické rovnice

2% = 3(k* — t)x + 2k(k* + 3t)

prot > 0. Ziskdme je opét uZitim Tartagliova vzorce pro resent kubickych
rovnic.

Pro ilustraci zde ukazme nékolik kubickych rovnic, jez maji kladny
celoc¢iselny koren:

23 = —57z + 58 mé kofen 1 = /29 + 10v/77 + /29 — 10v/77
23 = —272 + 62 m4 kofen 2 = v/31 + 1310 + /31 — 1310
2% = —57z + 198 mé4 kofen 3 = /99 + 14v/85 + /99 — 14/85
2% = —18z + 136 mé kofen 4 = /68 + 22/10 + v/68 — 22¢/10
2% = 3z + 110 mé4 kofen 5 = /55 + 1221 + /55 — 121/21

23 = —3z + 234 mé kofen 6 = v/117 + 37v/10 + /117 — 3710
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23 = 402z + 4176 mA kofen 24 = /2088 + 4421/10 + /2 088 — 4421/10
23 = 459z + 4150 m4 kofen 25 = v/2075 + 236113 + V/2075 — 236113

Dokazme nyni vétu 1 a vétu 2. Polozme h = b%c a piepisme (2) do
jednodussi podoby

n=€/¢t+\/ﬁ+€/a—\/ﬁ,

kde a > 0 a h > 0 jsou cela ¢isla. Umocnénim této rovnosti na treti
dostavame

n3:2a+3€/m(€/a+\/ﬁ+ f/a—x/ﬁ),

neboli
n? = 2a+ 3nv/ a2 — h. (5)

Rozlisme nyni dva pfipady, totiz pripad, kdy n je liché ¢islo, a pfipad,
kdy n je sudé cislo.

(i) Je-li n liché ¢islo, pak je podle (5) ¢islo a celoéiselnym nasobkem
éisla n, tedy a = nz. Odtud

21 + 33Y/n2x2 — h = n?

a ozna¢ime-li v/n?x2 — h jako y, dostaneme jednoduchou diofantickou
rovnici
22 + 3y = n?.

Tato rovnice ma nekoneéné mnoho feseni ve tvaru x = 3r — n?, y =
= n? —2r pro libovolnou hodnotu celo¢iselného parametru r. V disledku
toho pak
o 2
a=nz=n(3r—n°),

y=n%—2r=/n2(3r —n2)2 —h,

coz vede k rovnosti
h = r%(8r — 3n?).

Jelikoz h > 0, musi ¢&islo r vyhovovat nerovnosti 8 — 3n? > 0, tj. celo-
Ciselny parametr je omezen podminkou r > %nQ.

Roénik 92 (2017), ¢&islo 3 5



MATEMATIKA

Dosadime-lin =2k —1, k > 1, pak

3 3 3 3
> -2k —1) = Zk* - Zk+ =
rzg@h -1 =gk - gkt g
a vzhledem k celoc¢iselnosti » mizeme vSechny akceptovatelné hodnoty r
vyjadrit jako
r:t+;k(k71)+1, £>0, (6)

coz nas dovede k prvnimu vyrazu ve vété 1.
Kromé toho miizeme prostym umocnénim obou stran na tfeti dokazat
rovnost

1
i/n(3r7n2):|:r\/8r73n2: §<n:|: 87"3712).

Substituci ze vztahu (6) tak nakonec dostavame druhou rovnost z véty 1.

(ii) Je-li n sudé éislo, n = 2k, k > 0, postupujeme obdobnym zptso-
bem. Vztah (5) nabyva podoby

20+ 6k~v/a? — h = 8k>,

odkud vidime, ze a = kx, kde

x4+ 3V k222 — h = 4k%.
Oznaéime-li y = ¥k2x2 — h, dostaneme jednoduchou diofantickou rov-
nici
x + 3y = 4k,
ktera ma nekoneéné mnoho feSeni ve tvaru = k% + 3t, y = k? — ¢ pro
libovolnou hodnotu celo¢iselného parametru ¢t. Pak pro kazdé t > 0 je
a=kx = k(k® + 3t),

y=k*—t=k2(k?+3t)2 - h,

coz vede k rovnosti h = t(3k% + t)?. Analogicky jako v ptipadé lichého n
mizeme i zde prostym umocnénim obou stran na tfeti snadno dokazat
rovnost

\3/k;(k;2 +3t) + (B2 + )Vt =k + V.

Tim je dtkaz véty 1 dokoncen.
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Dtkaz véty 2 spociva v rutinni aplikaci Tartagliova vzorce pro feseni
kubickjch rovnic. Vychézime-li z kubické rovnice tvaru 2 = pz + g,
primym vypoc¢tem urcime nejprve hodnotu ¢ a posléze téz p.

Nyni si povsimnéme, ze je-li m délitelem n, tedy n = md, potom se
d-nésobek kazdého surdického vyjadieni Cisla

m = i/a—i—b\/g—f- f/a—b\/E

objevuje v seznamu surdickych vyjadieni n:

n = {fad® + bd3/e + ad® — bd/c

7 toho plyne, ze vS8echna surdickd vyjadfeni ¢isla m muzeme ziskat ze
surdickych vyjadieni ¢isla n. Pro ilustraci této situace si uvedme seznam
vSech surdickych vyjadfeni cisla 30:

30 = §/3375+45t+ (675 + )Vt + {’/3375+45t+ (675 + )V, t >0
(7)

7 néj mizeme ziskat seznamy vsech surdickych vyjadreni jeho déliteli:

15 jako
10 jako

ze (7) prot =5+8s,5s>0

ze (T) prot =9s,5 >0

6 jako (7) prot =25s,5 >0

5 jako (7) prot =45+ 72s, s >0

3 jako % ze (7) pro t =125+ 200s, s > 0

2 jako 1= ze (7) pro t = 225s, s > 0

W= M=

ze
ze

[N e

1 jako z5 ze (7) pro t = 1125+ 1800s, s > 0

Porovname-li vyrazy ve vété 1, ihned vidime, ze pro licha ¢isla n maji
v8echna surdicka vyjadieni formu

n= % [f/(n3 + 3nt) + (3n2 + )Vt + f/(n3 + 3nt) — (3n? + t)\/;f}
(8)

pro vSechna t = 5 + 8s, s > 0. Uziti této rovnosti umoznuje vhodnéjsi
zpusob zaznamenani vSech surdickych vyjadfeni lichého ¢isla n nez po-
uziti prvniho vzorce ve vété 1.
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Jak jsme uz vidéli, kazdé sudé ¢islo n pripousti ,,degenerovana“ sur-
dicka vyjadfeni, tj. vyjadieni (1), kterd degeneruji na tvar

n=vut+v+vu—v

s piirozenymi &isly u, v. To se stane v ptipadé, Ze t je Gtvercem (t = ¢?)
celého ¢isla ¢ > 0. Pro vSechna takova ¢ dostavame

V(K3 +3ke?) + (3k% + ¢?)q + /(K3 + 3kq?) — (3k2 + ¢%)q =
=(k+qP+/(k—q)B3=(k+q) +(k—q)=2k=n.

Napriklad pro n = 10 mame pro ¢ =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...,12, ...
postupné:

10 = ¢125+ 0+ v125—-0=5+5
10 = V140 + 76 + V140 — 76 = 6 + 4
10 = /185 + 158 + ¢/185 — 158 = 7+ 3
10 = /260 + 252 + /260 — 252 = 8 + 2
10 = /365 + 364 + /365 — 364 =9 + 1
10 = /500 + 500 4+ ¥/500 — 500 = 10+ 0
10 = /665 + 666 + /665 — 666 = 11 — 1

Pro lichéa ¢isla n tato degenerovana vyjadfeni neexistuji. To vyplyva
ihned z toho, zZe celé ¢islo tvaru 5+ 8s nemiize byt ¢tvercem. Presvéd¢me
se o tom. Predpokladejme, ze 5 + 8s = ¢? pro néjaka celd ¢isla s a q.
Potom ¢ musi byt liché, tedy ¢ = 2k + 1 pro néjaké prirozené cislo k.
Pak ale

5+8s=4k>+4k+1 a 1+2s=Fk(k+1).

Protoze k(k + 1) je vzdy ¢islo sudé, dochazi ke sporu.

Na zavér poukazme na to, Ze vzorce ve vété 1 mohou byt uzity i pro
zaporné hodnoty parametru t. Samoziejmé v takovém piipadé se budeme
zabyvat surdickymi vyjadfenimi pfirozenych ¢isel n pomoci Gaussovych

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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(celych) ¢isel, tj. komplexnich ¢isel, jejichz redlna i imaginarni ¢ast jsou
celd ¢isla. Zdaraznéme a ilustrujme struéné na nasledujicich tfech pfi-
kladech zcela nové dulezité vlastnosti takovych vyjadieni.

Kazdé takové vyjadreni prirozeného ¢isla obsahuje dvé tieti odmoc-
niny z komplexniho ¢isla, a je tedy dilezité urcit, které dvé ze tii hodnot
takovych tfetich odmocnin zvolime.

(a) Typické (a historicky vyznamné) je vyjadfeni, které obdrzime
v kontextu véty 1 pron=4at=—1:

4=<24111+ V2 — 111 9)

V tomto surdickém vyjadfeni rozpoznavame Tartagliiv tvar feseni ku-
bické rovnice
23 =152+ 4 (10)

tak, jak je prezentovan G. Cardanem v [2]. Rovnosti
V2E+11i=24i

vyvozené z véty 1 nas vedou k formuli brilantniho Rafaela Bombelliho,
ktery s komplexnimi ¢isly priikopnicky v [1] pracoval. Nékteré ze sou-
¢asnych ucebnic opomijeji zdiraznit to, ze kazdy ze dvou symbolickych
zapisti v/2 £ 111 ma vlastné t¥i réizné hodnoty, totiz

1 1
241, 3 [(—2+\/§)¢(1+2\/§)i} 3 [(727\/§)$(172\/§)i .
Proto surdické vyjadieni (9) vlastné popisuje vSechna tfi FeSeni rov-
nice (10):
4, —24+V3, —2-V3
(b) Vratme se znovu k vété 1 a uvazujme piipad n =1 a t = —1, tj.

symbolickou rovnost
1=+v—-1++v/-1. (11)

Zde je nyni klicové vzit v itvahu, co bylo fe¢eno vyse o hodnotach kom-
plexnich tfetich odmocnin. Tteti odmocnina z ¢isla —1 nabyva hodnot

-1, %(1 +V/31), %(1 —V/3i).

Zvolme za prvni vyraz /—1 v symbolické rovnosti (11) postupné hod-
noty

-1, %(1 +V3i), %(1 —V/3i)

Roénik 92 (2017), ¢&islo 3 9
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a za druhy vyraz /—1 v (11) odpovidajici trojici hodnot

-1, %(1 —V31), %(1 +V/31).

Volba téchto ti part tfetich odmocnin z —1 uréuje v surdickém vyjadfeni
rovnosti (11) kofen —2 a dvojnasobny kofen 1 pfislusné kubické rovnice
23 = 3x—2. Vysvétleni rovnosti (11) je uz samozfejmé vyjadieno vétou 1.

(c) Nage tieti surdické vyjddieni

1:6/71374\/§i+ §/—13+4\/£i (12)

predstavuje jeden ze tii kofenti kubické rovnice

23 =27r — 26 (13)

(odpovidajici v nasem znaceni ve vété 1 pfipadu n = 1, t = —5). Opét
nezapomenme, ze zde figuruji t¥i hodnoty tfeti odmocniny z komplexniho
¢isla —13 F 44/351, tedy

1

5 (1 +/35 i) ,
[(71 n \/105) - (\/35 + \/5) i} ,
(- v19) = (- 3) ]

které vedou podobné jako v ptipadé (b) ke tfem kofentim kubické rovnice
(13), totiz k ¢islim

1
4
1

1 (—1+\/ﬁ), (—1—%).

N =
N =

)
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