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MATEMATIKA

Surdicka vyjadreni prirozenych Cisel |

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu — Katetina Fiserovd, Praha

Abstract. The aim of this note is to help in understanding of certain surdic
presentations of natural numbers.

Patrné jste se uz setkali s rovnostmi typu

\/37+20¢§+ \/37—20\/§= 10,
\/57+40f— \/57—40\/§= 10,

1
\/49 + 20v/6 + ——— = 10,

49 + 20/6

/ 1
51 +10v26 — ———— =10.
v o1+ 10v26

Neékolik poznamek o podobnych vyjadrenich pfirozenych ¢isel publikoval
J. PSenicka v [4]. Nékolik prikladi je téz uvedeno v ¢lancich [2] 8] [].

Snazme se porozumét témto rovnostem hloubéji. VSechny obsahuji
vyrazy typu

nebo

(2)

Vd, kde d = a + by/c je nezéporné realné &islo.

Budeme tedy studovat tzv. surdické vyrazy typu

\/a+\/5:|:\/af\/ﬁ Ci \/a+\/ﬁj:\/%

(1+\/E

pro celd nezdporna ¢isla a a h.

Samoziejmé, ze v/h miizeme vyjadiit ve tvaru vh = by/c, kde b, ¢ jsou
cel4 ¢isla spliiujici podminku, Ze ¢ nemé délitele p? pro zadné prvoéislo p.
Tak napf. /2940 vyjadiime ve tvaru v/2940 = 141/15.

Zajisté nas napadne otazka, zdali je mozné vyjadrit kazdé prirozené
¢islo n ve tvaru

n:\/aJr\/EJr\/af\/ﬁ é n:\/aJr\/Ef\/af\/ﬁ (3)
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MATEMATIKA

a zdali je takové vyjadieni jednoznacné. Zcela snadno vidime, ze kazdé
takové celé ¢islo

n:\/aJr\/E:I:\/af\/E

musi byt sudé, nebot umocnénim rovnosti (3) dostdvame rovnost
n? =2a+2va2 — h. (4)
Pisme tedy n = 2m, kde m > 0 je celé ¢islo. Potom

2m? =a++v/a? — h,
a tedy
a? — h=4m* + a® — 4m?a,

odkud
h = 4m?*(a — m?).

Jelikoz h > 0, je a = m2+c, kde ¢ > 0 je celé ¢islo a h = 4m?c. Vztah (4)
Ize tedy prepsat do tvaru
n? =4m? = 2(m* +¢) +21/(m? — c)2.

Zde si musime uvédomit, ze

(m2—c¢)2=m?—c proc<m?

V(m2 —c¢)2=c—m? proc>m?

Proto pro ¢ < m? plati rovnost
n? =4m? = 2(m* + ¢) + 2(m? — ¢

neboli

n= \/m2+c+2m\/5+ \/m2+672m\/5,

zatimco pro ¢ > m? plati rovnost
n? = 4m? = 2(m? + ¢) — 2(c — m?)

neboli

n= \/m2+c+2m\/57\/m2+672m\/5.
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MATEMATIKA

Vyjadfeni (1) pfirozenych ¢éisel surdickymi vyrazy by tedy neméla byt
velkym prekvapenim. Vzdyt

\/m2+c+2m\/5:\/(m+\/5)2:m+\/5

pro vSechna nezaporna ¢isla ¢, a zcela podobné
\/m2+c—2myc=m—/c

m2+c—2myc=+c—m

v zavislosti na tom, zda ¢ < m? & ¢ > m?; odtud uz viechno plyne.
Shriime nase poznatky v nasledujici vété.

nebo

Véta 1. Vyjddrent prirozeného cisla n vyrazem typu

\/a+\/ﬁ+\/a—\/ﬁ,

tj. prund z rovnosti (3), existuje pouze pro sudd ¢isla n. Je-li n = 2m,
potom existuje takovych vyjddreni m?, totig

n=\/m2+c+2m\/5+\/m2+c—2m\/E=(m+\/E)+(m—\/E),

kde c € {0,1,2,...,m? — 1}. Z toho pro c € {0,1,22,... (m — 1)?} je
m rovnosti redukovdno do tvari

n=m-4+m =
=(m+1)+m-1)=---=(m+k)+(m—k)=---=2m—-1)+1.

Pro ¢ = m? dostdvdime redukovany tvar n = 2m + 0. Vyjddveni p¥i-
rozenych cisel, kterd nelze redukovat do takoviychto jednoduchych tvari,
nazveme ryzi.

Vyjddreni ¢isla n ve tvaru n = \/aJr Vh — \/a —Vh je nekoneéné
mnoho. Pro kazdé c € {m? +t ‘ t=1,2,...} dostdvdme

n:\/m2+c+2m\/57\/m2+672m\/5:(m+\/5)7(\/57m).

Z nich jsou opét ta, pro néz c neni mocninou prirozeného cisla, ryzi.
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Tlustrujme vétu 1 nazorné pro ¢islo n = 6, tedy m = 3. Existuje
nasledujicich 6 = m? — m ryzich surdickych souctt vyjadiujicich éislo 6:

\/11+6\/§+\/11—6\/§=6
\/12+6\/§+\/12—6\/§=6
\/14+6\/5+\/14—6\/3:6,
\/15+6\/6+\/1576\/5:6,
\/16+6\/?+\/1676\/7:6
\/17+12\/§+\/17—12\/§:6
Riyzich surdickych rozdilt vyjadiujicich ¢islo 6 existuje nekone¢né mnoho:
\/19+6\/E—\/19—6\/E:6
\/20+6\/H—\/20—6\/ﬁ:6
\/21+12\/_—\/21—12\/§:6
\/22+6\/1_—\/22—6\/E=6
\/23+6¢ﬁ—\/23—6\/ﬂ=6
\/24+6\/1_—\/24—6\/E=6
\/26+6\/ﬁ—\/26—6\/ﬁ:6
\/27+18\/§f\/27718\/§:6

Pritom je

6=vVI+0+vV9—-0=+10+6+10—-6 =
=V13+12+/13-12=18+ 18+ /18 — 18 =
=v25+24—+/25—-24=+/34+30—-34-30=...,
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tj.

V94 +6c—vV9I+c—6c=(c+3)—(c—3)=6

pro celé ¢isla ¢ > 3.

Posledni rovnosti jsou spiiznény se zajimavou tilohou J. Zhoufa (Uloha
¢. 25 v [5)):

Uréete vsechna prirozend ¢isla a, pro kterd je v/a + 2012+ v/a — 2012
c¢islo celé.

Reseni, publikované v Rozhledech matematicko-fyzikalnich na str. 58
tfetiho ¢isla roéniku 87 (2012) ukazuje, Ze takova ¢isla jsou dvé:

a=253013 a a=1012037.

Pokusme se zodpovédét otazku, pro¢ ma tato tiloha pravé dvé feseni.
Za timto ucelem uvazujme obecnéjsi ulohu, v niz na misto ¢isla 2012
dosadime libovolné celé ¢islo b. Bezprostiredné vidime, Ze pro to, aby

n=va+b++va—->

bylo pfirozené ¢islo, je nutné, aby b bylo sudé. To odvodime snadno. Uz
diive jsme vidéli, ze n je sudé cislo, tedy n = 2m, a z rovnosti

2m=vVa+b++Vva—>b
plyne ihned (stejné jako v Gvaze tykajici se vztahi (3) a (4)), ze
v’ = 4m?*(a — m?),

a proto musi byt ¢islo b sudé. Pisme b = 2r, kde r je pfirozené d¢islo.
Hledame tedy cisla a takova, ze

Va+2r++va—2r=n=2m.

Umocnénim obou stran obdrzime rovnost

r? = m?(a —m?),
coZ znamena, 7e 7 = ms a a = m? + s2 pro libovolny rozklad &isla r
v soucin dvou déliteli.

Tak napt. pro b = 2012 z tlohy 25 je r = 1006 a 1006 = 1-1 006 nebo
1006 = 2-503. V prvnim piipadé a = 12 + 10062 = 1012037, v druhém
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pfipadé a = 2245032 = 253 013. Dvé feseni odpovidaji dvéma rozkladtim

¢isla 1 006.

V obecném piipadé necht

ki, k k
r=pipy e pgt

s rtiznymi prvocisly p; a kladnymi k; pro 1 < j <t je prvociselny rozklad
prirozeného ¢isla r. Jelikoz kazdy délitel s ¢isla » ma tvar

Ll [
s =pi'ps Py,

kde 0 < I; < k; pro 1 < j < t, poCet d(r) vSech déliteli ¢isla r je
dir) = (k1 + 1)(k2 + 1)--- (kt + 1). Proto pocet f(r) vSech rtznych
rozkladu ¢isla 7 v souc¢in dvou ¢initela je

% (d(r) + 1), pokud r = e? pro piirozené &islo e,
1) = {% d(r), pokud tomu tak neni.
Rozklad Reseni Reseni
r = 360 b="T720 b="T720
m-s vyraz = 2m vyraz = 2s
360-1 | /129601 + b+ /129601 — b = 720 | v/129601 + b — /129601 — b = 2
180 -2 V32404 4 b + /32404 — b = 360 V32404 +b—+/32404 - b =4
120-3 V14409 + b + /14409 — b = 240 V14409 +b — /14409 — b =6
90 -4 V8116 +b++/8116 — b = 180 V8116 +b— /8116 —b =8
72-5 V5209 + b+ /5209 — b = 144 V5209 +b— /5209 — b =10
60 - 6 V3636 + b+ /3636 —b =120 V3636 +b— /3636 —b=12
45 -8 V2089 + b+ /2089 — b =90 V2089 +b—+/2089 —b =16
40-9 V1681 +b+ /1681 —b =80 V1681 +b—+/1681—b=18
36 - 10 V1396 +b++/1396 —b="72 V1396 +b— /1396 — b =20
30-12 V1044 +b+ /1044 — b = 60 V1044 +b—+/1044 —b =24
2415 V801 +b+ /801 —b =48 V801 +b— /801 — b =30
2018 V724 +b+ 724 —b =40 V724 +0— /724 — b = 36

Tab. 1: Rozklady ¢isla 360 a odpovidajici surdické vyrazy
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Vyjadreme nasSe poznatky v nasledujici véte.

Véta 2. Diofantickd rovnice
Ve +b+Vr-b=y, (5)

kde b je dané prirozené ¢islo, md nenulovd (celodiselnd) 7eSent x, y pouze
tehdy, kdyZ c&islo b je sudé. Necht b = 2r a f(r) je pocet rizngch roz-
kladdi ¢isla r na soucin dvou délitelid. Potom md rovnice (5) f(r) riznijch
tesent. Pritom rozkladu r = ms, m > s, odpovidd FesSeni x = m? + s2,
y = 2m. Dvojice x = m2+5%, y = 2s je analogickym vesenim diofantické

rovnice
vVe+b—vVr—-b=y.

Ilustrujme vétu 2 nazorné pro ¢islo b = 720, tedy r = 360 = 23-32. 5.
Cislo 360 m4 tedy 4 -3 -2 = 24 délitelt a f(360) = 12. V tab. 1 jsou
vsechny rozklady i s prislusnymi rovnostmi zaznamenany.

Poznamenejme, Ze pro b = 2r, kde r je prvocislo, dostavame jediné
feseni. Napf. pro b = 200006, a tedy r = 100003, je takovym vyrazem

/10000 600 009 + 200 006 -+ +/10 000 600 009 — 200 006 = 200 006
predstavujici trividlni rovnost (r + 1) + (r — 1) = 2r.

Nyni se jesté obratme k rovnostem typu (2). Ty jsou velmi tésné
svazany s rovnostmi typu (1), nebot

2m=\/a+b\/5i\/a—b\/éz

. (\/a—b\/E)(\/a—i—b\/E)_
=/a+by/c+ o =
a? — b3c

=/a+bV/ct —,
ve a+bye

kde je, s odkazem na vétu 1,
a®> —b%c = (m? +¢)? — 4m?c = (m* — ¢)2.

Proto

2m:\/a+b\/5i\/a—b\/E:\/a+b\/Ei

1
Vva+by/c
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pravé tehdy, kdyz (m? — ¢)? = 1, tj. kdyz ¢ = m? F 1. Prosté je

1
\/a+bﬁ:ﬁ.

Mtzeme tedy formulovat nasledujici vétu.

Véta 3. Pro kazZdé sudé prirozené cislo n = 2m existuje prdavé jedno
vyjddrent tvaru

1
n:\/a—i-b\/E—i—\/fib\/_ \a b\er\/W

s prirozengmi &isly a, b, ¢. Pritoma =2m? —1,b=2m ac=m? — 1.
Stejné tak existuje prdavé jedna rovnost

1 1
n:\/a+b\/5—\/?7b\[ —\/a b\f+m

s prirozenymi Cisly a, b, c. V tomto pripadé a = 2m? +1, b = 2m a
c=m? + 1. Pro lichd n takové rovnosti typu (2) neexistusi.

Ukéazkou ndm mohou poslouzit napf. rovnosti pro ¢islo n = 6. Zde je
m=32m?—1=17,2m?> +1 =19, 2mvyVm2 —1 = 6V/8 = 12v/2 a
2mvm?2 + 1 = 64/10, takze

1 1
6=1/17T+12V2 + ———— = 1/19+6v10 —

174+ 122 19 + 64/10
neboli
6=3+2V2 MW =3+10 .
+2 f \/E
Podobné snadno Zkontrolujeme, Ze napr.
1
50 = /1249 + 200v/39 + =25+4V39+ ———
1249 + 200v/39 25 + 4\/_
1
50 = 1/1251 + 501626 — =25+ 626 +
1251 + 501/626 \/62
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/ 1
100 =1/4999 + 700v51 + =

V4999 + 700/51

1
=50+ 7Vhl 4+ ———,
50 + 7/51

1
100 = \/5 001 4 100v/2501 — —
V5001 + 100+/2 501

1
50 + /2501

Ziskali jsme tedy moznost tvorby nesmirného mnozstvi vyjadieni pri-
rozenych ¢isel ve tvaru surdickych vyraza.

=50+ v2501 +

Zavérem zopakujme, ze na surdické vyrazy, které byvaly soucasti stie-
doskolské vyuky, s malou historickou poznamkou upozornil J. Psenicka
v []. U¢inil tak v rdmci otdzek tykajicich se druhych odmocnin prvki
z okruhu Z[\/c] vSech redlnych ¢isel tvaru a + by/c, kde a,b jsou libo-
volnd celd éisla. Stejné vzorce ilustrovali na p¥ikladech D. Hruby v [3],
E. Calda v [2] a S. Travnicek v [5]. Surdickym vyrazim je téZ vénovana
fada poznamek v ucebnici [I].
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