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Mince zajimaji nejen numismatiky

Lubomira Dvordkovd, Marie Dohnalovd, Praha

Abstrakt. V ¢lanku predstavime dva druhy tloh tykajicich se platby mincemi, které souviseji
s optimalitou poc¢tu pouzitych minci. V pifpadé problému platby (¥{k4 se také rozménovani
— anglicky change making problem), tj. sklddéni ¢dstky z minci bez moznosti vraceni, jsou
tlohy spojené s optimalitou dobte prozkoumané. Analogické dlohy zformulujeme pro sménu,
tj. sklddani ¢astky z minci s moznosti vraceni. Zde zistava naopak fada problému oteviena.

Uvod

Uz jste nékdy premysleli o vyhodach a nevyhodach hodnot ceskych minci? Platime
kazdou ¢astku relativné nizkym poctem minci? Lze takové vyhodné platby provadét
hladovym algoritmem? Nevyplatilo by se do ¢eského systému néjakou minci pridat?
Bylo vyhodné ukoncit v roce 2008 platnost padesatniku? A co kdyz porovname ceské
koruny s americkymi centy, eury nebo nékterymi exotickymi ménami? Budou v néja-
kych ohledech c¢eské koruny vyhodnéjsi? Tyto a podobné otazky si klade prvni z au-
torek [2]. Ke studiu této problematiky byl inspiraci ¢lanek M. Klebera a kol. [6].

V tomto textu se ovSem téméi odpoutdme od bézné pouzivanych systémi minci
a budeme studovat problematiku obecnéji. V prvni ¢asti se budeme vénovat reprezen-
taci castek pri platbé, zavedeme a prozkoumame optimélni reprezentaci a s ni souvi-
sejici optimdlni systémy minci. Dale se budeme zabyvat hladovou reprezentaci a s ni
spjatymi optimdalnimi hladovymi systémy. VySetfime vztah mezi optimalnimi a hla-
dovymi reprezentacemi u bézné pouzivanych systémi minci. Déale uvedeme nékteré
vysledky tykajici se vypocetni slozitosti nejznameéjsich platebnich problém.

Ve druhé ¢asti definujeme sménu a zformulujeme pro ni analogické pojmy jako pro
platbu. Uvedeme, které problémy zlistavaji v ptipadé smény oteviené, a zminime, jaké
vysledky z teorie numeracnich systému by mohly pomoci pii jejich feSeni.

1. Platba

Platbou rozumime, vagné receno, skladani ¢astky pomoci minci o predepsanych hod-
notach.

Definice 1. Mé&me D € N, ey, ea,...,ep € N (mince), kde 1 = e; < ey < -+ < ep,
a ddle n € Ny (¢astka). Pokud n = Zi’;1 a;e;, kde a; € Ny, pak konecénou posloupnost
(ap,...,az,a1) nazveme reprezentaci ¢dstky n (pri platbé).! Rikdme, Ze tato reprezen-

= . . PR L. D
LCasto budeme pro jednoduchost nazjvat reprezentaci pfimo zapis ve tvaru Zi:l a;e;.
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tace je optimdind (nebo minimdlni), pokud soucet koeficientt Zil a; je minimdln{
mezi vSemi reprezentacemi ¢astky n.

Priklad 1. Uvazujeme-li ¢eské mince o hodnotach e; = 1, e; = 2, e3 = 5, eq = 10,
e5; = 20 a eg = 50 korun, pak

30=1-20+1-10=30-1,

tedy (0,1,1,0,0,0) a (0,0,0,0,0,30) jsou priklady reprezentaci ¢astky 30 K¢, pficemz
prvni z nich je optimélni. Jak uvidime za chvili, v pripadé ¢eskych korun ma kazda
castka jedinou optimalni reprezentaci. Nemusi tomu tak ovSem byt vzdy. Mame-li
mince o hodnotach e; = 1, e = 2, e3 = 3, e4 = 4, potom

5=1-44+1-1=1-3+1-2,

tedy optimdalni reprezentace ¢astky 5 jsou (1,0,0,1) i (0,1,1,0).

Pro zajisténi jednoznacnosti optimélni reprezentace se obvykle definice dopliuje
tak, ze optiméan{ reprezentaci rozumime lexikograficky nejvétsi? z reprezentaci, které
obsahuji minimalni poc¢et minci. V predchozim ptikladé je tedy optimélni reprezentaci
Castky 5 pri takto rozsifené definici reprezentace (1,0,0,1).

Prirozenou tlohou je hledani systémti minci, kde primérny pocet minci pouzitych
v optiméalnich reprezentacich je minimalni. Zavedeme takové systémy formélné.

Definice 2. Méjme D € N a didle N € N. Pak systém ey, es,...,ep € Ny kde 1 =1 <
< eg < -+ < ep, nazveme optimdlni (pro platbu), jestlize minimalizuje hodnotu vyrazu

N-1

1

I E (pocet minci v optimélni reprezentaci n pro mince ey, es,...,ep).
n=0

Minimélni hodnotu vyse uvedeného vyrazu oznacime Pypi (D, N).

Autorfi [6] v bézné pouzivanych systémech minci voli za N hodnotu nejnizsi ban-
kovky. Pro ¢eské mince je tedy N = 100, pro americké centy taktéz N = 100 (kovovy
dolar je spiSe raritou). My se této konvence pridrzime. (Samoziejmé by bylo mozné
nerozliSovat mince a bankovky a napf. pro ¢esky penézni systém polozit N = 5000.)

Prave fakt, ze pro ¢tyri mince a ¢astky 0 az 99 je optimalni systém slozen z minci
o hodnotéch 1,5,18,25 (viz tab. 1), vysvétluje ndzev ¢ldnku What this country needs
is an 18¢ piece [6]. V americkém systému minci o hodnotéch 1,5, 10,25 centi by pro
zajisténi optimality stacilo nahradit desetnik hodnotou 18 ¢. Da se ale ocekavat, ze
k tomu nikdo jiny nez matematici nebude svolny.

Hledat optimalni reprezentace ¢astek neni obvykle jednoduchéd tloha. K jeji vy-
pocetni slozitosti se zanedlouho dostaneme. Predstavme nyni jeden typ reprezentaci,
které se hledaji snadno.

Definice 3. Méjme D € N, e1,e5,...,ep € N kde l = e1 < es < -+ < ep, a déle
n € Ny. Reprezentaci (ap,...,as,a1) nazveme hladovou reprezentaci castky n (pri
platbé), pokud je ziskand nésledujicim hladovym algoritmem:

2Rikdme, Ze posloupnost (ap,...,az2,a1) je lexikograficky vétsi nez (bp,...,b2,b1), pokud jsou
tyto posloupnosti navzajem rtizné a nejvyssi index j, kde se lisi, spliiuje a; > b;.
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pocet minci D hodnoty P,,¢(D,100)
3 1,12, 19 5,15
4 1, 5, 18, 25 3,89
4 1, 5, 18, 29 3,89
5 1, 5, 16, 23, 33 3,29
6 1, 4, 6, 21, 30, 37 2,92
6 1, 5,8, 20, 31, 33 2,92
Tab. 1. Optimélni systémy pro platbu ¢dstek 0 az 99 (N = 100) pro pocet minci

D € {3,4,5,6} ziskané pocitacovym programem.

1. Polozime i = D,ap =...=a; = 0.

2. Vypocditame celociselny podil k = ng a polozime a; = k.

3. Urcime zbytek n — a;e;.

4. Pokud je zbytek nenulovy, polozime n rovno zbytku, snizime i o jednicku a po-

krac¢ujeme bodem 2, jinak jsme nasli hladovou reprezentaci.

Hladova reprezentace je vzdy jedind. Z popsaného algoritmu je vidét, ze hladova
reprezentace je lexikograficky nejvétsi ze vSech reprezentaci.

Priklad 2. Uvazujeme-li cCeské koruny, pak hladovym algoritmem dostaneme
30 =1-20+1-10, tj. hladova reprezentace ¢astky 30 je rovna (0,1,1,0,0,0) a splyva
s optimalni reprezentaci. Tato situace nastava pro vsechny ¢astky, coz lze ovérit pomoci
Pearsonova algoritmu (viz ¢ast 1.1).

V jinych systémech minci ale nemusi byt optimdlni a hladova reprezentace vzdy
totozné. Napriklad pro optimalni systém ¢ty minci e; = 1, es = 5, e3 = 18, e4 = 25
méme 36 = 2-18 = 1-2542-541-1, pficemz prvni reprezentace (0, 2,0, 0) je optimélni
a druhd (1,0,2,1) je hladova.

Opét se nabizi tloha hledat systémy minci, kde pramérny pocet minci pouzitych
v hladovych reprezentacich je minimalni. Definujme takové systémy formalné.

Definice 4. Méjme D, N € N. Pak systém ej,e0,...,ep E N kdel =e1 <ex < -+- <
< ep, nazveme optimdlni hladovy (pro platbu), jestlize minimalizuje hodnotu vyrazu

N—1
N E (pocet minci v hladové reprezentaci n pro mince eq,es,...,ep).

n=0
Minimdln{ hodnotu vyse uvedeného vyrazu oznac¢ime Pyj.q(D, N).
V tab. 2 uvadime optiméalni hladové systémy pro 3 az 6 minci.

Zajimavou ulohou je zkoumat systémy minci, v nichz splyva optimélni a hladova
reprezentace kazdé castky. V prikladu 2 jsme zminovali, ze pro ceské koruny tomu
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pocet minci D hodnoty Pyaa(D, 100)
3 1,5, 22 (23) 5,26
4 1,3, 11, 37 (38) 4,10
5 1,3, 7,16, 40 (41) 3,46
5 1,3, 7, 18, 44 (45) 3,46
5 1,3, 8, 20, 44 (45) 3,46
6 1,2,5,11, 25, 62 (63) 3,13
6 1,2, 5, 13, 29, 64 (65) 3,13

Tab. 2. Optimdlni hladové systémy pro platbu ¢astek 0 az 99 (N = 100) pro pocet minci
D € {3,4,5,6} ziskané pocitacovym programem. Kdyz existuje vice optimalnich hladovych
systému a lisi se pouze v nejvyssi minci, uvddime hodnotu riznych variant nejvyssi mince
v zévorce. Zadny ze systémii neni zaroveni optimalni.

tak je, ale uvadeéli jsme zaroven priklad systému, kde tomu tak neni. V dalsim textu
predstavime Pearsoniiv algoritmus, ktery umoznuje pro dany systém minci efektivné
rozhodnout, zda se optiméalni a hladova reprezentace vzdy shoduji. Pravé tento algorit-
mus ndm umoznil prozkoumat chovani bézné pouzivanych systémt minci. Vysetiovali
jsme systémy minci celkem 195 statt (téch, které USA uzndvaji za nezdvislé stéty)
a zda se, ze podminka, aby optimalni reprezentace slo pocitat hladovym algoritmem,
tj. aby optimélni a hladové reprezentace vSech ¢astek splyvaly, hraje dilezitou roli pri
volbé systémt minci. K neshodé optimalnich a hladovych reprezentaci dochazi pouze
pro:

o zépadoafricky frank (napf. Benin, Burkina Faso, Pobfezi slonoviny): mince jsou
v hodnotach 1,5, 10,25, 50, 100, 200,250 a 500 frankd a k neshodé dochazi po-
prvé pro ¢astku 400 frankd, jejiz optimélni reprezentace je 2 - 200 a hladova
reprezentace je 1-250+1-100+ 1 - 50;

o jamajsky dolar: mince jsou v hodnotach 1,10,25,50 centi a 1,5,10,20 dolart
a k neshodé dochazi poprvé pro ¢astku 30 centi, jejiz optimélni reprezentace je
3-10 a hladova reprezentace je 1-25+5 - 1;

o malgassky ariar (Madagaskar): mince jsou v hodnotéach 1 a 2 iraimbilanja a 1, 2, 4,
5,10, 20, 50 ariary, pricemz 1 ariar = 5 iraimbilanja, a k neshodé dochazi poprvé
pro c¢astku 8 ariard, jejiz optimalni reprezentace je 2 - 4 a hladova reprezentace
jel-H4+1-241-1;

e somoni (Tadzikistdn): mince jsou v hodnotach 1,2,5,10,20,25,50 diramu
a 1,3, 5 somoni, pricemz 1 somoni = 100 diram, a k neshodé dochézi poprvé pro
castku 40 diramu, jejiz optimalni reprezentace je 2 - 20 a hladova reprezentace je
1-254+1-1041-5.
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1.1. Slozitost nékterych platebnich problému

Hledat optiméalni reprezentace a optimalni systémy minci je ¢asové naroc¢na tloha.
O vypocetni slozitosti téchto problému jsou zndmy ndsledujici skutecnosti (detaily
jsou k nalezeni v [6]):

Otazka: Méjme D € N, ej,eq,...,ep € Ny kde 1 =e; <ey <---<ep,anecN. Jak
tézké je najit optimélni reprezentaci n?

Odpoveéd: Pokud za velikost vstupu povazujeme délku binarniho zapisu n, pak neni
znédm rychly algoritmus — Lueker [8] dokdzal, Ze tento problém je NP-tézky. Pokud
ovsem za velikost vstupu povazujeme primo ¢islo n, pak pomoci dynamického progra-
movani ziskdme algoritmus vypocetni slozitosti O(nD) s pamétovou ndroc¢nosti O(n)
operujici s ¢isly velikosti O(n) (napf. Wright [10]).

Otazka: Méjme D € N, ej,e9,...,ep € Ny kde 1 =e; <ey <---<ep,anecN. Jak
tézké je rozhodnout, zda je stejnd optimalni a hladova reprezentace n?

Odpovéd: Podobné jako v predchozi otdzce zalezi na tom, zda uvazujeme délku bi-
narniho zapisu ¢i velikost n. V prvnim pripadé neni znam rychly algoritmus — Kozen
a Zachs [7] dokdzali, Ze tento problém je coNP-tplny. Ve druhém piipadé samoziejmeé
z predchozi odpovédi plyne, ze pomoci dynamického programovani ziskdme algorit-
mus vypocetni slozitosti O(nD) s pamétovou narocnosti O(n) operujici s ¢isly veli-
kosti O(n).

Otazka: Méjme D € N ej,ea,...,ep € N kde 1 = e; < eg < --- < ep. Jak tézké je
zjistit, zda je stejnd optimdlni a hladova reprezentace kazdé ¢astky n € N7 (Takovym
systémum minci se nékdy rikd kanonické.)

Odpovéd: Existuje Pearsontiv algoritmus, ktery provadi O(D?) aritmetickych ope-
raci s ¢isly velikosti O(ep). Tato odpovéd moznd prekvapi. Jsou k tomu dva davody.
Algoritmus neklade zaddné omezeni na reprezentované castky n. A déle je zajimavé,
rozhodovani pro vsechny ¢édstky.

Popisme struéné, jak Pearsonuv algoritmus [9] funguje:

o Pokud nesplyva pro kazdou ¢astku optimalni a hladova reprezentace, pak existuji
1,7 € N, kde 1 < j < i < D, takova, zZe aj,...,a; jsou koeficienty urcené
hladovou reprezentaci e;y1—1 = 22:1 arer a optimalni reprezentace nejmensiho
protiprikladu je tvaru:

_ {aiei +---Fajpej41 +(aj+1)e; proj <i, ()

(a;j +1)e; pro j =i.

o Testujeme tedy vSechna 4, j piipadajici v ivahu a hleddme nejmensi n ve tvaru (1),
pro které pocet minci v hladové reprezentaci je vétsi nez pocet minci v repre-
zentaci (1), tj. nez (a; + 1) + aj41 + -+ + a;. Pokud takové n najdeme, pak
jde o nejmensi castku, jejiz optimalni a hladova reprezentace nesplyva. Pokud
takové n nenajdeme, pak splyvaji optimalni a hladové reprezentace vsech céastek.
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Priklad 3. V prikladu 2 jsme ukazovali, ze v optimalnim systému ¢tyr minci e; = 1,
es = b, e3 = 18, e4 = 25 nejsou optimalni a hladova reprezentace vzdy totozné. Kon-
krétné jsme jako protipriklad uvadeéli ¢astku 36 centli. Nyni vysSetiime Pearsonovym
algoritmem, zda je tento protiptriklad minimalni.

Méme 1 < j < i < 4, tedy je tfeba uvazovat usporadané dvojice (j,4) € {(1,1), (1,2),
(2,2),(1,3),(2,3),(3,3)}. Podtrzenim jsme zvyraznili kandidaty na protipiiklad —
castku n a jeji eventualni optimélni reprezentaci:

e Pro ¢ = 1 mame hladovou reprezentaci ¢;41 —1 =4 =4-1, tj. a; = 4. Zfejmé
plati j =1, tudiZ a; =a;, =4an=5=5-1.

e Pro ¢ = 2 mame hladovou reprezentaci ¢;4; —1 =17=3-5+2-1, tj. a; = 3.
Dale rozlisime dva pripady:

. J1, paka; =aj41 =3,a;=2an=18=3-5+3-1,
B 2, paka; =a;=3an=20=4-5.

e Pro i = 3 mame hladovou reprezentaci ;41 —1 =24 =1-18+1-5+1-1,
tj. a; = 1. Dale rozlisime tti pripady:
1, paka; =aj40o=1,a511=1,a;=1lan=25=1-1841-5+2-1,
j=142 paka; =aj1=1l,aj=1an=28=1-1842-5,
3, paka; =a;=1lan=36=2-18.

Pouze v pripadech c¢astek 28 a 36 pouziva hladova reprezentace vice minci nez
reprezentace z vyse uvedeného seznamu kandidatia. Hladova reprezentace ¢astky 28 je
totiz rovna 1-25+3-1, tedy pouziva ¢tyri mince, zatimco reprezentace 28 = 1-18+42-5
pouzivé tii mince a je optimalni. Céstka 28 je tudiz nejmensi ¢astkou, pro niz hladova
a optimdlni reprezentace nesplyvaji.

Priklad 4. Ukazme si vyuziti Pearsonova algoritmu k zodpovézeni otazky, zda sply-
vaji optimalni a hladové reprezentace vsech c¢astek pro systém minci v hodnotach
1,b,6%,...,bP71 kde b > 1. Pokud by existovala ¢astka, pro niz se lisi optimalni
a hladova reprezentace, pak by nejmensi takovy protipriklad mél tvar:
. (b—1)e;+ -+ (b—1)ejqy1 +be; proj <1, @)

B be; pro j =1,

protoze hladové reprezentace €41 —1 = b —1je S p_y (b—1)0% = 375 _ (b—1)ey,. Neni
tézké si rozmyslet, ze n = e; 1. Odtud ale plyne, ze hladova (i optimdlni) reprezen-
tace n obsahuje jedinou minci, a to e;+1, coz je méné nez b+ (b—1)(i—j) (pocet minci
v reprezentaci (2)). Proto optiméln{ i hladové reprezentace vSech ¢éstek splyvaji.

Jeste efektivnéjsi algoritmus vypodetni slozitosti O(D?) pracujici s éisly velikos-
ti O(ep) rozhodujici, zda je dany systém minci kanonicky, je popsén v [3]. Rozhodne
ovSem pouze pro systémy, pro néz minimalni ¢astka majici odliSnou optimélni a hla-
dovou reprezentaci je velikosti alespon ep. Déle jsou zde popsany nutné a postacujici
podminky rozhodujici o tom, zda dany systém ¢tyr ¢i péti minci je kanonicky. Posta-
¢ujici podminky pro kanonic¢nost systému o libovolném pocétu minci jsou uvedeny v [1]
a [3].
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2. Sména

Dalsim problémem souvisejicim s placenim mincemi je také sména, kdy pripoustime
i moznost vraceni.

Definice 5. Méjme D € N, ey,es,...,ep €N kde 1l =e; < ey <---<ep,an € Ny.
Pokud n = Zi’;l a;e;, kde a; € Z, pak (ap,...,as,a1) nazveme reprezentaci éastky n
(pri smené). Rikdme, e tato reprezentace je optimdlni, pokud Zil |a;| je minimaln{
mezi vSemi reprezentacemi ¢astky n.

Priklad 5. Optimalni reprezentace dané ¢astky pri sméné pouziva samoziejmé méné
nebo stejné minci jako optimalni reprezentace této Castky pri platbé. Napr. pro ceské
koruny méame:

8=1-5+1-2+41-1=1-10+(-1)-2,

pricemz prvni reprezentace je optimalni pii platbé a potrebuje tfi mince a druha je
optimalni pri sméné a potiebuje jen dvé mince.

Optimalni reprezentace nemusi byt jednoznacné. Jednak mize nejednoznacnost
plynout uz z nejednoznacnosti pri platbé. Navic mtze nejednoznac¢nost vzniknout pri-
pusténim sirsi mnoziny koeficienti. Napr. pro ¢eské mince je optimalni reprezentace
kazdé castky pri platbé jednoznacnd, ale optimélni reprezentace ¢astky 15 pri sméné
ma dvé mozné podoby:

15=1-204(=1)-5=1-10+1-5.

Navic uz neni jasné, pro¢ uprednostnit mezi vSemi optimalnimi reprezentacemi
lexikograficky nejvétsi. Pro¢ by napr. pro mince 1, 2, 98, 100 méla mit prednost repre-
zentace 2 =1-100+ (—1) - 98 pfed 2 =217

Poznamenejme, ze pro optimélni i hladovou reprezentaci pri platbé plati nésle-

dujici tvrzeni [9]: Jsou-li (ap,...,a2,a1) a (bp,...,b2,b1) posloupnosti s ¢leny z Ny,
a; > b; pro kazdé i € {1,2,...,D} aje-li (ap,...,as,a1) optimélni, resp. hladova re-
prezentace, potom (bp,...,ba, b1) je také optimélni, resp. hladovéd reprezentace. Tato

vlastnost se pri sméné nezachovava a neni znama zadna podobnd vlastnost.
Analogicky jako v pripadé platby nas mohou zajimat systémy minci, kde pramérny
pocet minci pouzitych v optimalnich reprezentacich je minimalni.

Definice 6. M¢jme D, N € N. Pak systém e1,ea,...,ep ENkdel =1 <ex < -+ <
< ep, nazveme optimdlni (pro sménu), jestlize minimalizuje hodnotu vyrazu

N-1

1

N g (poc¢et minci v optimélni reprezentaci n pii sméné pro mince eq, ea,...,€ep).
n=0

Minimalni hodnotu vyse uvedeného vyrazu oznac¢ime Pppt-smena(D, N).

V tab. 3 uvaddime optimalni systémy pro sménu pro 3 az 6 minci.

Opét plati, ze pro hledani optimalni reprezentace nemame k dispozici rychly algo-
ritmus, proto se pokusime najit jednoduchou reprezentaci, ktera se nabizi jako analogie
hladové reprezentace.
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pocet minci D hodnoty Pypt-smena (D, 100)
3 1, 18, 29 3,96
3 1, 20, 28 3,96
4 1, 21, 26, 35 3,12
5 1,7, 25, 42, 47 2,74
5 1,9, 22, 42, 48 2,74
5 1, 11, 27, 44, 47 2,74
5 1, 11, 31, 44, 48 2,74
5 1, 11, 34, 40, 49 2,74
5 1, 15, 26, 43, 49 2,74
5 1, 26, 30, 40, 47 2,74
5 1, 27, 31, 36, 48 2,74
6 1, 8, 21, 38, 44, 49 2,49
Tab. 3. Optimélni systémy pro sménu éastek 0 az 99 (N = 100) pro pocet minci

D € {3,4,5,6} ziskané pocitacovym programem.

Definice 7. Méjme D € N e1,e2, - ,ep €N kde 1l =61 <ea < --- <ep,an € Ny.
Reprezentaci (ap,...,a2,a1) nazveme hladovou reprezentaci cédstky n (pri sméné),
pokud je ziskana nésledujicim zobecnénym hladovym algoritmem:

1. Polozime ap = ... =a; =0aepy; = +o0.

2. Pokud n = 0, mame hladovou reprezentaci n a koncime.

3. Je-li n kladné, najdeme j € {1,..., D} takové, ze e; < n < ej41, a rozlisime t¥i
pripady:

e pokud n —e; < ej41 — n, zvétsime a; o jednicku a zbytek polozime roven
n—ey,
e pokud n—e; > e;11 —n, zvétsime a;41 o jednicku a zbytek polozime roven
n—=ej+1,
e pokud n —e; = ej11 — n, pak bud zvétsime a; o jednicku a zbytek bude
n — e;, nebo zvétsime a; 11 o jednicku a zbytek bude n — ;1.
4. Je-li n zaporné, najdeme j € {1,..., D} takové, ze e; < |n| < e;41, a rozlisime
tri pripady:
o pokud |n|—e; < ej41—|n|, zmensime a; o jednicku a zbytek polozime roven
n—+ej,
o pokud |n| —e; > €41 — |n|, zmensime a;jq o jednicku a zbytek polozime
roven n + €541,
o pokud |n| —e; = e;1 — |n|, pak bud zmensime a; o jednicku a zbytek bude
n + e;, nebo zmensime a;11 o jednicku a zbytek bude n 4 ;1.

5. Polozime n rovno zbytku a pokracujeme bodem 2.
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Zobecnény hladovy algoritmus v kazdém kroku reprezentuje absolutni hodnotu
zbyvajici ¢astky nejblizsi vétsi ¢i mensi minci (na rozdil od hladového algoritmu, ktery
v kazdém kroku bere nejblizsi mensi minci).

Priklad 6. Hladova reprezentace pti sméné uz nemusi byt jednoznac¢na. Uvazujeme-li
napriklad ceské koruny, pak hladové reprezentace ¢astky 35 jsou hned c¢tyri:

35 = 1-20+1-10+1-5,

35 = 2:-20+(—1)-5,

35 = 1-50+(=1)-10+ (—1)-5,
35 1-50+4(=1)-20+1-5.

Ctenar si ale snadno dokaze (tfeba pomoci indukce), Ze pro danou éastku obsahuje
kazda hladova reprezentace stejny pocet minci.

Zatimco kazda reprezentace pti platbé je zaroven reprezentaci pri sméné, a tudiz
optimalni reprezentace dané castky pri sméné pouziva maximélné tolik minci jako
optimalni reprezentace této castky pri platbé, pro hladovou reprezentaci uz toto neni
pravda. Existuji systémy minci takové, ze nékteré castky obsahuji v hladové reprezen-
taci pri sméné vice minci nez v hladové reprezentaci pti platbé.

Napr. pro systém minci e; = 1, es = 3, e3 = 5, 4 = 10 mame

8 = 1:-5+1-3,
8 = 1:104(-2)-1=1-10+(—1)-3+1-1,

pricemz prvni reprezentace obsahuje dvé mince a je hladova pri platbé a dalsi dve
obsahuji tfi mince a jsou hladové pri sméné.

Opét jsme vysettovali systémy minci, kde primérny pocet minci pouzitych v hla-
dovych reprezentacich pfi sméné je minimalni.

Definice 8. Méjme D, N € N. Pak systém ey, eo,...,ep E N kdel =1 <ex < -+ <
< ep, nazveme optimdlni hladovy (pro sménu), jestlize minimalizuje hodnotu vyrazu

N-1

1

N g (poc¢et minci v hladové reprezentaci n pii sméné pro mince eq, ea,...,ep).
n=0

Minimélni hodnotu vyse uvedeného vyrazu oznacime Phjad-smena(D, N).

V tab. 4 uvaddime optimalni hladové systémy pro sménu pro 3 az 6 minci.?

Podobné jako v pripadé platby by nas mohlo zajimat, kdy splyva optimalni a hla-
dova reprezentace pri sméné. Protoze nyni neni ani optimélni ani hladova reprezentace

3Udaje ve viech tabulkéch byly ziskdny pomoci poéitacovych programii v jazyce Java. V pripadé
optimélnich hladovych systému trval vypocet pro 3 az 6 minci Fadové minuty. Pro optimalni systémy
byly vysledky pro 3 a 4 mince ziskdny v fadu minut, pro 5 minci v fadu desitek minut, pro 6 minci
v Tadu hodin. Pro hledéni optimalnich reprezentaci bylo vyuzito dynamické programovani zalozené
na faktu, ze chceme-li ziskat optimalni reprezentaci ¢astky n, bude to optimélni reprezentace nékteré
z Castek n — e;, kde ¢ € {1,..., D}, po ptriddni mince v hodnoté e;. Postupné jsme tedy pridavali po
jedné minci k jiz nalezenym optimalnim reprezentacim a ziskavali tak optimdlni reprezentace vyssich
céastek, pricemz stacilo zaznamenavat pocty minci v reprezentacich.
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pocet minci D hodnoty Phjad-smena (D, 100)
3 1, 6, 31 (32, 33) 4,14
4 1, 4, 13, 47 (48) 3,31
4 1,4, 14, 47 3,31
4 1, 4, 15, 47 (48) 3,31
5 1,2,7,23, 74 2,92
6 1,2,7,12,41, 70 (80) 2,69
6 1,2,7, 12,51, 80 2,69

Tab. 4. Optimdlni hladové systémy pro sménu ¢astek 0 az 99 (N = 100) pro pocet minci
D € {3,4,5,6} ziskané pocitacovym programem. Kdyz existuje vice optimalnich hladovych
systému a lisi se pouze v nejvyssi minci, uvddime hodnotu riznych variant nejvyssi mince
v zavorce.

déna jednoznacné, je nejprve tieba upresnit, co budeme vlastné vysetrovat. Uvazujme
D € N, systém ej,es,...,ep € N, kde 1 = e1 < ey < ... < ep, a ¢astku n € Ng.
Shrime si, co vime, a zavérem z poznatkti odvodime otazky ke zkouméni.

o Je zfejmé z definice 6, ze kazda optimalni reprezentace n pri sméné obsahuje
stejny pocet minci; ozna¢me jej K.

e Zminovali jsme, ze kazdéd hladova reprezentace n pri sméné obsahuje stejny pocet
minci; oznacme jej M.

e Pokud K = M, potom kazdéd hladova reprezentace n je zaroven optimélni.
e Pokud K < M, potom zadnd hladova reprezentace n neni optimalni.
Nyni mizeme zkoumat, ktery z nasledujicich pripadt pro c¢astku n plati:

1. K = M a existuje optimdln{ reprezentace, kterd neni hladova (fekneme, ze opti-
méln{ a hladové reprezentace ¢astky n spljvaji édstecné).

2. K = M a navic mnozina optimalnich reprezentaci a mnozina hladovych repre-
zentaci jsou stejné (optimdlni a hladové reprezentace castky n splgvaji zcela).

3. K < M (optiméln{ a hladové reprezentace ¢astky n nespljvaji).

Priklad 7. Uvazujme mince e; = 1, e3 =3, e3 =5, e4 = 10. Potom 8 =1-5+1-3
je optimélni reprezentace pri sméné, kterd neni hladovd pii sméné (K = 2). Déle
8 =1-104 (—2) -1 je hladova reprezentace pti sméné, kterd neni optimélni pii sméné
(M = 3). Pro ¢astku 8 nastavé tedy pripad 3.

Priklad 8. Uvazujme mince e; = 1, ea = 2, e3 = 3, e4 = 5, e5 = 8. Potom
7=1-84(—1)-1 je hladova reprezentace pfi sméné, ktera je zarover optimalni pri
sméné (K = M = 2). Zaroven ale 7 =1-5+ 1 - 2 je optimdalni reprezentace pfi sméné,
ktera neni hladova pri sméné. Pro ¢astku 7 nastava pripad 1.
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2.1.

Otevriené problémy pro sménu

Clanek zakonc¢ime shrnutim otazek tykajicich se smény, na néz nam nejsou znamy
odpovédi.

1.

Existuje analogie Pearsonova algoritmu pro sménu? Tedy existuje efektivni algo-
ritmus, ktery pro dany systém rozhodne, zda splyvaji optimalni a hladové repre-
zentace vSech Castek (af uz zcela, nebo ¢astecné)?

. Splyva optimélni a hladova reprezentace kazdé castky pri sméneé:

(a) v systému minci 1, b, b2, ..., bP71 kde b > 1 (af uz zcela, nebo ¢as-
teéné)? Algoritmus pro hledéni jedné optimélni reprezentace kazdé c¢astky
je zndmy [5].

(b) v systému minci v hodnotéch Fibonacciho ¢isel 1, 2, 3, 5, 8, ... (a to ¢as-
tecné, protoze zcela nesplyvaji, viz priklad 8)7 Algoritmus pro hledani jedné
optimélni reprezentace kazdé ¢astky je znadmy [4].

Lze najit postup pro vypocet reprezentace s vlastnostmi lepsimi nez hladova
reprezentace? Lepsimi vlastnostmi rozumime:

(a) Reprezentace bude vzdy pouzivat mensi nebo stejny pocet minci jako hla-
dova reprezentace pri platbé dané castky.
(b) Postup pro ziskéni reprezentace bude jednoznacény a efektivné proveditelny.

Podékovani. Dékujeme recenzenttim za podnétné pripominky, jez pomohly pod-
statné zlepsit srozumitelnost ¢lanku, a to zejména v oblasti tykajici se vypocetni slo-
Zitosti.
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