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Statistické modelovanie javu El Nifio —
Juzna oscilacia v klimatologii

Nikola Jajcay, Milan Palus, Praha

Abstrakt. Pri modelovani v klimatolégii a meteoroldgii rozlisujeme dva zdkladné druhy mo-
delov — dynamické a Statistické. Dynamické modely maji fyzikalny zdklad, ktory pozostava
z diskretizovanych diferencialnych rovnic a sticasného stavu ako pociatocnej podmienky a né-
sledne modeluji stav systému integrovanim tjchto rovnic v ¢ase. Statistické modely st uz
v zéklade odlisné: ich fungovanie sa nezaklada na fyzikalnych mechanizmoch tvoriacich dyna-
miku modelovaného systému, ale st odvodené z analyzy chodu pocasia v minulosti. V tomto
clanku opiseme priklad statistického modelu, ktory modeluje atmosféricko-ocednsky jav El
Nifio — Southern Oscillation. Zvysent pozornost venujeme modelovaniu nelinearnych me-
dziskalovych interakcii. Okrem sStatistickych vlastnosti modelu sa tiez zaoberame parametri-
zéciami Sumu. Taktiez zvazujeme moznost pouzitia Statistickych modelov nizkej komplexity
ako surogatnych modelov na generovanie dat za tucelom Statistického testovania hypotéz.

1. Modelovanie v atmosférickych vedach

Klimatické a atmosférické modely, ktoré pouzivaju kvantitativne metddy na simulo-
vanie interakcii v klimatickom systéme, st jednym z najdolezitejsich nastrojov pre
predikciu a porovnanie klimy v budtdcnosti, alebo stidium klimy v minulosti. Takmer
kazdy sa denne stretava s pouzitim dynamickych modelov v predpovedi pocasia. Vo
vSeobecnosti sa pouzivaji dva hlavné typy modelov: dynamické a Statistické. Prin-
cip dynamického modelovania spoéiva v pouziti diferencidlnych rovnic (udavajicich
vztah medzi ¢asovym vyvojom rdznych veli¢in), ktoré st numericky integrované
v Case z tzv. pociatocného stavu. Pociatocny stav reprezentuje vychodzie podmienky
pri integrécii. Asi najzndmejsim prikladom pouzitia dynamickych modelov si globédlne
klimatické modely (GCM — general circulation model). St to v principe matematické
modely cirkulécie atmosféry a ocednov v planetdrnom meritku, ktoré na modelovanie
pouzivaji Navier-Stokesove rovnice na rotujicej sfére (reprezentujice zachovanie hyb-
nosti v kvapaline), rovnicu kontinuity (zachovanie hmoty v kvapaline) a iné zdkladné
rovnice dynamiky a statiky tekutin spolu s termodynamickymi ¢lenmi na vyjadrenie
energetickych zdrojov a prepadov. Takto zostrojené modely sa pouzivaji v numerickej
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predpovedi pocasia, na vytvaranie dat (datasetov) minulého pocasia, tzv. reanalyzy
a taktiez na projekcie klimy do budtcnosti vo velkych porovnavacich projektoch ako
je CMIP3 [15] alebo CMIP5 [22].

Denne sa vSak stretdvame s chybami pri modelovani (kolkokrat uz nevysla predpo-
ved pocasia?). Pri klimatickom modelovani za pomoci dynamickych modelov sa stre-
tévame s dvoma druhmi chyb: prvy typ sivisi s podiato¢nou chybou (chyby v iniciali-
zécii pociatofného stavu klimatického systému), druhy je priamo naviazany na chyby
modelu (rozliSenie — ¢i uz ¢asové alebo priestorové, chyby spojené s diskretizdciou di-
ferencidlnych rovnic apod.) [2]. Problémy s chybami v podiato¢nom stave sa va¢Sinou
riesia rozsirenim jednej predpovede (jednej integricie) na stbor predpovedi s mierne
sa liSiacimi pociatoénymi podmienkami, kde sa na konci vyhodnocuje Statistika (na-
priklad priemer a rozptyl) daného stiboru. S chybami spojenymi priamo s modelom to
uz je zlozitejsie — su ,,vstavané“ do modelu prostrednictvom exponenciidlneho rastu
chyby (kde rast chyby znamend citlivost na poéiatocné podmienky — dve integra-
cie, ktoré su v case to velmi blizko pri sebe, sa v ¢ase od seba mdzu exponencidlne
vzdalovat). Tato vlastnost suvisi s chaotickym spravanim, ktoré je spojené s nelineari-
tami v diskretizovanych diferencidlnych rovniciach [13] a so systematickymi chybami,
kde vo vseobecnosti dochadza k posunu a deformaciam Statistickych rozdeleni simu-
lovanych veli¢in. Prave toto je hlavny dévod obmedzenia prediktability numerickych
predpovednych modelov na cca 6 az 10 dni (napr. [26]).

Druhym hlavnym typom modelov, vyrazne rozdielnym od dynamickych, st Statis-
tické modely. Nie si priamo zalozené na fyzikdlnych mechanizmoch, ktoré ovladaju
dynamiku modelovaného systému, ale si odvodené z analyz chodu pocasia v minulosti
(v jazyku stéle popularnejsieho strojového ucenia by sme povedali, Ze st ,naucené“ na
minulych dédtach). Pravdepodobne najpouzivanejsim konceptom v statistickom mode-
lovani je inverzny stochasticky model [18], pri ktorom sa najskor model navrhne, potom
natrénuje pomocou dét z minulosti a nakoniec sa stochasticky (v procese figuruje né-
hodné premennd — Sum) integruje do budticnosti. Tento typ modelu mé samozrejme
tiez svoje slabiny — musime spravne vybrat premenné tak, aby ¢o najvernejsie zachy-
tili dynamiku systému, ktory sa snazime modelovat. Dalsfm typickym problémom $ta-
tistickych modelov je nestacionarita modelovaného systému. Kedze Statisticky model
sa nezakladd na fyzikalnych mechanizmoch zodpovednych za vyvoj dynamiky, model,
ktory je natrénovany na podmnozine dat, nemusi spravne reprodukovat vsetky mozné
stavy systému (matematicky moZzeme povedat, Ze nemusi navstivit vSetky oblasti fizo-
vého priestoru). Stale vSak plati, Ze Statistické modely maju svoje velké opodstatnenie,
hlavne v pripade, kedy je dynamika systému nezndma a zostrojenie dynamického mo-
delu takmer nemozné. Dalsou vyhodou §tatistickych modelov je skuto¢nost, ze uzivatel
si moze prispdsobit komplexitu modelu podla potreby. S tym stuvisi aj motivacia pouzit
statisticky model na $tidium systému s nezndmou dynamikou — zostrojime Statisticky
model a pokial nam vie spravne modelovat rézne aspekty systému, tak je jednoduchsie
studovat samotny model, v ktorom presne vieme, ktoré procesy — a ako konkrétne
— sa podielaji na dynamike Studovaného systému. V nasledujicej ¢asti textu vybu-
dujeme Statisticky model javu El Nifio — Southern Oscillation (ENSO) a Specidlne
budeme klast déraz na parametrizaciu Sumu.
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2. Statisticky model ENSO

V tejto sekcii vybudujeme model na predikciu javu El Nino — Southern Oscillation.
Spomedzi atmosférickych a ocednskych javov s viac ako rocnou periédou vykazuje
najsilnejsi signal a mé velky socioekonomicky dopad. Jeho najvyraznejsim prejavom
je nepravidelnd oscilacia teploty povrchu Tichého oceanu v rovnikovej oblasti a s tym
suvisiace zmeny atmosférickej a aj oceanskej cirkulacie.

2.1. Fenomén ENSO

Fenomén ENSO a jeho tri fizy — neutrdlna (normélne podmienky), tepld (El Nifio)
a studend (La Nifia) — st zobrazené na obr. 1. V neutrdlnej fize (obr. 1 hore), ktord
reprezentuje normalne podmienky v Pacifiku, tvori zdklad teply ocedn v zdpadnom
Pacifiku (pri pobrezi Austrélie) a studeny ocedn vo vychodnom Pacifiku (pri pobrezi
Peru). Vieme, Ze nad teplym ocednom (zdpadny Pacifik) existuje silny vypar a kedze
teply vzduch je lahsi a stipa nahor, v oblasti zapadného Pacifiku vzniké hlboké kon-
vekcia a pdsmo permanentnych zrazok. S tym je spojené aj pasmo nizsieho tlaku nad
zépadnym Pacifikom. Tento teply vzduch stipa nahor, ¢asto az k hranici troposféry
a nasledne vrchnou troposférou smeruje na vychod, kde klesa k povrchu a tvori pasmo
vysokého tlaku (nad vychodnym Pacifikom). Potom, v stilade s pasatmi, fika po povr-
chu spét na zédpad a tym dokoncuje slucku zndmu ako Walkerova cirkulacia. Otazkou
ostava, preco je v zapadnom Pacifiku teplejSia voda ako vo vychodnom. Vysvetlenie
suvisi s povrchovymi vetrami, ktoré veji smerom na zapad, ¢ize na zapade je ,viac*
vody a termoklina (prechodové vrstva, v ktorej rychlo klesa teplota s hibkou a pod tiou
za¢ina studeny, hlboky ocedn) sa musi tomuto efektu prisposobit naklonenim. Vdaka
pasatom vznika tiez povrchovy prud v ocedne, ktory smeruje k polom na oboch hemi-
sférach a tento ubytok vody sa vyrovnava tzv. upwellingom, alebo pumpovanim vody
na povrch ocednu, ktory sa v rovnikovej oblasti deje z hibky cca 50 metrov. Termoklina
je polozena hlbsie na zapade rovnikového Pacifiku, ¢ize voda vypumpovand na povrch
je stale tepld. AvSak na vychode je termoklina polozens v nizej hibke ako je hranica
upwellingu, ¢ize na povrch sa dostava studena voda z tzv. hlbokého oceanu.

Pri teplej faze ENSO (obr. 1, dole vlavo) sa teplejsia voda prestiva smerom na
vychod k pobreziu Peru, termoklina sa vyrovnava a absencia studeného upwellingu este
zvyraznuje tepli anomaliu. S tym suvisi aj oslabenie Walkerovej cirkulacie a presun
oblasti permanentnych zrazok na vychod, kde teraz pokryva takmer cely rovnikovy
Pacifik.

Naopak, pri studenej faze (obr. 1 dole vpravo) sa teplejsia voda postva este viac
na zapad, az k pobreziu Austrélie, termoklina je strmsia ako bezne a konvektivna
cirkuldcia nad Pacifikom je taktiez zosilnend. Za pévodom ENSO sice stoji spojena
dynamika atmosféry a ocednu v ekvatoridlnom (rovnikovom) Pacifiku [20], jeho efekty
na vseobecnt cirkuldciu a interakciu medzi oceaAnom a pevninou su vSak dobre bada-
telné aj mimo tropického pasu (oblast medzi obratnikmi, ¢ize cca 23.5° severnej Sirky
az 23.5° juznej Sirky), pretoZe sa prendsaji povicsine za pomoci telekonekeif [1].

Obe extrémne fazy (tepld aj studend) moézu viest k extrémnym klimatickym pod-
mienkam v principe na celej Zemi. Ako priklad ndm poslazi priemerné globalna teplota,
ktord je docasne vyssia pocas teplej fazy ENSO a naopak docasne nizsia pocas stude-
nej fazy ENSO [25]. Okrem globalnej teploty ovplyviiuje tento atmosféricko-ocednsky

54 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 62 (2017), ¢. 1



Normal Conditions

?ggquj Convective
M3

Circulation

— e —-——— =

Equator

120°E 80°W

La Niha Conditions

Thermocline
Thermocline

120°E 80°W 120°E 80°W

Obr. 1. ENSO — normdlne podmienky (hore), tepld fdza (dole vlavo) a studend faza (dole
vpravo). Obrazky prevzaté z [3].

fenomén samozrejme aj lokdlnu teplotu (tepld faza ENSO napriklad prindsa zvySenie
teploty na stredozapade a vychode USA, na juhu Brazilie a v celej juhovychodnej Azii
a studensie podmienky na Floride, kym studend fiza funguje presne opacne) a taktiez
ovplyviiuje zrazky (suché podmienky v juhovychodnej Azii, Australii a v Indii pocas
teplej fazy ENSO a naopak zvysSené zrazky na tych istych miestach pocas studenej
fazy). Okrem uz spomenutych javov stvisi tepld faza ENSO tiez so slab$imi vetrami
okolo rovnika, so zvySenou konvekciou pozdii ekvatoridlneho Pacifiku a zniZzenym ri-
zikom hurikdnov v Karibskej oblasti. Obratene, pocas studenej fazy ENSO mdzeme
pocitat so silnejSimi vetrami okolo rovnika, znizenou konvekciou a taktiez s vyssou
pravdepodobnostou vyskytu hurikdnov v Karibskej oblasti [6].

Dolezitym aspektom ENSO je skutocnost, ze tepla faza — El Nifio — sa vyznacuje
vac¢sou magnitidou (velkostou) ako jej naprotivok — La Nifia. Tato Statistickd nerov-
nost ¢iastocne napovedd, Ze na dynamike ENSO sa podielaji aj nelinedrne procesy [5].
Napriek tomu aj najdetailnejsie numerické dynamické modely podcenuju tieto neline-
arne efekty [8], ¢ize kvalita predpovede je stdle nedostatocnd. Este pred rokom 2000
bola vicsina modelov ENSO linedrna a nelinearne modely zacali nadobudat popularitu
iba pomerne neddvno (viz napr. [24]).
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2.2. Inverzny stochasticky model

Koncept inverzného stochastického modelu pouzijeme ako Startovaci bod pri stavani
modelu ENSO. Této Cast je prevazne prevzatd z [11]. Nech x(¢) je stavovy vektor
anomalii nejakej veli¢iny, ¢ize x(t) = X(t) — X(t), kde X(t) je klimaticky stavovy
vektor danej veli¢iny a X(t) je jeho klimatolégia — ¢asovy priemer.

V nasom pripade méze byt X (t) vektor teplét povrchu ocednu vo vybranych bodoch
v Case t. S ohladom na velké mnozstvo dat je vSak vyhodnejsie ¢asové rady teplot
najskor transformovat metédou analyzy hlavnych komponent (tzv. PCA rozklad). Tato
sliazi k dekorelacii dat a naslednym zanedbanim malo vyznamnych komponent mézeme
znizif dimenziu problému. Je to vlastne rozklad kovarian¢nej matice dat pomocou
singularnej dekompozicie na priestorové komponenty nemenné v ¢ase a k nim priradené
casové rady.

Casové evoliicia anomalif x sa d4 vyjadrit ako

% = Lx + N(x), (1)

kde L je linedrny operator, N reprezentuje nelinearne zlozky a bodkou zna¢ime casovii
deriviciu (explicitnt zdvislost stavového vektora x(¢) na ¢ase uz neuvddzame). Tato
rovnica reprezentuje vseobecny inverzny model, o ktorom predpokladame, ze ma li-
nedrnu zlozku reprezentovanu operatorom L a nelinedrnu zlozku reprezentovana ope-
ratorom N, ktory zavisi od stavového vektora x. Tieto operdtory vo vSeobecnosti
nezavisia od casu.

Najjednoduchsim typom inverznych modelov st linedrne inverzné modely (linear
inverse models — LIM [18]). Za pomoci predpokladu N(x)dt ~ Tx dt+dr(®) | kde T je
matica, ktord reprezentuje linedrnu spétni vdzbu nerozlisenych (skrytych) procesov
vV X, a dr(o) je sumovy proces, zjednodusime rovnicu na linedrnu. Sumovy proces je
pri odhadovani parametrov reziduum — zvysok po odhadnuti, ktory sa neda vysvetlit
linedrnym odhadom, a ako uvidime neskér, pri naslednom integrovani modelu sa z neho
stane biely Sum. Vdaka ndsmu predpokladu mdzeme rovnicu (1) prepisat ako

dx = BOxdt +dr®, BO =1L +T. (2)

Maticu B, reprezentujicu linedrne spitné véizby, a kovarianénd maticu Sumu
Q = (rOrOT) ktord budeme potrebovat pri integracii modelu, mézeme priamo
odhadniit z pozorovania veli¢iny x (z d4t) pomocou viacndsobnej linedrnej regresie [28].
Samozrejme predpokladame, Ze rezidualy r(®) maji nulovi strednt hodnotu. Stavovy
vektor x pozostéva z casovych radov hlavnych komponent a tzv. vektor odoziev %
pozostava z ich tendencii.

2.3. Nelinearny viac-stupnovy model

Predpoklady o linedrnej, stabilnej dynamike a o aditivhom bielom Sume, ktoré sme
pouzili pri predstavovani linedarnych inverznych modelov, s, bohuzial, platné iba pri
prilis velkej aproximécii. Konkrétne, reziduum po linedrnom odhade dr(® obsahuje
v sebe autokorelacie, ¢o je v rozpore s definiciou Sumového procesu — reziduum maé byt
tzv. biely Sum, ¢ize ndhodny signal s rovnomerne rozdelenym spektralnym vykonom.
Okrem toho, matice B(®) a Q, ktoré sme ziskali odhadom z dat, vykazuju silnt zavislost
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na samotnom procese x a z definicie by mali byt nezdvislé [19]. V nasledujicom texte
teda predstavime dve modifikdcie ndsho modelu, ktoré adresuji nelinearitu a taktiez
spdsob, ako sa zbavit koreldcii v v rezidudch (prevzaté z [11]).

Prvii modifikdciu dosiahneme uvazovanim polynomidlneho tvaru N(x) v rovni-
ci (1), presnejsie kvadratického polynému. i-tu komponentu N;(x) mozeme pisat ako

Ni(x)da ~ (xT Ax 4 tx + c(o)> dt + drl®, (3)

i

kde matice A; reprezentuji bloky tenzoru tretieho radu, kym vektory bgo) =1+t
st riadkami matice B(®) = L + T (presne ako v rovnici (2)). Tieto matice, podobne
ako zlozky vektoru ¢(®, mézeme odhadnit pomocou viacnisobnej polynomislnej re-
gresie [14].

Druhd modifikicia sa vysporadiva s problémom koreldcii v rezidudlnom Sume.
Ak pri odhadovani modelu zistime, ze rezidua po odstraneni kvadratickej a linedrnej
zlozky nie st biely Sum, tak tieto rezidua odhadneme, teraz uz len linedrne, pridanim
dalsieho stupna do modelu. Konkrétne, i-tu zlozku prvého, tzv. hlavného stupna nasho
inverzného stochastického modelu, mézeme pisat ako

i %

dz; = (xTAix +bVx + c(O)) dt + drl@)7 4)

(0

0)

(0)

%

0)

kde x = {z;} je stavovy vektor a matice A;, vektory b vektoru ¢l

. 0 Sa . . .
rovnako ako zlozky 7"1( ) vektoru rezidualneho gumu r , zistime pomocou metody
najmensich stvorcov. Dalsi stupen modelu je pridany na modelovanie znamych caso-

vych inovécif (tendencif) dr(®) ako linedrnej funkcie tzv. rozsireného stavového vektoru,

, zlozky ¢

)

[x, r(O)] = (XT, r(O)T)T. Rezidua tohto stupna opéat zistime pomocou metédy najmen-
sich stvorcov. Rovnakym spésobom pridame dalsie a dalsie stupne modelu, az pokial
rezidua L-tého stuptia, r'&*+1 | nie s biele v ¢ase (vzajomne nezavislé a ich autokore-
lacia je nulovd). Matematicky moézeme dodatoéné stupne modelu pisat ako

er(O) = bz(-l)[x, r(©]dt + 7"51)dt7
drl(l) = bgz) [x,r@ rW]dt + rl(z)dt,
drt? = bk @ pE)at 4 Yt (5)

Rovnice (4) a (5) reprezentuju Siroku paletu procesov, kde potrebujeme expli-
citne modelovat spatni vdzbu modelovaného procesu x na jeho Sume. Linedrny viac-
stupiiovy model dostaneme predpokladom A; = 0 a ¢(®) = 0 v rovnici (4). Detaily
metodologie a taktiez diskusia réznych aspektov tohto modelu je uvedend v pévodnom
¢lanku [12].

V konkrétnom pripade modelovania ENSO (nédsledujici princip sa dé zovSeobec-
nit a pouzit aj na iné Ucely) vyuzijeme tiez fakt, ze tepld i studend faza zvyknd mat
svoje maximum v novembri a decembri. Je viacero ciest, ako podobni synchronizaciu
zahrnit do modelu. My, v silade s [12], zahffiame sezénnu zdvislost do dynamic-
kej casti hlavného stupna modelu. Rigorézne povedané, predpokladdme, ze maticova
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funkcia B()(t) a vektorova funkcia c(%)(t) st ¢asovo zavislé a periodické s periédou
T = 12 mesiacov:

B (1) By + By sin(27t/T) + B, cos(2nt /T,
cO@t) = co+cysin(2nt/T) + c.cos(2nt/T), (6)

¢ize v nasom pripade pouzijeme celt dostupni dizku dét na odhad Styroch sezénne
zévislych koeficientov. Model (¢iZze jeho parametre — tenzor A, matice B® a vek-
tory ¢(?) odhadneme v priestore komponent z PCA rozkladu (pripominame, ze PCA
je rozklad c¢asovo-priestorovych dat pomocou singularnej dekompozicie kovarianénej
matice na priestorové médy, ktoré vysvetluji najviac variancie; z rozkladu dosta-
neme Casovo-nemenné, priestorové komponenty a k nim priradené ¢asové rady) [7]
teplot povrchu ocednu tropického Pacifiku. Optimdlna (v zmysle podobnosti modelu
a skutocnych dat) dimenzionalita modelu (pocet zloziek vektoru x), na ktorych mo-
del natrénujeme, sa urcuje heuristicky, pomocou kros-validécie, kedy skiSame ro6zne
moznosti a vyberieme moznost s najvyssou podobnostou voci redlnym détam.

3. Vysledky: porovnanie modelu s datami

V porovnavani vysledkov nasho modelu sa zameriame na jeden z indexov opisujtcich
fenomén ENSO, a to konkrétne tzv. NINO3.4 index. Tento je definovany ako casovy
rad priestorového priemeru povrchovej teploty ocednu v boxe ohrani¢enom 5° juznej az
5° severnej Sirky a 120° az 170° zdpadnej dizky. Dany index sa zaklad4 na HadISST1
datasete [21], ktory predstavuje sibor dat povrchovych teplét ocednu a koncentracie
ladovcov s mesa¢nym rozlisenim od roku 1871, vzorkovanych pri rozliSeni 5° x 5°. Ak
pouzijeme model a znalenie z predchédzajicej sekcie, potom X(t) je vektor teplot
povrchu ocednu v bodoch mriezky v ¢ase ¢, ktory meriame v mesiacoch, X(t) je vektor
priemernych teplot v danom mesiaci a vektor x(¢) = X(t) — X () popisuje anomalie
teplot. Pripominame, Ze s ohladom na znizenie dimenzie problému nepracujeme priamo
s vektormi teplot, ale s ich PCA transforméaciami.

V prvej faze porovndvania sa zameriame na zakladné charakteristiky indexu
NINO3.4 — jeho velkost, sezonnu zavislost a spektrum.

3.1. Zakladné charakteristiky

Ako prvi porovndme amplitidu (velkost) NINO3.4 indexu. Definujeme ju ako Stan-
dardnt odchylku (STD) anomdlii (odchyliek od priemeru za celé obdobie, pre ktoré
méme data k dispozicii) teploty povrchu ocednu (SSTA — sea surface temperature
anomalies) v boxe NINO3.4. Na obr. 2 mézeme vidiet amplitidu indexu NINO3.4
z dat ako tuénu ¢iernu ¢iaru a po 20 realizdcii (20 nezdvislych integracii modelu z réz-
nych nahodnych pociato¢nych podmienok a za pouzitia ndhodného bieleho Sumu pri
integricii) z linedrneho (tmavo-Sedé gulicky) a kvadratického modelu (bledo-$edé gu-
licky). Oba modely boli natrénované na podmnozine prvych 20 priestorovych kompo-
nent z PCA rozkladu a integrované v ¢ase, aby sme dosiahli to, ze ¢asové rady budui
mat rovnaku dizku ako redlne déta.

Z obrazku vyplyva, ze linedrny model Tahko precenuje amplitidu ENSO a kvadra-
ticky model naopak amplitidu mierne podcenuje. Niektoré realizacie oboch modelov
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Obr. 2. Amplitida ENSO, ako standardnd odchylka NINO3.4 anomaélii v pozorovanych déa-
tach (Cierna Ciara) a v 20 realizaciach linedrneho (tmavo-Sedé gulicky) a kvadratického (bledo-
Sedé gulicky) modelu. V rovnakych farbach je vykresleny aj siborovy priemer ako Stvorec pre

tieto modely.

sa redlnej amplitide ENSO velmi priblizujd, na zdklade ¢oho mézeme tvrdit, ze této
zavisi na pociato¢nych podmienkach a na sume dodanom pocas integracie. Stiborové
priemery linearneho ako aj kvadratického modelu sa celkovo s dostatoénou presnostou
priblizuju realnej amplitade.

Dalsou zékladnou a délezitou charakteristikou ENSO je jeho sezénnost. Ako bolo
spomenuté vyssie, ENSO sa vyznacuje tendenciou vrcholit v zime na severnej pologuli,
¢o sa preukazuje zvysSenou varianciou pocas zimnych mesiacov a znizenou varianciou
pocas jari a leta na severnej pologuli. Ako charakteristiku teda zvolime Standardnt
odchylku SSTA za jednotlivé mesiace a tieto charakteristiky pre redlne data a takisto
aj pre nase modely moézeme vidiet na obr. 3.

Vidime, ze oba modely dobre reprezentuji sezémnost ENSO v zmysle zvysSenej
variancie v zimnych mesiacoch s minimom na jar na severnej pologuli. Je potrebné
podotkntt, ze v redlnych datach je rozdiel v mesacnych varianciach vacsi ako v oboch
modeloch. Opét plati, ze siborové priemery oboch modelov dostatocne dobre repre-
zentuju sezénnost, akil mézeme nédjst v datach.

Poslednou, ale nemenej dolezitou charakteristikou je frekven¢né spektrum teplot-
nych anomaélii, z ktorého sa dozvieme typické periodicity (frekvencie) signélu. Feno-
mén ENSO nemd velmi konkrétnu periodicitu, vic¢sinou sa v literatire stretavame
s pojmom ,ENSO band“, ktory reprezentuje fakt, ze periodicita ENSO nie je pevne
definovand (jeho spektrum nemé jasné maximum) a uvadza sa v rozmedzi 3—-7 rokov.

Tento spektralny pas mozeme vidiet aj na obr. 4 (spektralna hustota bola pocitana
Welchovou metédou [27]) s mierne vyraznym maximom na 9 rokoch.
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Obr. 3. Sezénnost ENSO, ako standardnd odchylka NINO3.4 anomélii za mesiac v pozorova-
nych datach (Gierna ¢iara) a v 20 realizdciach linedrneho (tmavo-Sedé ¢iary) a kvadratického
(bledo-Sedé ciary) modelu. V rovnakych farbach je vykresleny siborovy priemer ako tucné
Ciary pre tieto modely.

Oba modely relativne dobre kopiruji spektrum NINO3.4 indexu — ¢i uz jednotlivé
realizacie, alebo stborové priemery. Vo vysledku mézeme tvrdit, ze Statisticky model
integrovany na rovnaké obdobie ako data verne modeluje fenomén ENSO a dokaze
kopirovat jeho zakladné (linedrne) statistiky.

4. Vylepsenia modelu: parametrizacia Sumu

Po navrhnuti dizajnu a natrénovani statistického modelu nasleduje samotna integra-
cia, pocas ktorej priddvame do modelu Sum. Tento Sum modze mat priestorova Struk-
taru v zmysle korelacii medzi jednotlivymi zlozkami, ktora by mala ostat rovnaka
ako v déatach. Ako bolo spomenuté vyssie, model obsahuje tolko stupnov, aby rezi-
dud posledného stupna boli biele v ¢ase. To vSak neznamend, ze tento Sum nemoze
byt v priestore nejako korelovany. V najzdkladnejSom a najintuitivnejSom nastaveni
si jednoducho spocitame kovarianéni maticu rezidui z posledného stupna a nésledne
jej Choleského dekompoziciu na spodnti trojuholnikovii maticu a k nej konjugovanu
transponovant maticu R (tento krok je potrebny kvdli stabilite integrécie). Pri integ-
racii si v kazdom ¢asovom kroku vyrobime ndhodni realizaciu bieleho Sumu o ¢asovej
dizke 1 a tento nédhodny vektor prendsobime maticou R, z ¢oho dostaneme realizaciu
priestorovo korelovaného bieleho sumu, ktory dosadime do modelu. Tomuto procesu
hovorime parametrizacia Sumu. V praxi sa vSak ukazuje, ze aj pri vysokostupnovych
modeloch je stdle mozné, Ze rezidud budd mat nejak zlozitu Struktiru (autokoreldcie
pri vysokych oneskoreniach, sezénnost apod.) a parametrizacia za pomoci priestorovej
korelacie by nebola dostato¢na. V tom pripade mézeme siahnut po jednej zo zlozitej-
$ich parametrizacii.
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Obr. 4. Spektrum ENSO, odhad spektralnej hustoty pomocou Welchovej metédy NINO3.4
anomélii v pozorovanych détach (¢ierna Ciara) a v 20 realizdciach linedrneho (tmavo-Sedé
¢iary) a kvadratického (bledo-8edé ¢iary) modelu. V rovnakych farbach je vykresleny suborovy
priemer ako tucné ciary pre tieto modely.

Jedno z vylepSeni parametrizacie Sumu vychadza z konceptu modelovania klima-
tickych procesov, ktoré vykazuji variabilitu na nizkych frekvencidach (LFV — low
frequency variability). Princip tejto metédy spociva v hladani vzoriek (¢asovych tse-
kov) v rezidudch (tzv. noise snippets), ktoré sa objavovali v systéme uz v minulosti,
vo faze LFV, tesne pred prave pozorovanym stavom. Tieto (alebo informécie, ktoré
z nich ziskame) nasledne pouzijeme na integraciu nasho systému do budicnosti. Tato
metdda je popisana v [10].

Sumové vzorky, ktoré ndjdeme v minuljch stavoch systému, mézeme pouzit dvoma
roznymi sposobmi: prvym je priame pouzitie tychto vzoriek z minulého stavu systému
na integraciu modelu do budicnosti (ako to je pouzité v [10]) ako siiboru viacerych
integrécii. Napriklad, ak najdeme 4 rozne casové intervaly, ktoré pripominaju sicasny
stav LF'V systému, tak pouzijeme priamo vSetky 4 vzorky ako Sum pri integracii a na-
sledne integracny vysledok spriemerujeme. Druhy sposob (pouzity v nasej studii) je
ndjdenie daného poétu vzoriek (napriklad 100) z minulosti systému, ktoré st najblizsie
stucasnému stavu LFV systému a vytvorenie kovariancnej matice z tychto 100 vzoriek.
Nasledne vytvorime maticu R pomocou Choleského dekompozicie a ndhodny sumovy
vektor sa touto maticou vynasobi. Bez ohladu na to, ktory z vyssie uvedenych spdso-
bov pouzijeme, existuje viacero moznosti, ako odhadnit sicasny stav systému. Jednou
z najpouzivanejsich je odhad pomocou koreldcie SSA ¢asovych radov (SSA — singu-
lar spectrum analysis [4] je rozklad kovarianénej matice, ktord je navySe rozsirend
o rozne ¢asové oneskorenia, v principe podobny PCA), ktoré vytvorime z ¢asovych
radov hlavnych komponent vstupov do modelu. Druhy spésob spociva v pouziti eukli-
dovskej vzdialenosti v podpriestore modelu prvych par hlavnych komponent.
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Obr. 5. Amplitida ENSO (hore) a sezénnost ENSO (dole), ddta ako Gierna Ciara, linedrny
model v tmavo-Sedej farbe, linedrny model so Sumom zavislym na stave systému v bledo-sedej
farbe.

Na obr. 5 moézeme vidiet porovnanie klasického linedrneho modelu (s bielym Sumom
s klasickou kovarian¢nou maticou tvorenou z celych dét) a linedrneho modelu so Sumom
s kovarian¢nou maticou zavislou na sucasnom stave systému. V nasom pripade bol
sticasny stav systému odhadnuty pomocou metédy SSA. Ako je zrejmé z obrazku,
ind parametrizacia Sumu amplitiide nepomohla, avSak pri sezénnosti mézeme vidiet
lepsi prechod medzi zimou na severnej pologuli s vysokou varianciou, a naopak, jarou
a letom na severnej pologuli s nizkou varianciou prave v modeli so Sumom zavislym
na stave systému.
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5. Nelinearne interakcie v datach a v modeli

Fenomén ENSO je modelovany pocas viacerych dekad a r6zne modely maju svoje vy-
hody a nevyhody, ale v principe vSetky dosahuji velmi dobré vysledky v predpovedi na
3 mesiace vopred. My sme nas model chceli zostrojit tak, aby verne kopiroval neline-
arne interakcie v dynamike ENSO. Tym, ze model je jednoduchsi ako realita, je tento
krok dolezity v hladani mechanizmov, ktoré stoja za nelinedrnymi interakciami. Nas
zaujimaju nelinedrne interakcie medzi réznymi ¢asovymi skilami v dynamike ENSO,
konkrétne sa zameriame na fazova synchronizéaciu a kauzalitu.

5.1. Metody

Najskor musime NINO3.4 index, ktory je v principe ¢asovou radou teplotnych anomalii
v oceane, rozlozit na jednotlivé zlozky, kde kazda reprezentuje cast signdlu na konkrét-
nej casovej skale. Z déat si pomocou pasmového filtra vieme ziskat napriklad rocnu
zlozku, ktorej typicka periodicita je jeden rok a iné frekvencie sa v nej — az na malé
odchylky — nevyskytuji. Z pévodného ¢asového radu s tak ziskame skalovi zlozku sy
o frekvencii f. Najjednoduchsim sposobom, ako odhadntt jej fazu a amplitidu, je
vypocitat jej imagindrnu zlozku §5 pomocou Hilbertovej transformécie (linedrna ope-
racia, pomocou ktorej sa pocita analytickd reprezenticia signdlu). Potom moézeme
pisat

sp(t) +185(t) = Ag(t) exp(igy (), (7)
kde (1)
_ Sf
¢f(t) = arctg m (8)

je faza oscilacného signalu s frekvenciou f a

Ap(t) = \/s3(t) + 83() 9)

je jeho amplittuda.

Vyssie popisané dva kroky — filtrovanie a nasledna Hilbertovu transformaciu —
mozeme zjednodusit na jeden pouzitim waveletovej transforméacie. Waveletova trans-
formaécia je vlastne konvolicia vopred predpisanej viny o urcitej peridéde s datami, ¢im
vznikaju oscilacné casové rady na frekvencii predpisanej viny. Vystupom komplexnej
waveletovej transformécie st redlna a imaginarna zlozka ¢asového radu, z ktorych mo-
Zeme priamo vypocitat fdzu a amplitidu skélovej zlozky o danej frekvencii (periéde);
pre detaily metodoldgie odporticame [16].

Nagim hlavnym cielom bolo odhadnit kauzalne vztahy medzi oscilaénymi zlozkami
na réznych periédach. Existuje viacero metdéd na rozpoznavanie synchronizicie a kau-
zality, my pouzivame nastroj z tedrie informéacie, konkrétne vzajomni informéciu a jej
podmienent verziu. Vzajomnd informacia sa v pripade diskrétnych vstupnych veli¢in
pocita ako

p(x)p(y)’

kde p(x,y) je zdruzend pravdepodobnost ndhodnych velicin X, Y a p(x), p(y) sd mar-
ginalne pravdepodobnosti velicin X a Y. Vzajomna informécia v podstate vyjadruje
(ako uz jej ndzov napovedd), kolko informdcie zdielaji dve rdzne veli¢iny, X a Y.

I(X;Y) =Y pla,y) 10gM (10)
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Ak nezdielaju ziadnu spolo¢nt informéciu (st nezdvislé), ich zdruzena distribuénd
funkcia sa rovnda sdcinu jednotlivych margindlnych distribu¢nych funkcii a v sume
je logaritmus 1, ¢o sa rovna 0. Vzajomna informécia nemé vrchni hranicu, je zhora
neobmedzené. Na rozdiel, napriklad od korelacie, odhali aj nelinedrne vztahy medzi
ndhodnymi premennymi a preto je niekedy prezyvana aj ,nelinedrna korelacia‘“.

O vzajomnej informacii mézeme hovorit nie iba v pripade ndhodnych veli¢in, ale
tiez v pripade dvojice ¢asovych radov x(t) a y(t), t € T. Znacime ju opit I(z(t);y(t))
a poc¢itame podla vzorca (10), kde prislusné distribu¢né funkcie odhadneme pomocou
histogramov; pre prehlad réznych odhadov vzéjomnej informécie odporicame [9].

Este zaujimavejsim konceptom je podmienend vzajomnd informaécia, ktord udava,
kolko spolo¢nej informécie mame v dvoch ndhodnych veli¢indch, ak si odmyslime poso-
benie tretej veli¢iny. Pomocou podmienenej vzajomnej informacie mézeme odhadovat
mimo iného aj kauzalne vztahy medzi dvoma veli¢inami a to tak, ze za tretiu veli-
¢inu, na ktort podmienujeme, dosadime minulost jednej z prvych dvoch velicin, ¢ize
efektivne pocitame vzajomnid informéaciou medzi dvoma veli¢inami, podmienujic na
minulost jednej z nich.

V tejto studii pozorujeme dve miery nelinedrnych vztahov: fazovi synchroniza-
ciu a fazovo-amplitidovi kauzalitu. Fazova synchronizacia je jednoducho vzajomna
informécia medzi fazami dvoch oscilacnych zloziek na roéznych frekvencidach. Méze nas
napriklad zaujimat fazova synchronizacia medzi oscila¢nou zlozkou s ro¢nou periédou
a zlozkou pomalsieho, 5-ro¢ného cyklu. Matematicky piseme I(¢y, (t); ¢y, (t)).

Fazovo-amplitidova kauzalita je uz trocha zlozitejSia a v jej pocitani pouzivame
koncept podmienenej vzajomnej informéacie. V nasom pripade pocitame kauzalitu sme-
rom od faz k amplitiade. V principe pocitame vzajomnua informéciu fazy ¢; v case t
na amplitidu Ay v budicnosti (v ¢ase t + 7, ¢ize pocitame ako ndm znalost momen-
talnej fazy pomoze predpovedat amplitiidu v buddcnosti). Zdroven vSak podmieriu-
jeme na pritomnd a minuld amplitidu Ay v ¢asoch ¢, t — 7, ... (tu zavisi na di-
menzii podmienky, my pouzivame 3-dimenziondlnu podmienku), ¢im sa zbavujeme
jej posobenia. Celkovo piseme, ze odhad kauzality od faz k amplitide pocitame ako

I(¢f1 (t);Afz (t + 7—) | Af2 (t)a Af2 (t - 77)? Af2 (t - 277))

5.2. Surogatne data

Predtym, ako prejdeme priamo k vysledkom nasich analyz, vysvetlime metédu su-
rogatnych dat. Surogatnymi datami (surrogate data alebo analogous data) nazyvame
metddu na generovanie umelych ¢asovych radov, ktoré zachovavaji niektoré vybrané
Statistické vlastnosti pévodnych dat, kym ostatné zndhodnia konzistentne s nulovou
hypotézou. Ich najcastejsie vyuzitie je v statistickom testovani vyznamnosti. Najskor
si zvolime nulova hypotézu, ktora opisuje nejaky proces, a nasledne vygenerujeme si-
bor surogatnych dat zodpovedajicich nulovej hypotéze pouzitim Monte Carlo metdd
(opakované ndhodné vzorkovanie). Jednou z najpouzivanejsich technik na generovanie
surogdtnych dét st tzv. fourierovské surogdty (Fourier transform surrogates [23]), ktoré
zachovévaju linedrne koreldcie v ddtach (spektrum alebo periodogram a taktiez autoko-
reldciu), ale znehodnotia akékolvek interakcie medzi nimi. Pri tvorbe tychto surogitov
data pretransformujeme do frekvenéného priestoru pomocou Fourierovej transforma-
cie, ich fazy zndhodnime a nésledne spéat pretransformujeme inverznou Fourierovou
transformaciou do priestoru redlneho casu.
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Metodu a jej pouzitie ilustrujeme na jednoduchom priklade — predstavme si dva
prepojené dynamické systémy (napriklad Lorenzov systém), kde jeden z nich ovldda
druhy v kauzélnom zmysle (to znamend, ze v rovniciach pre druhy systém sa vyskytuje
premennd z prvého systému). Tento systém naintegrujeme a mame k dispozicii merania
— casové rady z oboch systémov. Chceme zistit, ¢i a ako si prepojené a ak st, chceme
vediet smer kauzality. Na tento tc¢el pouzijeme napriklad podmienent vzajomnu infor-
maciu. Z analyzy vzajomnej informéacie dostaneme vysledok — jedno ¢islo. Toto nam
vSak na zistenie vysledku nestac¢i — hodnotu sme mohli dostat aj ,ndhodou“. Za
ucelom statistického testovania si teda vytvorime sibor surogatnych dat (napriklad
uz zmienenych Fourierovych surogitov) a analyzu podmienenej vzajomnej informécie
zopakujeme pre kazdy ¢len siboru zvlast. Z hodnoét vzadjomnych informacii pre kazdy
¢len zostrojime histogram a pozrieme sa, kam padne hodnota z dat. Ak prekroéi vopred
zvoleny percentil (¢asto to byva 95 %), povieme, Ze kauzélny vztah je signifikantny.

5.3. Interakcie v datach

Pri studovani nelinedrnych interakcii v datach sa najskor zameriame na fazovu syn-
chronizaciu. Fazovou synchronizdciou rozumieme vo v§eobecnosti proces, v ktorom dva
alebo viac cyklickych signalov osciluju s opakujicou sa sekvenciou fazovych rozdielov.
V nasom klimatickom priklade to znamend, ze dve rézne oscilacné zlozky systému st
spolu zosynchronizované — ak ddéjde k zmene jednej, simultdnne by sa mala zme-
nit aj druhd. Fazovt synchronizaciu pocitame pomocou vyssie zavedenej vzajomnej
informécie ako I(¢y, (t); by, (1)), kde ¢;(t) je asovy rad fazy i-tej oscilacnej zlozky.
Vysledky moézeme vidiet na obr. 6 vlavo. Pre kazda dvojicu periéd odhadneme vza-
jomnu informéciu ich faz a porovnavame ju so siborom synteticky vyrobenych dat
zodpovedajtcich nulovej hypotéze. Nulova hypotéza v nasom pripade zodpoveda line-
arnemu stochastickému procesu s rovnakym spektrom ako data, v ktorom ale zZiadne
medziskalové interakcie neexistuji. V pripade, Ze hodnota vzajomnej informécie je
v détach vyssia ako dany percentil (Casto 95 %) z distribicie surogétnych dat, nulova
hypotéza je zamietnutd a tvrdime, ze vzajomna informacia je Statisticky vyznamna.
Podobne si zobrazime aj vysledky z kauzdlnej interakcie medzi fazou a amplitidou
ako na obr. 6 vpravo.

Ako je zrejmé z obr. 6, v observa¢nych datach mézeme vidiet synchronizaciu roc-
ného cyklu s periédami tesne pod jednym rokom, tzv. kombina¢nymi ténmi a taktiez
fazov synchronizaciu 2:1, ¢ize tzv. biendlneho (dvojro¢ného) cyklu s roénym. Co sa
tyka kauzalit, tvrdime, ze fiza pomalého cyklu s periédou 5-6 rokov kauzalne vplyva
na amplitidu biendlneho cyklu.

5.4. Interakcie v modeli

V nasledujucich riadkoch sa pozrieme na podobné interakcie, ale tentoraz v modeloch.
Ci dokazeme najst rovnaké interakcie v modeloch a v observaénych datach je dole-
zité z hladiska ozrejmenia mechanizmov stojacich za tymito interakciami. Komplexita
modelov je na rozdiel od prirody znacne znizend a model mézeme navyse rozlozit na
jeho jednotlivé zlozky a sledovat, z akych interakcii v modeli nas vysledok vychédza.
Na test synchronizécie a kauzality sme opéat integrovali linedrny model v stibore, pre
kazdu realizaciu zo siboru sme spravili Statisticky test oproti surogatnym casovym

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 62 (2017), é. 1 65



PHASE SYNCHRONIZATION _PHASE-AMP CAUSALITY

¢ = > ' X
71 | 7 : & -
{ s .
w0 \‘m 1 6 B s
© ,'r.’ }\ w ;T £,
0>J,5 A e LN Ml 8 5
=51 L0 4 - A O
s . > —
< =
E N e < ‘ & -
a g L = T s
o3 1 x 3 —
& , w -
L 1 / { o - -
[a W 1 A Y

N

N

g;

\

'
3\
‘
‘

‘

Lj

>

Y v - 1 "
V‘e 1 ’ -
1

2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
PERIOD PHASE (years) PERIOD PHASE (years)

Obr. 6. Fazovd synchronizicia (vlavo) a kauzalita fdza — amplitida (vpravo) v casovej
rade NINO3.4 indexu. Zobrazené si stupne vyznamnosti ako stupne Sedi (od 95% percen-
tilu) z odhadu vzdjomnej informécie. Statisticky test vyznamnosti oproti 500 syntetickym,
surogatnym c¢asovym radom.

radom, takéto grafy sme binarizovali (ak bol dany bod na grafe vyznamny, tak sme
mu pridelili hodnotu 1, v opaénom pripade 0) a nakoniec séitali. Vysledky ukazujeme
na obr. 7.

Ako vidno z Tavej ¢asti obr. 7, fizova synchronizécia je spravne modelovand a obsa-
huje obe synchroniza¢né pasma, menovite synchronizaciu roéného cyklu s kombinac-
nymi ténami a synchronizdciu ro¢ného a biendlneho cyklu. S kauzalitou faza-amplitida
to uz je horsie — tuto interakciu model nedokézal zachytit. Dévodom moze byt nizka
komplexita modelu, alebo absencia nejakych nelinedrnych interakcii v modeli, ktoré
observaéné dita (a tym padom dynamika ENSO) obsahuju.

6. Modelovanie surogatnych dat pomocou statistického modelu

Uz sme si vysvetlili, ¢o si surogatne data a na co sa pouzivaji. V poslednej casti
tohoto c¢lanku ukazeme, ako generovat surogatne data pomocou nasho statistického
modelu. Pri $tadiu nelinedrnych interakcii pouzitim metéd ako vzajomna informaécia,
je pouzitie surogatnych dat na testovanie Statistickej vyznamnosti nutné. Samozrejme,
mozeme pouzit uz spomenuté fourierovské surogatne data, ¢im sa nulovou hypotézou
stane linearny proces s rovnakym spektrom. Mozeme vsak vytvorit sofistikovanejsiu
nulovi hypotézu, vyuzivajic moznosti sStatistickych modelov: ak vezmeme linearny
model, zanedbame dynamicki sezénnost élenov B a ¢ v rovnici (6) a pouzijeme
zékladni parametrizaciu Sumu (vezmeme do tvahy iba priestorové koreldcie), tento
model bude kopirovat zékladné (linedrne) Statistické vlastnosti modelovanych ¢asovych
radov, ale nebude umoznovat napriklad nelinedrne interakcie. Tymto spésobom ho
mozeme vyuzit ako nulovi hypotézu.
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Obr. 7. Suma 5 ¢lenov stboru pre fizovi synchroniziciu (vlavo) a kauzality fiza — ampli-
tida (vpravo) v v ¢asovom rade modelovaného NINO3.4 indexu zo siboru linedrneho modelu.
Ukézané st hladiny vyznamnosti (od 95% percentilu) z odhadu vzéjomnej informéacie. Sta-
tisticky test vyznamnosti oproti 500 syntetickym, surogiatnym casovym radom.

Pouzitie statistického modelu na vytvaranie nulovych hypotéz v praxi mézeme vi-
diet na obr. 8. Ked porovname riadky (odlisné typy surogatov, ¢ize odlisné nulové
hypotézy), v oboch mame rovnaké vyznamné interakcie. Konkrétne sa jednd o syn-
chronizéiciu faz rocného cyklu s kombina¢nymi ténmi a roé¢ného cyklu s biendlnym.
Taktiez pozorujeme kauzalitu fdza — amplituda, kde fdza pomalého cyklu (5-6 rokov)
kauzalne ovplyvinuje amplitiidu bienalneho cyklu. Pri pouziti statistického modelu niz-
kej komplexity ako nulovej hypotézy vidime — hlavne pri kauzalnych interakciach —
ze model tohto typu ma menej Statistickych ,fluktudcii“, resp. falosnych pozitiv, ako
fourierovské surogaty. Toto je ocakavatelné, pretoze model verne kopiruje zdkladnu
(linedrnu) Struktiru dat a vynechdva iba sezénnu zavislost na roénom cykle a neline-
arne interakcie. Pouzitim Statistického modelu na testovanie hypotéz dostavame lepsiu
predstavu o vyznamnych interakcidch, zaroveri je takyto test prisnejsi (nulovd hypotéza
je konkrétnejsia), ¢o mé za nésledok zniZenie poctu falosne pozitivnych vysledkov.

7. Zhrnutie

Statistickym modelom v klimatolégii sa dostava ¢oraz vicsej pozornosti, aj z dévodu,
Ze ich pouZitie nie je limitované iba na predpovedné ucely (napriklad spomenutého
fenoménu ENSO), ale aj na identifikdciu interakcii v zlozitych systémoch. KedZe sa
vacsinou zostrojené v redukovanom fazovom priestore s nizkou dimenzionalitou, iden-
tifikacia zdrojov tychto interakcii sa stane jednoduchsou.

Ukézali sme, Ze Statistické modely s vhodnym nastavenim (ktoré stvisi so zéklad-
nym pochopenim modelovaného javu) vedia generovat syntetické dasové rady mo-
delovaného systému (u nas to bolo ENSO), ktoré kopiruji vlastnosti observaénych
dét — linedrne aj nelinedrne. Dalej sme sa venovali réznym parametrizdciam Sumu.
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Obr. 8. Porovnanie nulovych hypotéz: fazovd synchronizicia (vlavo) a kauzalita fiza —
amplituda (vpravo) v Casovom rade NINO3.4 indexu. Zobrazené st hladiny vyznam-
nosti (od 95% percentilu) z odhadu vzdjomnej informécie. Statisticky test vyznamnosti
oproti 500 (hore) fourierovskym surogdtnym ¢asovym radom a (dole) ¢asovym radom z nizko-
komplexného sStatistického modelu.

Kedze stochasticita je dolezitym aspektom statistickych modelov, spravne zvoleny Sum
moze mat velky vplyv na vysledné modelovanie. V nasom konkrétnom pripade ndm
aj zlozitejsia parametrizdcia Sumu pomohla. Zaverom sme predstavili spésob, ako zo
statistickych modelov nizkej komplexity vytvarat modely na statistické testovanie hy-
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potéz, ktoré v nasom pripade ukazalo lepsie vysledky ako pouzitie zndmych metod
(napr. fourierovskych surogétov).

Budicnost statistickych modelov sa méze vyvijat viacerymi smermi. Jednym z nich
moze byt vyvoj statistickych modelov ako takych — experimentovanie s réznymi pre-
mennymi v modeli, kombinovanie meteorologickych premennych na vstupe, ré6zne me-
t6dy a varianty preprocessingu a pod. Dalsim méze byt prepojenie Statistickych mo-
delov s dynamickymi. Ako konkrétny priklad uvedme moznost pouzitia Statistickych
modelov na parametrizdciu javov s mensim rozliSenim ako je mriezka (sub-grid pheno-
mena) pri dynamickych modeloch, napriklad mikrofyziku oblakov, lokalne konvekéné
procesy a pod.
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