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Strucny pruvodce statistickymi intervaly

Martin Otava, Beerse

Abstrakt. Statistické intervaly predstavuji rozsifenou metodu k popisu nejistoty, avsak jejich
presnd interpretace mutize byt pro laika obtizna. Nasledujici clanek se zabyva tfemi typy inter-
vali — konfidenc¢nimi, predikénimi a toleranénimi intervaly. Kazdy z nich méa jinou funkci
a mé smysl ho pouzivat jen v jistém kontextu. Téma je predstaveno spise neformalné a po-
skytuje ¢tenafi zdkladni piehled jednotlivych typu intervali. Duraz je kladen predevsim na
spravnou interpretaci a pochopeni nejcastéjsich chyb spojenych s pouzivanim statistickych
intervalt. Vlastnosti jednotlivych typu intervald jsou demonstrovany na piikladech z farma-
ceutické vyroby tablet.

1. Uvod

Statistika je velmi ¢asto neodbornou verejnosti chapana jako deskriptivni statistika
popisujici vlastnosti sebraného datového souboru, naptiklad pozorované maximum ¢i
napozorovany aritmeticky primér. Popis napozorovanych dat je vSak jen malou ¢asti
statistiky jako discipliny. Pokud data, kterda mame k dispozici, nereprezentuji celou
populaci (celd populace muze byt dostupnd napifklad v pifpadé narodniho censu),
pak je obvyklym cilem statistika vyhodnotit, co mizeme vyvodit o celé populaci na
zakladé omezeného datového souboru. Piikladem mohou byt nejriznéjsi prizkumy
verejného minéni ¢i volebnich preferenci. Takovy postup vzdy vyzaduje jisté predpo-
klady (napf. skutecnost, ze nas vzorek dobfe reprezentuje celkovou populaci) a jakakoli
tvrzeni o celé populaci jsou nevyhnutelné zatizena chybou. Statistika ndm umoziuje
tuto nejistotu popsat a vyjadrit kvantitativné.

Statistické intervaly jsou velice uziteénym nastrojem pii vyjadfovani nejistoty. Exis-
tuje nékolik ruznych typu intervali a kazdy se hodi k odpovédi na jiné otazky. Pro
laika tak muze byt jejich interpretace obtizna. V tomto prispévku se sezndmime s kon-
fiden¢énimi, predikénimi a toleranc¢nimi intervaly a vysvétlime si, jaké jsou mezi nimi
rozdily a jak je spravné pouzivat. Ukazeme, jakym zplsobem konfidencéni intervaly
vyjadiuji nejistotu pii odhadu parametru rozdéleni, zatimco predikéni a tolerancéni
intervaly se zabyvaji predpovédi budoucich pozorovani. Dalsi rozdil spoc¢iva v tom, ze
predikéni intervaly se soustredi na predpovédi pro jediné budouci pozorovani a tole-
ran¢ni intervaly jsou vhodné pro velké pocty budoucich pozorovani. Jako priklad pro
demonstraci vlastnosti jednotlivych typt intervalt ndm poslouzi farmaceuticka vyroba
tablet.

Prestoze bude nutné zavést nékolik pojmi, omezime se na jejich neforméalni vysvét-
leni za tcelem zjednodusen{ vykladu; presné definice lze najit v [1].
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Obr. 1. Priklady hustot spojitych ndhodnych veli¢in: norméalni rozdéleni (vlevo), bimodalni
rozdéleni (vpravo)

2. Zékladni pojmy
2.1. Nahodna velicina a jeji vlastnosti

Mezi zékladni pojmy statistiky patii ndhodné veli¢iny a jejich rozdéleni. Nahodna
veli¢ina reprezentuje jev, o ktery se zajimame, a rozdéleni pak udava, jaké jsou pripust-
né hodnoty pro ndhodnou veli¢inu a jaka je pravdépodobnost téchto hodnot.

Piikladem ndm bude farmaceutickd vyroba hypotetické 550 mg tablety s obsahem
Gc¢inné latky 500 mg. Zakoupime-li baleni v 1ékdrné a zméfime obsah tcéinné latky v la-
boratori, je rozumné predpokldadat, ze skute¢na hodnota obsazena v kazdé tableté bude
priblizné 500 mg, ale nemélo by nas prekvapit, ze nemusi byt presné 500 mg. Vysle-
dek méreni tablety je pak pravé ndhodnou veli¢inou, nebot jeho hodnota neni predem
znédma. Rozdéleni této velic¢iny udéavd, jaké vysledky muzeme ocekdvat (a s jakou prav-
dépodobnost{). V nasem piipadé mize napiiklad z rozdéleni vyplyvat, Ze obsah G¢inné
latky mezi 490 a 510 mg je mnohem pravdépodobnéjsi nez obsah nizsi nez 100 mg.

Oznac¢me nahodnou veli¢inu jako X a jeji napozorovanou hodnotu jako x. Pokud
méfime N = 10 tablet, vysledky méfeni jsou oznaceny x1,...,x19. Rozdéleni spojité
ndhodné veli¢iny (jakou je pravé obsah ucinné latky) je reprezentovano hustotou f,
tj. funkci, jejiz integral od a do b vyjadiuje pravdépodobnost, zZe veli¢ina X mé hodnotu
v intervalu (a, b):

b
Pla< X <b)= / f(z)de. (1)
Integral funkce na celém oboru realnych cisel se pak rovna jedné, nebot reprezentuje

pravdépodobnost P(—oco < X < oo). Piiklady hustot, které by mohly reprezentovat
rozdéleni obsahu tuc¢inné latky, mizeme vidét na obr. 1.
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Stfedni hodnota znacend p = E(X) neformélné feceno reprezentuje primeérnou
hodnotu veli¢iny X a v pripadé spojité ndhodné veli¢iny je opét vyjadiena integralem

E(X) = /oo 2f(z) da.

— 00

Musime byt opatrni s interpretaci, nebot stfedni hodnota ne vzdy reprezentuje
hodnotu typickou ¢i nejéastéjsi. Obé hustoty na obr. 1 vedou ke stfedni hodnoté
rovné 500mg, ale v pripadé pravého panelu je jen velmi mald pravdépodobnost, ze
nadhodné vybrana tableta bude mit obsah Géinné latky ptiblizné 500 mg; mnohem prav-
dépodobnéjsi jsou hodnoty kolem 498 ¢i 502 mg.

Rozptyl ndhodné veli¢iny var(X) = E(X — E(X))? reprezentuje primér z druhych
mocnin odchylek realizaci ndhodné veli¢iny od jeji stfedni hodnoty. Prestoze tedy obé
hustoty na obr. 1 maji stejnou stfedni hodnotu, hustota na pravém panelu by vedla
k mnohem vétsimu rozptylu, nebot jeji hodnoty se typicky nachazeji dale od stfedni
hodnoty E(X). Hustotu na pravém panelu nazyvame bimodalni, nebot méa dva mody,
tj. dvé lokalni maxima.

Jako rozdéleni veli¢iny X pro nas priklad s obsahem tucinné latky v tabletach
zvolime tzv. normélni rozdéleni. Hustota tohoto rozdéleni mé dany tvar, az na dva
nezndmé parametry: stiedn{ hodnotu p = E(X) a rozptyl o2 = var(X),

——exp (_(9”2_0;”2) @)

202

flasp,0”) =

Znéme-li parametry p a o2, mizeme spoéitat pravdépodobnost pro jakykoli interval
ze vzorce (1). Hustota pro u = 500 a 0 = 1 je zndzornéna v levé é4sti obr. 1.

Dals{ uzitetnou charakteristikou ndhodné veli¢iny jsou jeji kvantily. Pro x € (0, 1)
definujme 100x% kvantil tak, Ze 100k % moZnych hodnot veli¢iny X je mensich nez
tento kvantil. Formalné je tedy kvantil z, veli¢iny X takovd hodnota, ze P(X < z,)=k.
Dodejme, ze definici v této formé lze pouzit pouze v pripadé spojitych nahodnych
veli¢in.

2.2. Odhady parametra

Statisticka teorie odhadu se zaméruje na odhadovani parametri rozdéleni, které jsou
ndm nezndmé. Volba konkrétniho rozdéleni pro popis daného jevu (tedy v nasem pii-
padé volba normalniho rozdéleni pro obsah i¢inné latky) je vétsinou zaloZena na néjaké
predchozi zkuSenosti s danym jevem a na vlastnostech ndhodné veliciny X. Existuji
zpusoby, jak ovérit, zda volba rozdéleni dava smysl, ¢i odhadnout hustotu rozdéleni
primo na zékladé dat. Ve spousté praktickych pripadt jsme schopni vybrat vhodné
rozdéleni, ovSem jen velmi ziidka mame predstavu o hodnotach jeho nezndmych pa-
rametri. Ty pak musime odhadnout na zakladé dat.

Budeme pokracovat v nasem prikladé, tedy uvazovat situaci, kdy se veli¢ina X fidi
normalnim rozdélenim s hustotou f(z; i, 02), viz (2), a ani jeden z parametrii y a o2
nezname predem. Abychom byli schopni pracovat se vzorcem (1), je nutné odhadnout
neznamé parametry p a o2 na zakladé datového souboru, ktery mame k dispozici. Tato
situace je v praxi velmi obvykla, i kdyz v nékterych pripadech mizeme mit o rozptylu
dobrou predstavu na zakladé historickych dat ¢i pilotnich studii.
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Uvazujme, ze mame moznost zmérit N tablet. Kazdé méreni je tedy nezévislou rea-
lizaci veli¢iny X, jehoz vysledky oznacime jako x1,...,xy. V jistém smyslu optimalnim
odhadem p je pak aritmeticky pramér i = X = % > iz1 ;. Optimalitou je zde minéna
nestrannost, konzistence odhadu a maximaln{ vérohodnost odhadu. Neformalné fe¢eno
nestrannost implikuje, ze odhadujeme v praméru spravnou hodnotu, konzistence zna-
menad, ze ¢im vétsi mame datovy soubor, tim presnéjsi nds odhad bude, a maximalni
vérohodnost reprezentuje skutecnost, ze odhadnutd hodnota je nejpravdépodobnéjsi
hodnotou parametru pri daném datovém souboru. Zduraznujeme neformalnost tohoto
vysvétleni a pro formélni definice odkazujeme na [1]. Dodejme, Ze aritmeticky pru-
mér je velmi prirozenym odhadem stfedni hodnoty, nebot odpovida jeji neformalni
interpretaci.

Odhad i nazyvame bodovym odhadem, nebot pro konkrétni datovy soubor odha-
dujeme hodnotu g jednim ¢islem. Nicméné by nemélo byt prekvapeni, Zze pri opako-
van{ experimentu (tedy s jinym balenim N tablet) dostaneme jinou hodnotu odha-
du fi, nebot zavisi na tom, jaka konkrétni pozorovani z1, ...,z jsme namérili. Vzhle-
dem k vysSe zminéné konzistenci pak také bude presnéjsi odhad, ktery vychazi z dat
s N = 100 tabletami, nez odhad pro N = 5. Bodovy odhad tedy zddnym zptsobem
neposkytuje informace o nejistoté, kterou mame pii odhadovani p. Jak uvidime nize,
tato nejistota souvisi jak s velikosti datového souboru N, tak s hodnotou rozptylu o2.

Zcela obdobné piistupujeme k odhadu rozptylu s? = 62 = A+ Zfil(mz — f1)2.
Vsimnéme si N — 1 namisto N ve jmenovateli, coz zajistuje nestrannost odhadu a sou-
visi s faktem, Ze k odhadnuti rozptylu nejprve potrebujeme odhadnout stfedni hod-
notu. Na druhou stranu tento odhad neni maximalné vérohodnym odhadem rozptylu.

3. Konfidené¢ni interval

Konfidené¢ni interval je nastroj, ktery umozinuje kvantifikovat nejistotu, kterou mame
pii odhadovani parametru. Soustiedime se na interval pro j, nicméné postup pro o2
by byl obdobny. Namisto jediné hodnoty i sestrojime interval, ktery s pravdépodob-
nosti 1 — « obsahuje skutecnou hodnotu p. Hladinu 1 — « stanovime predem sami na
zakladé toho, jakou nejistotu chceme v odhadu ponechat.

Mérime-li obsah uc¢inné latky v tabletach, tento interval ndm poskytne informaci
o nejistoté v odhadu stfedni hodnoty obsahu t¢inné latky. Dejme tomu, ze zmérime de-
set tablet a ziskame bodovy odhad i = 480 mg. Sice jsme odhadli, Ze v priméru mame
0 20 mg 0¢inné latky méné, nez bychom mit méli, ale nevime s jakou jistotou. Je pak
velky rozdil, mame-li konfidenéni interval na hladiné 1 — o = 0,95 roven (475;485) ¢&i
(450;510); v prvnim pripadé mame dikazi pro mensi obsah latky v tabletach vyrazné
vice nez v pripadé druhém, kdy interval zahrnuje i hodnoty vétsi nez 500 mg.

V ptipadé normélniho rozdéleni s nezndmym rozptylem lze dokédzat (viz [1]), ze
veli¢ina (X — p)y/N/s% ma tzv. Studentovo rozdéleni s N — 1 stupni volnosti. Odsud
ihned plyne, ze konfiden¢ni interval sestrojime podle vzorce

Y (o A () N PR

kde ty_1(1 — 3a) je kvantilem Studentova rozdéleni s N — 1 stupni volnosti. Pocet
stupnt volnosti je jedinym parametrem hustoty Studentova rozdéleni, takze dosazenim
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N —1jekvantil ty_1(1— %a) jednoznacné urcen. VSimnéme si, ze interval je centrovan
kolem naseho bodového odhadu i a Ze bude tim Sirsi, ¢im vétsi je pomér odhadu
rozptylu k poctu pozorovani. Také bude tim Sirsi, ¢im vyssi hladiny 1 — « chceme
dosdhnout. To dava smysl, nebof chceme-li zvysit pravdépodobnost, ze nas interval
bude obsahovat skute¢nou stfedni hodnotu (pii stejném datovém souboru) feknéme
na 99 % namisto 95 %, tak bude pfirozené vysledny interval Sirsi.

Vsimnéme si, ze p neni v tomto pripadé ndhodné, je to parametr s jednou skutecnou
hodnotou, kterou chceme odhadovat. Nahodné jsou meze naseho intervalu, nebot ty
zavisi na pozorovaném datovém souboru. Plati tedy sice, ze

P(,ue lX—tNl (1—%) \/f; X +tn_q (1—%) i]) =1-a,

ale zminéna pravdépodobnost 1 — a se vztahuje k opakovanému pouziti metody kon-
strukce konfiden¢niho intervalu a ne k jednomu urc¢itému intervalu. To znamen4,
7ze budeme-li pro ruzné datové soubory pocitat konfiden¢ni intervaly na hladiné
1 —a=0,95, v 95% piipadt budou tyto intervaly obsahovat i skute¢nou hodnotu p.
Ve zbyvajicich 5 % pripad muzZe byt skute¢nd hodnota p velmi daleko od hranic konfi-
denc¢niho intervalu. Je proto tfeba byt opatrny a nesklouzavat k mylnym interpretacim,
ze skute¢nd hodnota p bude pobliz stredu intervalu.

Porozuméni odstavci vysSe je klicové pro spravné pouziti konfidenéniho intervalu.
Demonstrujme jeho dusledky na nasem ptikladé. Predpokladejme, Ze skutecna hod-
nota je p = 499 mg a ze budeme mérit tisic baleni tablet. Z kazdého baleni vezmeme
N = 10 tablet, zméfime obsah u¢inné latky a vypocitame konfidecni interval na hla-
diné 1 — a = 0,95; budeme tedy mit tisic intervall, jeden pro kazdy datovy soubor
deseti tablet. Oc¢ekdvame potom, Ze priblizné 950 intervalt (tj. 95 %) bude obsahovat
skutecnou hodnotu p = 499 mg. Zbyvajicich 50 intervali tuto hodnotu nebude obsaho-
vat a muze byt od ostatnich intervali velmi daleko. Stejny vysledek bychom ocekavali
pro jakoukoli hodnotu N.

S rostouci hodnotou N bude prislusny konfiden¢ni interval uzsi, nebot je konstruo-
van tak, aby vzdy obsahoval skuteé¢nou hodnotu p pouze v 95 % pripadt. Pro vSechna
redlnd x plati vztah limy_ o0 tny—1(2) = 24, kde 2z je kvantil normélniho rozdéleni se
stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1. Ze vzorce (3) vyplyvd, ze s N jdoucim do neko-
necna konverguji oba krajni body intervalu k hodnoté p (kvantil Studentova rozdéleni
konverguje ke konstanté, stejné tak s?).

Velmi dilezitym postiehem je fakt, ze konfidenc¢ni interval sestrojujeme pro para-
metry rozdéleni, jako jsou rozptyl o2 ¢i stiedni hodnota u. Nedava ndm ovSem zadnou
informaci o individudlnich napozorovanych hodnotéch veli¢iny jako takovych. Napii-
klad konfidené¢ni interval pro u bychom v ptipadé tablet radi vidéli okolo 500 mg, coz
je poZzadovany obsah. I kdyby vSak byl tento interval (499;501), neznamend to, Ze
pacienti budou dostavat kvalitni produkt, nebot obsah v jednotlivych tabletach je né-
hodn4 veli¢ina s normalni hustotou, ktera zavisi na obou parametrech p a 02, a pokud
by méla velky rozptyl, muze byt obsah uc¢inné latky velmi daleko od stfedni hodnoty.

Tato skute¢nost je jasna pri pohledu na levou c¢ast obr. 1. Konfidenc¢ni interval
(499;501) by byl soustfedén velmi blizko okolo skuteéné hodnoty u = 500mg, ale
obsahoval by jen velmi malou ¢ast hustoty, tj. jen velmi mélo budoucich pozorovani.
Cim je konfidenéni interval pfesnéjsi, tim méné budoucich pozorovani je v ném obsa-
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zeno. Pokud by navic rozdéleni acinné latky v tabletach mélo hustotu podobnou té
v pravé ¢asti obr. 1, byl by nam presny odhad stiedni hodnoty jesté méné uzitecny,
pokud bychom se zajimali o jednotlivd pozorovani z tohoto rozdéleni. Zatimco stredni
hodnota je rovna 500mg, jednotlivdi pozorovani uc¢inné latky jsou soustfedéna ko-
lem 498 a 502 mg.

Pokud se budeme zajimat o typické hodnoty obsahu uc¢inné latky v jednotlivych
tabletach, musime pracovat s predikénim intervalem, ktery se zamétuje na celou hus-
totu, nejen na jednotlivé parametry.

4. Predikéni interval

Predikéni interval obsahuje s danou pravdépodobnosti 1 — « jedno pristi pozorovani
veli¢iny X . Budouci pozorovani z y 41 je opét realizaci veli¢iny X s nezndmymi parame-
try p, 02, které odhadujeme pomoci pozorovani x1,...,zy. Predikéni interval vezme
v uvahu nejistotu odhadu parametri obdobnym zpisobem jako konfidenc¢ni interval;
vysledkem je interval, ktery bude obsahovat pristi pozorovani veli¢iny X s pozadovanou
jistotou. Na rozdil od konfiden¢niho intervalu, ktery popisuje vlastnost napozorova-
ného souboru (odhaduje skutecnou stiedni hodnotu), predikéni interval predpovidd
budouci pozorovani.

V pripadé tablet by predikéni interval pomohl vytesit nasledujici otdzku: jakou
ddvku uéinné ldtky bude mit pisti tableta (napiiklad ta, kterou se chystime podat
pacientovi jako 1ék) na zakladé souboru téchto deseti namérenych tablet? Tato otdzka
je velmi dulezita, nebot mnoho analytickych testu je destruktivnich. To znamenad, Ze
nemuzeme primo zmérit tabletu, kterou se chystame podat pacientovi, ale o jeji kvalité
miuzeme uvazovat pouze neprimo.

V pripadé normdlniho rozdéleni s nezndmym rozptylem lze dokdzat (viz [1]), ze

veli¢ina (Xy41—X)v/N/(s2(N + 1)) ma Studentovo rozdéleni s N — 1 stupni volnosti.
Odtud plyne, zZe predikéni interval pro p sestrojime dle vzorce

— 2 _ 2
lX_tN—l(l—g> 52+8—;X+tN_1<1—9> §2 42 (4)

N 2 N

Vsimnéme si podobnosti se vzorcem (3); jedingm rozdilem je pficteni odhadu roz-
ptylu s pod odmocninou. Neformalné feceno tedy sestrojime konfidené¢ni interval pro
stfedni hodnotu a pak interval rozsifime na zakladé odhadnutého rozptylu tak, aby
obsahoval jednotlivd pozorovani. Dodejme, ze interval je opét centrovan kolem bodo-
vého odhadu stfedni hodnoty /i = X a bude tim $irsf, ¢im vétsf je s a ¢im méné mame
pozorovani N.

Pro predikéni interval sestrojeny na hladiné 1 — « pak plati

) =1-a.
Na rozdil od konfiden¢niho intervalu krajni body predikéniho intervalu nekonverguji
k jediné hodnoté, ale s pribyvajicim poctem pozorovani se blizi k hodnotam kvantili

norméalniho rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem o2. Tedy napi. pro 1—a = 0,95
konverguje interval k takovym hodnotdm, mezi kterymi se integral hustoty rovna 0,95

- o s2 o 52
P(Xvire | X o tvy (1) s+ T Kb (1= 5) 4
<N+1€[ tnN—1 5 8—|—N +tn_1 5 s—l—N
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a které jsou symetrické vzhledem ke stfedni hodnoté. Tento fakt vede k casté mylné
interpretaci predik¢éniho intervalu v tom smyslu, Ze obsahuje 95 % budoucich pozoro-
vani. Tuto vlastnost predik¢ni interval bohuzel nem4a a vzdy musi byt interpretovan
pouze pro jedno budouci pozorovani.

Pro 1—a = 0,95 pak vychdz{ pravdépodobnost 95 %, obdobné jako u konfidenéniho
intervalu, z opakovaného pouziti metody a ne z kvantilu rozdéleni. Interpretujeme ji
tak, ze mame 95% pravdépodobnost, Ze napozorujeme soubor x1, ..., Ty, T y11 takovy,
ze sestrojime-li interval na zdkladé prvnich N pozorovani, bude obsahovat i pozoro-
vani posledni. Tato interpretace je patrna ze vzorce na predchozi strané. Ve zbyva-
jicich 5% pak bud nastdvé situace, Ze 11 je odlehlé pozorovani, nebo situace, Ze
prvnich N pozorovani vedlo ke konstrukci intervalu, ktery je daleko od skute¢nych
kvantilt (tedy obdobné jako 5 % konfidenénich intervald neobsahuje skute¢nou stfedni
hodnotu). Takovy Spatné zkonstruovany interval bude pfirozené obsahovat jen velmi
malo budoucich pozorovani. Obecné nejc¢astéjsi mylna interpretace intervala je prave
nepochopeni vztahu mezi 1 — a a opakovanym pouzitim metody.

Demonstrujme proto pouziti intervalu na hypotetické situaci. Predpokladejme opét,
ze skutecnd hodnota p = 499 mg a Ze budeme mérit tisic baleni tablet. Z kazdého
baleni vezmeme jedenact tablet a pro N = 10 tablet zmérime obsah c¢inné latky a vy-
pocitdme predikéni interval na hladiné 1 — a = 0,95; budeme tedy mit tisic intervali,
jeden pro kazdy datovy soubor deseti tablet. Poté zméfime jedenactou tabletu a oveé-
fime, zda se bude nachézet v daném predikénim intervalu. Ocekdvame, ze priblizné
950 interval (tj. 95 %) bude obsahovat hodnotu jedendcté tablety x11. Zbyvajicich
50 intervalii tuto hodnotu neobsahuje a miize byt od této hodnoty velmi daleko. Ob-
dobny vysledek bychom ocekavali pro jakoukoli hodnotu N.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze mizeme predikéni interval pouzit v pripadé, kdy se
zajimame pouze o jednu konkrétni tabletu, kterou chceme v budoucnu pouzit. Pri-
stup vSak muze byt rozsifen a mizeme sestrojit i predikéni intervaly pro k& budoucich
tablet. V pripadé, ze bychom uvazovali velky pocet budoucich pozorovani, vede takové
rozsifeni k toleran¢nimu intervalu.

5. Toleranc¢ni interval

Toleranc¢ni intervaly jsou rozsifenim predikénich interval pro velky pocet budoucich
pozorovani. Typickou aplikaci je farmaceuticka vyrobni linka, ktera produkuje miliony
tablet, a nas zajima, jestli bude mit dostateény pocet budoucich tablet odpovidajici
kvalitu. Cilem je sestrojit takovy interval, ktery bude obsahovat 1008 % budoucich
pozorovani, pro predepsané /3 € (0,1) s danou pravdépodobnosti 100(1 — «) %. Napii-
klad tedy konstruujeme interval, ktery s 95% jistotou bude obsahovat 99 % budoucich
pozorovani. Obdobné jako v predchozich pripadech je 95% jistota interpretovana v opa-
kovaném pouzit{ metody, zatimco 99 % opravdu znamend odpovidajici podil budoucich
pozorovani. Pokud tedy metodu budeme pouZivat opakované, v 95 % piipadi pouziti
metody bude vysledny tolerancni interval obsahovat 99 % budoucich pozorovani.
Toleranéni interval je fesen sestrojenim konfidenc¢nich intervali na hladiné 1 — «
pro kvantily, které mezi sebou obsahuji 1003 % pozorovani. Hodnota « pak vyjadruje
nejistotu v odhadu téchto kvantilt. Odhadovani kvantild neni jednoduchou zalezitosti,
nebot presnost odhadu je velice nizka, pokud nemame opravdu velké mnozstvi pozoro-
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vani. Proto jsou toleran¢ni intervaly casto velice Siroké a konverguji ke kvantilim jen
velmi pomalu. Problém je, ze presnost odhadu kvantila klesd, ¢im blize je 5 k jedné.
Pravé vysoké hodnoty 3 jsou ovsem v praxi nutné, nebot obvykle pozadujeme zaruku
ohledné kvality vysokého podilu produkti.

Sestrojit oboustranny toleran¢ni interval neni jednoduché ani pro normélni rozdé-
leni. Konstrukce totiz vychazi ze dvou konfidenc¢nich intervalti na hladiné 1 — « pro
1—3/2 a /2 kvantily (které mezi sebou podle definice maji 1008 % pozorovani). Tyto
dva konfiden¢ni intervaly musime néjakym zptusobem spojit v jeden tolerancni interval.
Reseni takového problému neni jednozna¢né a i pro tolerancéni interval symetricky
kolem odhadu stfedni hodnoty X existuji pouze piiblizné feseni.

V pripadé normélniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou a rozptylem lze
toleranéni interval odhadnout dle [3] jako

|:X - 21713/2\/8>2k; X + Zlfﬁ/Q\/S?k 5 (5)

kde

k:

N -1+ 281 N-3-x3_ .~
( + 5 )\/ X1—a,N-1 (6)

XT—a,N—1 2(N +1)2

Povsimnéme si, Ze vzorec se vyrazné lisi od vzorct (3) a (4). Prvnim rozdilem je pti-
tomnost 2;_g/2 kvantilu normédlniho rozdéleni namisto Studentova rozdéleni. VSimné-
me si v8ak, Ze kvantil je zde z&visly na S (a nikoliv na «) a souvisi tedy s tim, Ze
budouci pozorovani pochézi z normalniho rozdéleni. Hodnota « se ve vzorci objevuje
u dalstho kvantilu, tentokrat x2, tzv. chi-kvadrét rozdéleni, které souvisi s rozdélenim
odhadu rozptylu normélntho rozdéleni. Ze vzorce (5) vidime, Ze centrovanost kolem
bodového odhadu stiedn{ hodnoty ztistava. Pfi bliz§im prozkouméni vzorce (6) by pak
bylo zrejmé, ze pro dané B bude interval tim Sirsi, ¢im vyssi bude odhadnuty roz-
ptyl s2 a pozadovana hladina 1 — o a ¢im mensi bude podet pozorovani N pouzitych
k sestrojeni intervalu.

Uvazujme toleranc¢ni interval s mezemi oznacenymi A, B. Tyto meze jsou né-
hodnymi veli¢inami, nebot sestrojeni intervalu jakoukoli metodou bude zaviset na
napozorovanych hodnotdch Xi,..., Xy, a jejich plny zépis by byl A(Xy,..., Xn)
a B(X1,...,Xn). Plati pak, Ze pti opakovaném pouzit{ dané metody k sestrojeni tole-
ran¢nfho intervalu, bude 1008 % pozorovani obsazeno v toleranénim intervalu s prav-
dépodobnosti 1 — a:

P(P(X €[4 B])25)=P</A f(w;u,oz)dx26>=1—a- (7)

Interval sestrojeny dle vzorce (5) spliiuje tuto rovnici jen pfiblizné, nebot se jedna
o aproximaci. Dodejme, Ze v praxi se vzorec (5) vyuziva zi{dka, nebot diky numerickym
metoddm lze ziskat pfesnéjsi aproximaci toleranéniho intervalu fesenim rovnice (7).
Detaily o tomto presnéjsim FeSeni lze nalézt v [4].

Podobneé jako krajni body predikéniho intervalu konverguji krajni body toleranc¢ni-
ho intervalu s pribyvajicim poctem pozorovani k hodnotdam kvantili norméalniho roz-
déleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o2. Avsak na rozdil od predikéniho intervalu,
jehoz krajni body konverguji ke kvantilim odpovidajicim hladiné 1 — «, krajni body
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toleran¢niho intervalu konverguji ke kvantilim odpovidajicim pozadované proporci
populace 8. Toleran¢ni intervaly totiz vychdzi z 100(1 — «)% konfidenénich intervaltt
1008/2% a 100(1 — 8/2)% kvantilt; jak jiz bylo uvedeno vysSe, konfidenéni intervaly
konverguji k jedinému cislu, tj. v tomto pripadé k prislusnému kvantilu.

Pouzijme nésledujici hypotetickou situaci k demonstrovani interpretace toleran-
¢niho intervalu. Uvazujme, ze mame tisic datovych soubort z norméalniho rozdéleni
a pro kazdy datovy soubor sestrojime toleranc¢ni interval s jistotou 95 % pro 99 % bu-
doucich pozorovani. Poté vygenerujeme tisic novych hodnot pro kazdy datovy soubor
a zkontrolujeme, kolik z nich se nachazi v prislusném toleranénim intervalu. Priblizné
950 intervali by meélo obsahovat alespon 990 novych pozorovani.

Predpokladejme nyni, ze budeme mit k dispozici 1010 tablet pro kazdy ze sto vy-
robnich dni. Pro prvnich NV = 10 tablet zméfime obsah uc¢inné latky a vypocitame
toleranc¢ni interval na hladiné 1 — a = 0,95 a pro 8 = 0,99; budeme tedy mit sto
intervalu, jeden pro kazdy datovy soubor deseti tablet z jednoho vyrobniho dne. Poté
zmétime zbyvajicich tisic tablet v kazdém dni a ovérime, kolik hodnot se nachéazi v pii-
slusném toleranénim intervalu. Odekdvame, ze pfiblizné 95 intervala (tj. 95 %) bude
obsahovat alesponi 990 (tj. 99 %) tablet. Zbyvajicich 5 intervali bude obsahovat nizs
pocet budoucich tablet. Obdobny vysledek bychom ocekavali pro jakoukoli hodnotu N.

6. Diskuze

Ukézali jsme tii druhy statistickych intervalii, které se pouzivaji k vyjadreni nejistoty
pii odhadovani ndhodné veli¢iny na zakladé datového souboru. Je dilezité si uvédo-
mit, ze tii prezentované intervaly se lisi v konstrukei a v tom, jakému slouzi dcelu.
Konfiden¢ni intervaly dévaji informace o nejistoté pii odhadu parametra rozdéleni.
Predikéni intervaly kvantifikuji nejistotu v pfedpovédi jedné budouci napozorované
zorovani. Na prikladu obsahu u¢inné latky v tabletach konfidencni intervaly vyjadiuji
nejistotu v odhadu stfedni hodnoty a rozptylu normalniho rozdéleni, kterym se hod-
noty v tabletach ridi. Predikéni intervaly pomohou popsat nejistotu ohledné obsahu
ucinné latky v tableté, kterou se chystame podat pacientovi. Konec¢né, toleranéni inter-
valy vyjadruji, jakou nejistotu mame o obsahu uc¢inné latky v jednotlivych tabletach
pti vyrobé velkého mnozstvi tablet.

Nespravné pouziti téchto intervali je bohuzel castym jevem a muze vést k velmi
zavadéjicim vysledkiim. Pro 95% konfidenc¢n{ intervaly je dulezité si pamatovat, Ze sice
v 95 % skutecnou hodnotu p obsahuji, ale Ze ve zbyvajicich 5 % mohou byt zcela Spatné.
Predikéni intervaly je pak tfeba vzdy interpretovat ve vztahu k jednomu jedinému
budoucimu pozorovani. Pro tolerancni intervaly je dobré mit na paméti, ze mohou byt
velmi $iroké jen kvili tomu, Ze odhad kvantila byl velmi nepfesny (predevsim pokud
chceme hodnotu 3 blizko jedné) a Ze je tfeba mit pro jejich presny odhad mnohem vic
pozorovani N, nez v pripadé konfidenc¢nich a predikénich intervalu.

Nahodna veli¢ina uvazovana v tomto prispévku méla normalni rozdéleni. Samoztej-
mé veskeré prezentované intervaly lze zkonstruovat pro jakakoli rozdéleni. V pripadé
spojitych veli¢in bude pristup obdobny, ovSem v pripadé diskrétnich veli¢in mize byt
situace vyrazné slozitéjs{ a nékteré prezentované definice vyzaduji dpravu (napiiklad
definice kvantili1). Diskrétni veli¢iny jsou takové, které nabyvaji jedné z konecné ¢&i
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spocetné mnoha hodnot (napriklad vysledek hodu minci, pocet déti ¢i pocet pristupt
na internetovou strdnku). Samoziejmé, i pro tyto veli¢iny muzeme zkonstruovat vyse
popsané intervaly a jejich interpretace bude obdobna jako ve vySe popsaném pripadé
normélniho rozdéleni. Dale mohou byt statistické intervaly rozsifeny pro vicerozmérny
pripad na tzv. statistické oblasti.

Dodejme pro tplnost, Ze intervaly popisované v tomto prispévku vychézi z frek-
ventistického pojeti statistiky. Bayesovska statistika umoznuje odhadnout intervaly
obdobného typu, nicméné jejich interpretace se lisi vzhledem k jinému pohledu na pa-
rametry a pravdépodobnost jako takovou. Pri interpretaci vysledki mohou byt rozdily
pomeérné podstatné, ale jejich vysvétleni by bylo materidlem pro samostatny prispévek,
a proto jsme se bayesovskému pristupu v tomto ¢lanku nijak nevénovali.

Pro dalsi studium problematiky statistickych intervalti doporucujeme napf. [2] a [4].

Podékovani. Autor dékuje za uzitecné komentare, které prispély k vyraznému vy-
lepseni ¢lanku, RNDr. Jifimu Dvorakovi, Ph.D., a Mgr. Cenku Jirsakovi. Za korekturu
patii podékovani Marii Staré.
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