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MATEMATIKA

Jsou Ceské mince optimalni?

Lubomira Balkovd, FJFI CVUT, Praha

Aneta Stastnd, Gymndzium Omskd, Praha

Abstract. Have you ever thought about the advantages of Czech coins? And
are there any? Is it true that we can pay any sum by a relatively small
number of coins? Can we determine an optimal payment by so called greedy
algorithm? And what if we add a Czech coin of a new value which could
reduce the average number of coins needed for payment? We will answer these
questions and we will compare the efficiency of payments in Czech crowns,
American cents, British pence, Euro cents and selected exotic systems. We
shall see whether the Czech system compares favourably with the others.

Platba pomoci minci

Platbou pomoci minci rozumime skladani vSech moznych c¢astek do
vise nejmensi bankovky co nejefektivnéji'). Efektivita placeni mtize mit
tisice podob. My ukaZeme v ¢lanku zakladni kritéria, jak efektivitu méfit,
a podle nich porovname efektivitu systému minci z tab. 1.

Nejdrive ale zavedeme pojem reprezentace ¢astky, ktery nam umozni
tlohu placeni mincemi porddné zformulovat. Nechf jsou ddny hodnoty
minci eg,eq,...,ep (uspofddané vzestupné), pficemz e; = 1 (aby Slo
zaplatit kazdou ¢astku). Uvazujme Eastky n v hodnotdch od 1 do N —1,
kde N je hodnota nejmensi bankovky. Kazdou D-tici (aq,as,...,ap),
kde jednotliva ¢isla jsou prirozena nebo nuly a pro kterou plati, ze

n=ay-e +ay-ex+...+ap-ep, (1)

nazveme reprezentaci ¢astky n. Pocet pouzitych minci v dané reprezen-
taci znaéime cost(as, as,...,ap), tj.

cost(ay,ag,...,ap) =a1 +as+...+ap.

1) Ve skutecnosti neni omezenim, Ze uvazujeme pouze mince, zatimco bankovky jsou
vylouéeny ze hry. Ctenaf si jisté sim rozmysli, jak by se ¢lanek zménil, kdyby se
zapojily do placeni i bankovky.
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Priklad 1. V ceskych korunach plati, Ze reprezentace 30 K¢ je napt.
(30,0,0,0,0,0), protoze 30 =30-1+0-14+0-54+0-10+0-20+0- 50,
nebo (0,0,0,1,1,0), protoze 30 =0-1+0-2+0-5+1-104+1-2040-50.
Proto cost(30,0,0,0,0,0) = 30 a cost(0,0,0,1,1,0) = 2.

‘ mince ‘ symbol ‘ hodnoty ‘ min bankovka ‘ I cost ‘
ceské koruny K¢ 1,2,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
US centy ¢ 1,5,10,25 100 4,747474. ..
euro centy zadny specialni 1,2,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
UK pence p 1,2,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
azerbajdzansky qopik | w vzhiru nohama | 1,3,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
bahamsky cent Be 1,5,10,15,20 50 3,57142857

Tab. 1: Systémy minci pouzivané v Evropé, USA, v Azerbajdzanu a na Baha-
mach, které porovname podle riznych méfitek efektivity placeni. Vidime, Ze
euro centy i britské pence maji stejné nominalni hodnoty i nejmensi bankovku
jako nase koruny. Proto efektivita téchto t¥i systému bude stejnd, at uz ji mé-
fime podle jakéhokoliv kritéria. Posledni sloupec uvadi primérny pocet minci
pouzitych pfi optimalni platbé.

Nez se pustime do samotnych Gvah o efektivité, uvedme vyznamnou
poznamku. V ¢lanku budou uvedeny vysledky, které nelze ziskat bez
pouziti pocitace. Druhé z autorek vSechny potfebné programy vytvotila.
Ma4-li étenaf dotaz k programfim, necht tedy kontaktuje A. Stastnou.

Pouziti minimalniho poétu minci

Ma4-li nam prodavacka vratit 30 K¢, pak budeme jisté radéji, kdyz
ndm da dvé mince v hodnotach 10 K¢ a 20 K¢, nez kdyz si v pené-
zence odneseme tficet jednokorunovych minci. Proto je prirozené de-
finovat optimdlni reprezentaci castky m nésledovné: Pokud je soucet
ay + as + ...+ ap v reprezentaci n minimalni mezi vSemi moZnostmi,

tedy podle zavedeného znaceni je minimdlni cost(ay,as,...,ap), pak
nazveme (ai,as,...,ap) optimdlni reprezentaci Castky m a oznalime
opt(n;er,ea,...,ep).

Piiklad 2. V Cechich potifebujeme k zaplaceni ¢astky 30 K& mini-
malné dvé mince, a to v hodnotach 10 K¢ a 20 K¢. ZapiSme to pomoci
pravé zavedené symboliky opt(30;1,2,5,10,20,50) = (0,0,0,1,1,0) a
cost(opt(30;1,2,5,10,20,50)) = 2.

Pramérny pocet minci v optimalni reprezentaci
Prirozenym pozadavkem je, abychom v daném systému minci v op-
timalnich reprezentacich c¢astek pouzivali priimérné co nejméné minci.
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Pomoci vlastniho programu druhd z autorek spocitala primérny pocet
minci pouzivanych v optimélnich reprezentacich v jednotlivych systé-
mech — viz posledni sloupec tab. 1. Tedy pro systém minci ey, es,...,ep
a ¢astky od 1 do N — 1 je v tabulce napocitana hodnota

;N1
N1 cost(opt(k;er,ea,...,ep)). (2)
k=1
Pozor ovsem — je ziejmé, Ze s rostoucim poctem minci klesd primérny
pocet minci potfebnych v optiméalnich reprezentacich ¢astek. Proto neni
rovnavat mezi sebou podle tohoto kritéria systémy obsahujici stejny po-
Cet minci. Mzeme tedy napiiklad tvrdit, Zze je z tohoto hlediska cCesky
systém stejny jako azerbajdzansky.

Optimalni systém minci

Podle priamérného poc¢tu minci v optiméalnich reprezentacich vsech
castek se da hodnotit optimalita systému minci. Pro pevné dany pocet
minci D nazveme systém minci eq, es, . .., ep optimdini, pokud primérny
pocet minci v optimalnich reprezentacich je minimalni, tj. uvazujeme-li
¢astky od 1 do N — 1 (pfedpokladame, Ze vSechny jsou stejné pravdépo-
dobné, coz v redlném zivoté diky oblibé ¢astek koncicich devitkou neni
pravda), pak pozadujeme minimalitu vyrazu (2).

Optimalni systémy pro D = 3,4,5 a 6 minci a s minimalni hodnotou
bankovky n = 100 a také primérny pocet minci v optimalnich reprezen-
tacich pro tyto systémy jsou uvedeny v tab. 2 a byly nalezeny pomoci
pocitace.

pocet minci D | hodnoty Z cost
3 1,12,19 5,262626. . .
4 1,5,18,25 3,969696. . .
5 1,5,16,23,33 | 3,363636. ..
6 1,4,9,24,31,45 | 2,989898. . .
6 1,5,8,20,31,33 | 2,989898. ..

Tab. 2: Optimalni systémy minci pro tfi az Sest minci, tedy systémy, ve kterych
pri optimalnich platbach pouzijeme priamérné nejméné minci. Priimérny pocet
pouzitych minci pfi placeni éastek od 1 do 99 uvadi posledni sloupec.
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Z tab. 2 vidime, ze zadny z redlnych systémi minci neni optimalni.
Ovsem néekteré maji k optimalité dost blizko. Podle systému minci v hod-
notach 1,5, 18,25 se jmenuje ¢lanek [1], ktery nas ke zkouman{ minci pfi-
vedl: What this country needs is an 18¢ piece. Je totiz vidét, ze kdyby se
v US systému nahradil desetnik minci v hodnoté 18¢, pak by vznikl op-
timalni systém. Samoziejmé k tomu nedojde, protoze lidé neumi rychle
zpaméti pocitat s ¢islem 18.

Optimalita versus hladovy algoritmus

Jiné z moznych hledisek je, aby reprezentace ziskané tzv. hlado-
vym zpusobem byly optimalni. Hladovou reprezentaci ¢astky n znacime
hlad(n, e, ea,...,ep) a ziskdme ji tak, Ze vezmeme co nejvice minci
v hodnoté ep, co se do n vejdou, a oznac¢ime tento pocet ap. Pak vez-
meme co nejvice minci v hodnoté ep_1, co se vejdou do n —ap - ep atd.
Potom ziskand reprezentace (a1, aso, .. .,ap) bude hladova.

Priklad 3. Napiiklad pfi pouziti ¢eskych korun ziskdme hladovou repre-
zentaci 46 K¢ nasledovné: Nejprve pouzijeme dvé dvacetikoruny. Zbude
nam tak 6 K¢, coz uhradime jako pétikorunu a korunu. Dostéavame tedy
reprezentaci (1,0,1,0,2,0), kterd odpovida rovnosti

46=1-1+1-5+2-20.

Jde o hladovou reprezentaci 46 K¢ a snadno se presvédcime, Ze je zaroven
optimalni.

Jelikoz je platba hladovym zptsobem prirozena, je dalsim logickym
pozadavkem, aby v systému minci hladové reprezentace odpovidaly op-
timalnim reprezentacim. Vlastnim programem jsme ovéfily, ze tomu tak
je v pripadé vSech systému z tab. 1.

Priklad 4. Aby nevznikl dojem, Ze hladovd a optimdlni reprezentace
vzdy splyvaji, tak napriklad pro optimalni systém ¢tyf minci 1,5, 18,25
zaplatime ¢astku 36 hladovym algoritmem jako

36=25+2-5+1,

zatimco optiméalné ji zaplatime dvéma mincemi v hodnoté 18. Pfi volbé
realnych systémi minci tedy zfejmé pozadavek, aby optimalni a hladova
reprezentace byly shodné pro vSechny uvazované ¢astky, hral dilezitou
roli.
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Optimalni systém minci pro hladovy algoritmus

Kdyz uz se zda, ze hladovy algoritmus hraje tak dulezitou roli pro
praktickou préaci s mincemi, pojdme najit systémy minci, které jsou
optimélni pro hladovy algoritmus. Cilem je tudiZ najit hodnoty minci
e1,€9,...,ep prodané D tak, aby primérny pocet minci pouzitych v hla-
dové reprezentaci byl miniméalni. Matematicky zapsano, hleddme mince,
pro které je minimalni nasledujici hodnota

N-1

Z cost(hlad(k;eq,ea,...,ep)).
k=1

1
N-1

V tab. 3 ziskané pomoci pocitace je shrnuto, jaké systémy 3,4,5 a
6 minci jsou optimélni pro platbu hladovym algoritmem a jaky je prt-
mérny pocet minci pouzitych v hladové reprezentaci ¢astek v takovych
systémech.

pocet minci D | hodnoty 2 cost

3 1,5,22 5,313131...
3 1,5,23 5,313131...
4 1,3,11,37 4,14. ..

4 1,3,11,38 4,14. ..

5 1,3,7,16,40 3,494949. ..
5 1,3,7,16,41 3,494949. ..
5 1,3,7,18,44 3,494949. . .
5 1,3,7,18,45 3,494949. ..
5 1,3,8,20,44 3,494949. ..
5 1,3,8,20,45 3,494949. ..
6 1,2,5,11,25,62 | 3,161616. . .
6 1,2,5,11,25,63 | 3,161616. . .
6 1,2,5,13,29,64 | 3,161616. . .
6 1,2,5,13,29,65 | 3,161616. ..

Tab. 3: Optimalni systémy minci pro platbu hladovym algoritmem pro tii
az Sest minci, tedy systémy, ve kterych pfi ,hladovych® platbach pouzijeme
primeérné nejméné minci. Pramérny pocet pouzitych minci pii placeni ¢astek
od 1 do 99 uvadi posledni sloupec.
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Zajimavym pozorovanim je, ze zadny z téchto systémul neni zaroven
optimalni — jak ¢tenaf ovéfi porovnanim s tab. 2. Lze tedy prohlasit, ze
systém, ktery by byl optimalni a zaroven by v ném platba nejmensim
poctem minci splyvala s platbou hladovym algoritmem pro tfi az Sest
minci, neexistuje.

Koho zajima, jaky je primérny pocet minci pouzitych v hladovyjch
reprezentacich ¢astek v redlnych systémech, uvédomi si, ze v systémech
z tab. 1 splyva hladova a optimalni reprezentace. Proto hledany tdaj
vycéteme z posledniho sloupce tab. 1.

Omezeny pocet minci od kazdé hodnoty

Jind efektivita, kterou si mizeme prat, je zaplatit tak, aby pocet minci
od kazdé hodnoty nepresiahl predepsanou konstantu k. Podivejme se, jak
vypadd miniméalni konstanta k pro nami uvazované systémy. Tedy jaké
je miniméalni k takové, Ze kazdou ¢astku zaplatime maximalné k kusy od
kazdé mince. Vysledky jsou uvedeny v tab. 4.

mince mez k
¢eské koruny, euro centy, UK pence 2
US centy 4
azerbajdzansky qopik 2
bahamsky cent 4

Tab. 4: Minimalni po¢et minci k takovy, Zze pomoci k minci od kazdé hodnoty
zaplatime kazdou ¢astku do hodnoty mensi nez nejmensi bankovka.

Rovnomérné pouzivani minci

Mincovna jisté potfebuje védét, jak moc se jednotlivé mince pouzivaji.
Mize podle toho volit jejich kvalitu a vi, jak casto je potfeba jednot-
livé hodnoty minci razit, predpokladame-li, ze nejvice uzivané je treba
razit nejCastéji. A jak Casto pouzivame jednotlivé hodnoty minci v opti-
malnich reprezentacich? Na to se podivejte do tab. 5, ktera zastoupeni
jednotlivych minci pro redlné systémy uvadi.

V pripadé azerbajdzanského gopiku neni optimalni platba nutné jed-
noznacna. Napfiklad ¢astku v hodnoté 9 qopikt lze zaplatit jako 3 -3 i
jako 14+345. Proto mame v tab. 5 u dzerbajdzanského gopiku t¥i radky:
prvni odpovida platbam, kdy uprednostiiujeme trojqopik, tfeti platham,

Roénik 90 (2015), ¢islo 1-2 19



MATEMATIKA

kdy davadme prednost pétigepiku, a v prostfednim volime kompromis.
Vidime, ze kdyz upfednostnime pétiqopik, je takovy systém nejvyvaze-
néjsi ze vSech uvazovanych systémi. Naopak za nejhorsi lze povazovat
z hlediska rovnomérného pouziti minci americké centy.

mince 1 2] 3 |5(10|15/20| 25 |50

Ceské koruny, euro centy, UK pence| 40 |80| 0 |50|{40| 0 |80| O |50
US centy 200| 0 40(80| 0 | 0 [150| O
azerbajdzansky qopik 50 | 0 /|100|20|40| 0 |80| O | 50
60 | 0|80 |30(40| 0 |80| O | 50

70 | 0| 60 |40|40| 0 |80] O |50

bahamsky cent 1001 0| O | 5(10{40|20] O | O

Tab. 5: Uvadime, kolikrat jsou pouzity jednotlivé mince pfi optiméalnich plat-
bach ve zkoumanych realnych systémech.

Jakou minci pfidat pro priblizeni optimalité?

Mince obvykle mizi (vzpomenme relativné neddvno zaniklé padesat-
niky). My si ted ale na chvili pfedstavime opac¢nou situaci a budeme se
ptat, jakou jednu minci pfidat, aby se snizil co nejvice primérny pocet
minci v optimalni reprezentaci. Tedy mame-li mince ey, e, ..., ep, jakou
mame piidat minci ep41, aby byl minimalni soucet

N—1
1

N1 Z cost(opt(k;e1,...,ep,epi1))-
k=1

Priklad 5. Pro centy je nejvyhodnéjsi pfidat 32¢, pak v systému minci
v hodnotéach 1,5,10, 25,32 je primérny pocet pouzitych minci v opti-
malni reprezentaci ¢astek od 1 do 99 roven 3,454545. . ..

Jakou minci pridat, aby se hladova platba priblizila optimalité?
Kdyby se stat rozhodl vyrobit novou minci, pak by bylo mozna
vhodné, diky optimalité hladového algoritmu, zodpovédét nasledujici
otazku: Jakou jednu minci pfidat, aby se snizil co nejvice primérny pocet
pouzitych minci v hladové reprezentaci, tj. mame-li mince ey, es, ..., ep,
jakou mame pridat minci epy1, aby byl minimalni soucet
;] N-1
—_— cost(hlad(k;e1,...,ep,e .
N1 ]; (hlad(k; e1 Ds€D+1))
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Priklad 6. Pti pfidani centii v hodnoté 2 nebo 3 k mincim v hodnotéch
1,5,10, 25 se nejvice snizi pramérny pocet minci v hladovém algoritmu,
a to ze 4,747474 ... na 3,898989 ... (USA v historii mince v hodnoté 2¢
a 3¢ pouzivaly.)

Co plati pro sménu?

Pfi sménné transakci muzeme dat ¢astku dohromady tak, ze zdkaznik
plati a prodavac¢ mu vraci. Vysvétleme, co rozumime reprezentaci ¢astky
pii sménné transakci. Necht jsou ddny hodnoty minci e, es,...,ep
(uspofddané vzestupné). Uvazujme ¢astky n v hodnotéch od 1 do N —1,
kde N je hodnota nejmensi bankovky. Kazdou D-tici (aq,as,...,ap),
kde a; € Z, takovou, Ze

n=a-e+ax-e2+...+ap-ep,

nazveme smeénnou reprezentact ¢astky n. Pocet pouzitych minci v dané
reprezentaci je pak |ai| + |az| + ... + |ap].

Priklad 7. Platime-li za ndkup 46 K¢, pak pfi sménné transakci stadi,
kdyz zaplatime padesatikorunou a prodava¢ nam vrati dvé dvoukoruny.
Do hry se tedy zapojily tii mince, zatimco v pfikladu 3 byly pro platbu
46 K¢ bez moznosti vraceni potfeba miniméalné ¢tyfi mince.

Pro sménu si muzeme klast analogické otézky jako pii platbé bez
vraceni. Zkuste si je zodpovédét sami.

Jsou ceské mince optimalni?

Na zakladé prozkoumanych kritérii lze fici, ze na tom naSe mince
nejsou Spatné, i kdyz netvori ani optimélni systém, ani optimélni systém
pro platbu hladovym algoritmem. Pramérny pocet pouzitych minci neni
vysoky a na zaplaceni kazdé ¢astky nam staci mit v penézence od kazdé
hodnoty dva kusy minci. A jelikoZ se s nimi dobife poc¢ita, miZeme byt
jakozto uzivatelé spokojeni.

Zaveér

Pokud budete chtit odpovédi tykajici se dalsich kritérii efektivity zkon-
trolovat nebo se budete chtit podivat na mince z dalsich moznych thla
pohledu, kontaktujte nas nebo se rovnou zapojte do SOC prace Opti-
maln{ mince a bankovky [2].
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Kvantové prochazky

Martin Stefandk, Igor Jex, FJFI CVUT, Praha

Abstract. First, we will present a mathematical model of a simple stochastic
process — a random walk on a line. Then, we will show in which aspects is the
situation different if the walking particle obeys the quantum mechanics laws.
Finally, we will discuss what the quantum walks can be used for.

Klasicka nahodna prochazka

Nahodna prochazka je matematicky model popisujici trajektorii sesté-
vajici z ndhodnych krokt. Nachazi uplatnéni v rtiznych védnich oborech,
napft. ve fyzice jako model difuze, v biologii pro studium Sifeni nakazy
v pfirodnim prostfedi, v ekonomii pro popis pohybu cen akcii na burze
nebo v informatice jako soucast nékterych algoritmi souvisejicich s pro-
hledavanim a analyzou velkého objemu dat.

Nejjednodussi model klasické ndhodné prochézky je ndhodné pro-
chizka na primce. Pfedstavme si opilého ndmotnika, ktery se pokousi
dostat z hospody (pozice m = 0) domt. Zapomnél ale, jestli ma jit do-
prava nebo doleva. Rozhodne se tedy, Ze si hodi minci a podle hodnoty
hodu, oznac¢me je tieba L a R, udéla krok doleva nebo doprava. Pred-
pokladejme, ze mince je vyvazend, tj. hodnota L i R padne se stejnou
pravdépodobnosti % Poloha ndmotnika po n krocich je tedy nahodna ve-
li¢ina. Pravdépodobnost, Zze ho najdeme na pozici m, je uréena poc¢tem
trajektorii, které v m kon¢i. Aby se dostal do pozice m, musi celkem udé-
lat me krokd doprava a 5™ kroku doleva. Snadno zjistime, ze pocet

2
viech takovych trajektorii je dan kombina¢nim ¢islem (n!m). Pravde-
2

22 Rozhledy matematicko-fyzikalni



		webmaster@dml.cz
	2017-05-05T08:51:02+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




