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MATEMATIKA

Co je harmonického na harmonické Ctvefrici?

Pavel Bohdé¢, PrF MU Brno

Abstract. The article describes an interesting connection between harmonic
tetrads on a line and geometrical optics, thus explaining the origin of the
name. It is also demonstrated how to apply this connection in the construction
of harmonic tetrads. Moreover, the role of harmonic tetrads in the circle of
Apollonius is shown.

Uvod

Harmonickd ctverice predstavuje jisté vyznamné rozlozeni ¢tyr riiz-
nych bod® na pfimce, které v tomto prispévku popiSeme a objasnime,
pro¢ v jejim nazvu figuruje zvlastni piivlastek ,harmonicka“!). Zaro-
ven tento ¢isté€ geometricky konstrukt opodstatnime fyzikalné, kdyz uka-
zeme, jak zce souvisi se zobrazovanim dutym zrcadlem. Pravé tato sou-
vislost ndm poskytne jednu z moznosti, jak vcelku snadno, hlavné vsak
nazorné, doplnit trojici danych kolinedrnich bodd (tj. bodu lezicich na
jedné pfimce) v roviné bodem ¢tvrtym tak, aby spoleéné vytvorily har-
monickou ¢tvefici.

Délici pomér a dvojpomér

Pro zavedeni harmonické ctvefice bude tieba dvou elementarnich
pojmu z geometrie primky, které nejprve struéné vysveétlime.

Délici pomér trojice ruznych kolinearnich bodu A, B, C' v tomto po-
fadi je definovan jako realné ¢islo A z vektorové rovnosti

AC =\ BC. (1)

Pro délici pomér A pritom budeme v dalsim textu pouzivat bézného
oznaceni A = (C; A, B).

Ze vztahu (1) je zfejmé, ze délici pomér libovolné trojice riiznych
kolinearnich bodi je definovan vzdy, a to tak, Ze je razny od nuly i jedné

1 . ™ . o .
) Harmonie — slovo starofeckého puvodu ve vyznamu souhra, soulad, souzvuk.
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MATEMATIKA

a nabyva zapornych hodnot jediné tehdy, kdyz bod C lezi (na pfimce)
mezi body A, B.

Jako dvojpomér ¢tvefice ruznych kolinedrnich bodu A, B, C, D ozna-
¢ujeme pomér délicich pomért (C; A, B) a (D; A, B) v tomto pofadi a
uzivadme pro né&j symbolu (4, B, C, D), tedy

(A,B,C,D)=(C;A,B):(D;A,B). (2)

Neni obtizné domyslet, ze podobné jako délici pomér, je i dvojpomeér
vzdy ruzny od nuly i jedné a je zdporny tehdy a jenom tehdy, kdyz
znaménka v ném vystupujicich pomeért jsou nesouhlasnd. To nastane
pouze v situaci, kdy pravé jeden z dvojice bodi C, D je vnitfnim bodem
tsecky AB a druhy lezi (na pfimce AB) mimo ni. Jedna se tak o jedno
z usporadani ADBC, ACBD, DAC B nebo C AD B, pii kterych ani body
A, B, ani body C, D spolu ,nesousedi®.

Primku, na které rozmisténi ¢ty bodtu zkoumame, mizeme znamym
zptsobem (volbou pocéatku O a jednotkové tsecky OJ) proménit v ¢isel-
nou osu, na niz je poloha kazdého bodu urcéena jeho souradnici. Libovolné
¢tyfi razné kolinearni body A, B, C, D tak budou po fadé reprezento-
vany redlnymi éisly a, b, ¢, d (svymi soufadnicemi). Potom dostaneme
z rovnosti (1) a (2) pro délici pomér (C; A, B) a dvojpomér (A, B,C, D)
vyjadieni
_c—a

;A B
(07 ) ) C*b7

c—a d—a
c—b d—-b (3)

(A,B,C,D) =

Dohodnéme se, ze budeme i dalsi kolinedrni body znacené velkymi pis-
meny latinské abecedy reprezentovat redlnymi ¢isly oznac¢enymi odpovi-
dajicimi pismeny malymi.

7 s N

dvojpomér (A, B,C, D) v podobé podilu dvou rozdila

1 1

b—a d-—

b—a c¢c—a
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MATEMATIKA

Platnost vzorce (4) pfitom ovéfime postupnou tpravou slozeného zlomku
vystupujiciho na jeho pravé strané:

1 B 1 d—a—b+a
b—a d—a (b—a)(d—a) d—b c—b
1 1 c¢c—a—-b+a d—a c—a

b—a c—a (b—a)(c—a)

c—a d—a
= by d b =(4,B,C,D)

Harmonicka &étvefice bodu na pfimce

Jestlize ¢tyti rizné kolinearni body A, B, C', D vyhovuji podmince
(A, B,C, D) = —1, tikdme, Ze (v tomto pofadi) tvofi harmonickou ctve-
rici. Jelikoz je jeji dvojpomeér zaporny, podle pfedchoziho vime, ze body
A, B, C, D harmonické ¢tverice budou na piimce rozlozeny v poradi
ADBC, ACBD, DACB nebo CADB.

Klicovou roli pro fyzikalni interpretaci harmonické ¢tverice bude hrat
nasledujici ekvivalentni vyjadfeni skutecnosti, ze Ctverice rtznych koli-
nearnich bodu A, B, C, D tvoii étvefici harmonickou [2, s. 43]. Pravé
v této situaci totiz plati

=t (5)

Skute¢ns, podle zavedeni harmonické ¢tvefice a vzorce (4) vidime, ze
CtyTi razné kolinearni body A, B, C, D tvori harmonickou ¢tvefici prave
tehdy, kdyz jejich soufadnice vyhovuji rovnosti

1 1

b-a d—a _ . 1 11 1 ©)
1 1 Ay Te d—a c—a b-a

b—a c—a

a odtud jiz okam?zité plyne platnost rovnice (5) pro harmonickou ¢tvefici
bodt A, B, C, D. Zaroven se ze vztahti (6) snadno vidi, Ze v doty¢né
harmonické ¢tvefici lze zaménit body C, D, pficemz vysledné uspoia-
dani bude stale harmonickou ¢tvefici. Podobné lze v harmonické ¢tvefici
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zaménit i body A, B. Oznacime-li totiz (A, B, C, D) = A, dostaneme pro
dvojpomér (B, A, C, D) podle vztahu (3)
c—b d-b 1
c—a d—a X\
Pokud tedy body A, B, C, D tvoii v tomto pofadi harmonickou ¢tvefici,
tj. plati-li A = —1, pak rovnéz ¢tvefice B, A, C'; D je harmonicka.

V situaci, kdy bod A splyva s pocatkem O ¢iselné osy (tj. je repre-
zentovan ¢islem 0), piejde vztah (5) v jednodussi rovnost

2 1 1
oW (7

Cc

(B,A,C,D) =

ktera je nékdy (zejména ve frankofonnich zemich) oznacovana jako De-
scartesiv? vztah.

Pokusme se nyni alesponn stru¢né naznacit §iti souvislosti, které s se-
bou rovnost (7) pfindsi. Pro kladné redlnd &isla ¢ a d totiz vyjadfuje
skutec¢nost, ze Cislo b je jejich harmonickym prumérem. PFipomenme, Ze
harmonicky pramér H (statistického) souboru n kladnych redlnych éisel
r1,T2,...,T, je definovan rovnosti

) -1
1 n . n
H = Zx = I neboli H_,Z .

Ty

i=1
Ctenéii je patrné znamo, jak lze pomoci aritmetickych a geometrickych
pruméra charakterizovat bézné posloupnosti Cisel, kterym Fikdme arit-
metické a geometrické. Méné znama je vSak skutecnost, Ze rovnéz vy-
znamna fada®)

2 3 4 n

ma svij nazev harmonickd odvozen stejnym zptsobem: kazdy ¢len této
fady (s vyjimkou prvniho) je harmonickym primérem obou svych sou-
sednich ¢lentt. To je vlastnost ¢lentt posloupnosti, kterym nékdy fi-
kéme harmonické. Jejich pojmenovani souvisi s tzv. alikvotnimi® , neboli

2) René Descartes (1596-1650) — vyznamny francouzsky filosof, matematik a fyzik,
ktery se mj. zabyval analytickou optikou, mnohymi pokladany za zakladatele ana-
lytické geometrie, jehoz jméno se dodnes odrazi v pojmu kartézské soustavy sou-
fadnic.

3) Pro zajimavost doplime, Zze doty¢na fada nemd konecny soucet.

4) Alikvétni — slovo latinského puvodu odkazujici na slozeni celku z casti v jejich
pfirozenych nésobcich.
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vyssimi harmonickymi tony, které jsou predmétem studia akustiky cili
nauky o vzniku a §ifeni zvuku. Vinové délky® odpovidajici témto téntm
totiz spoleéné s vinovou délkou zdkladniho tonu tvori pravé Cleny jisté
harmonické posloupnosti, viz napt. [1, s. 476 a 477).% Lze tak z tohoto
mista vytusit spojeni geometrie prostiednictvim harmonické ¢tvetice ve-
douci az k nauce o harmonii, jez je soucasti hudebni védy.

Harmonicka étverice a zrcadlo

Rovnice (7) pfirozené hraje vyznamnou roli nejen v akustice, ale i dal-
Sich odvétvich fyziky. Tak kupfikladu znadmy vztah pro vypocet celko-
vého odporu R, dvou paralelné zapojenych rezistorti s odpory R; a Ra

je tvaru
1 1 1

- = 4 =
R, R R

My v8ak nyni obratime svoji pozornost na napadnou podobnost rov-
nice (7) s rovnici, kterd je dobfe zndma z geometrické optiky, a sice

= — . _ = - — 8
a+ resp 7 a+a” (8)

kde ¢ = 2f, nesouci nazev zobrazovaci rovnice kulového zrcadla, pti-
padné tenké cocky, téz Descartesova & Gaussova™ (zobrazovaci) rov-
nice. Vidime, Ze prvni z rovnic (8) v feéi dvojpomeéru vyjadiuje skuted-
nost (O,C, A, A") = —1.

Pro nés tcel uvdzime druhou rovnici z (8) pro duté kulové zrcadlo.
Tato rovnice totiz pravé v uvedeném tvaru (v redlné situaci pouze pfi-
blizné) udava zavislost mezi vzdalenosti a > 0 zobrazovaného (bodového)
prfedmétu A od vrcholu zrcadla umisténého na optickou osu o pred zr-
cadlem a obrazovou vzdalenosti a’ jeho obrazu A’ pii zndmé ohniskové
vzdalenosti f ohniska F' od vrcholu zrcadla. Vzdélenost a’ je kladna pro
(skuteény, realny®)) obraz vznikly pied zrcadlem a zaporna pro (mysleny,
nerealny, zdanlivy) obraz vznikly za zrcadlem. Ohniskova vzdélenost f je

2 1 1 1 1 1
c

a'’

6) Dodejme, ze frekvence téchto tént tvori naopak aritmetickou posloupnost slozenou
z frekvence zakladniho ténu a jejich pfirozenych nasobkii, odkud pochézi piivlastek
»alikvétni“.

") Carl Friedrich GauB (1777-1855) — némecky matematik a fyzik, jeden z nejvétsich
matematiki vsech dob.

8) Tj. takovy, ktery je mozné zobrazit na stinitko.
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polovinou poloméru ¢ > 0 kulové plochy tvorici odrazivy povrch zrcadla,
tedy f = §, viz napt. [1, s. 937, 938].

Shodny tvar rovnic (8) a (7) nés tak pfivadi na myslenku vyuzit po-
stupu grafického zobrazovani pfedmétt kulovym zrcadlem (zndmého uz
ze zdkladni 8koly) ke konstrukeci harmonickych étvefic bodd na piimce,
kterou jsme slibili v tvodu naseho ¢lanku a kterou nyni popiseme.

Konstrukce harmonické étverice

V tomto pfispévku se nebudeme vénovat hloubéji fyzikadlnimu pozadi
situace, misto toho rovnou uvedeme findlni konstrukci, jejiz spravnost
poté ovérime algebraickym vypoc¢tem. Nazna¢me alespon, ze konstrukce
vychézi z poznatku, ze paprsky rovnobézné s optickou osou o se po do-
padu na zrcadlo Z ldmou smérem do ohniska F' (obr. la) a paprsky
mifici k vrcholu V zrcadla se ldmou soumérné podle optické osy o zrca-
dla (obr. 1b). Podrobnéjsi rozbor problematiky zobrazovani ¢oc¢kami a
zrcadly 1ze najit napf. v knize [1, s. 921-940].

Z

Obr. 1

Méjme tedy v roviné s kartézskou soustavou soufadnic Ozy dany
tii navzdjem ruzné body A, B, C lezici na jedné piimce tak, ze
bod C neni stfedem usecky AB (dilezitost tohoto pfedpokladu bude
zfejmé pozdéji). Nagim tikolem bude sestrojit bod D tak, aby spoleéné
s body A, B, C vytvoril harmonickou ¢tvefici A, B, C, D.

Pfimku, na niz lezi body A, B, C, pfitom muZeme bez Gjmy na obec-
nosti povazovat za osu z (¢iselnou osu z naseho pfedchoziho vykladu) a
bod A ztotoznit s pofatkem soustavy souradnic. Nechf je navic pro ur-
Citost b > 0 (obr. 2 a 3). Oznaéme F stfed tsecky AB (ohnisko). Na
kolmici k ose x jdouci bodem C vyznacme dva razné body M a N, které

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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maji od bodu C stejnou vzdalenost h > 0 (jak se pozdéji ukéze, jeji
konkrétni hodnota neni pro konstrukei podstatnd). Oznacme déle kolmy
pramét @ bodu M na osu y (ta zde vystupuje v roli zrcadla). Priseéik
pfimky QF s pfimkou AN ozna¢me P. Jeho kolmy prumét na osu x je
pak hledany bod D.

Y Yy
Q 1 ””””””””””” e M
T M
T h QY-
IR el ‘Th
Al T F \LD B ¢l « Al - F lCB o)
Pl h N - .
N ~<. N R _
(a) ADBC (b) ACBD
Obr. 2
\ A A
Ny / y
PE. M &'Q
\\Q Q\,/ M h P
. /hT . . . LAl . N
D A\clh F B « ¢ /] D F B =z
N hi )
Ny
(a) DACB (b) CADB
Obr. 3

Spravnost konstrukce ovérime tak, Ze nejprve béZnym postupem zna-
mym z analytické geometrie nalezneme prvni kartézskou soufadnici pri-
seCiku P pfimek QF a AN neboli soufadnici d bodu D. Pak ukéZzeme,
Ze jediné pro ni plati (A4, B,C, D) = —1. Pro urditost pfedpokladejme,
ze pro druhou kartézskou soutradnici m, bodu M mame m, = h > 0, zZe
tedy bod M se v souladu s obr. 2 a 3 nachézi ,,nad“ osou x. Smérnicova
rovnice primky QF je tvaru

Y= —%x—&-h, (QF)

Roénik 89 (2014), ¢islo 4 7
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kde f = |AF| = @ = g, nebot se jednd o rovnici pfimky, jiz vyho-

vuje jak bod F s kartézskymi soutadnicemi [f,0], tak (od néj rtzny)
bod @ s kartézskymi soufadnicemi [0, h]. Podobné je smérnicova rovnice
piimky AN tvaru

h

nebot kartézské soutadnice jejich bodi A, N jsou po fadé [0,0], [¢, —h].
Porovnanim rovnic (QF) a (AN) dostaneme pro soufadnici d bodu D
rovnici

h h
Pa=_Lagn
c f th

odkud po vydéleni ¢islem h # 0 a dalsimi postupnymi Gpravami ziskdme

1
= -

)

1
c

SHE

1 1 .2
_Z—'—E neboli 7=

kde jsme nakonec vyuzili vztahu b = 2f. Dostali jsme se tak ekvivalent-
nimi upravami az k rovnosti (7), kterd ovSem v ptipadé A = 0 fik4, Ze
(A,B,C, D) = —1, a tim je spravnost konstrukce ovéfena.

Obr. 2 a 3 znazornuji vSechny mozné typy usporadani ¢tyt rtznych ko-
linedrnich bodt A, B, C, D, jejichz dvojpomér (A, B, C, D) je roven —1.
Jsou jimi pfitom vycerpana vsechna Ctyfi ,,dovolena® potadi ADBC,
ACBD, DACB, CADB téchto ¢tyt bodu na pfimce, kdy jejich dvojpo-
mér je zaporny. Rovnéz si povSimnéme, ze z uvedenych obrazka je dobfe
patrna zaménnost roli bodi C' a D a odtud plynouci moznost vyuziti i
»paprski“ sméfujicich nejprve do ohniska a odrazejicich se po dopadu
na ,zrcadlo“ rovnobézné s ,,optickou“ osou x pii konstrukci harmonické
¢tvefice bodil na pfimce (jak je mj. naznaceno na obr. 4).

Jesté upozornéme, ze obr. 3b odrazi situaci, ktera je fyzikalné zcela
nesmyslné, zZe se totiz zrcadlem zobrazuje pfedmét umistény v prostoru
za zrcadlem. Geometricky zde nenastdva potiz, ovSem v pfipadé, ze
bychom chtéli harmonickou ¢tvefici nalézt, resp. demonstrovat vsechna
moznd usporadani jejich bodd na pfimce experimentilné, a to pomoci
skute¢ného dutého kulového zrcadla, situaci bychom byli nuceni se zaby-
vat. Tuto prekazku vSak lze elegantné obejit tim, ze vyuzijeme zdménnost
bodt A, B v harmonické étverici bodu A, B, C, D, tudiz zrcadlo (osu y)
kolmé k ose x premistime z bodu A do bodu B, tj. bod B ztotoZznime
s po¢atkem nové soustavy soufadnic (porovnejte obr. 4 s obr. 3b).

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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y
Mo 1@
h N
¢l aApl P B
hl . /}/::::,,,,,,,:,,
7P

N

Obr. 4

Umisténim zrcadla do bodu B lze navic i v situaci zachycené na obr. 3a
docilit toho, Ze bod D se bude nachéazet v prostoru ,pfed zrcadlem®,
bude tedy mozné jej v realné situaci zachytit na stinitko, coz je v pri-
padé demonstrace umoznujici méreni vzdalenosti jednotlivych bodu silné
zéddouci. Vysvétlili jsme tak, ze ve vSech ¢tyfech moznych uspofadanich
harmonické ¢tvetrice A, B, C, D (obr. 3 a 4) lze dosdhnout toho, Ze se
oba body C a D budou nachéazet ,pred zrcadlem®.

Na zavér dodejme, Ze z uvedené konstrukce je dobfe patrné, proc¢ je da-
lezity poZzadavek, aby bod C' nesplyval se stiedem tisecky AB. Opak totiz
odpovida znamé fyzikalni situaci, kdy zobrazovany predmét je umistén
pfimo do ohniska zrcadla. V tomto piipadé jsou totiz pfimky QF a AN
evidentné rovnobézné a rtizné (obr. 5), neprotnou se proto nikde v ko-
nefném bodé (ke stejnému zavéru bychom dosli i dosazenim ¢ = g do
rovnice (7) pro nezndmou d).

UA
QY - M
- h
Al Cc=F] - B z
AN "
Obr. 5

Roénik 89 (2014), ¢islo 4 9
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Harmonicka ¢étverice a Apolloniova kruzZnice

Harmonicka ctverfice bodu se v geometrii objevuje v nékolika dalsich
zajimavych souvislostech. Uvedme alespori jeden vyznamny piiklad, jimz
je jeji spojeni s tzv. Apolloniovou® kruznici, kterou nyni popiSeme a roli
harmonické ¢tverice bodi pii jeji konstrukeci objasnime.

Uvazujme dva libovolné rizné body A a B lezici v roviné a urceme
mnozinu téch bodl roviny majicich dany pomeér A vzdalenosti od dotyc-
nych bodl (v uvedeném pofadi), tedy mnozinu bodi P zadanou pod-
minkou

[AP|

V pfipadé, kdy A = 1, je onou mnozinou ziejmé osa tsecky AB. Pred-
pokladejme tedy, ze pomér A je rizny od jedné a uvazujme body C' a D
takové, ze (C;A,B) = —X a (D;A,B) = A, kdy bod C je vnitfnim
bodem tsecky AB a bod D lezi mimo ni (na pfimce AB) a plati pro né

|AC|  |AD|
e = = 10
|BC|  |BD| (10)
Posledni rovnost, jez fika, ze oba body C a D jsou body hledané mnoziny,
lze zfejmé prepsat do podoby

|AC| |AD|
|BC| " |BD|
neboli
(C;A,B): (D;A,B) = (A,B,C,D) = —1, (11)

tedy ¢tvefice A, B, C, D je (pro libovolnou hodnotu 1 # A > 0) har-
monicka. UvaZzujme déle jeden konkrétni bod P vyhovujici rovnici (9)
nelezici na piimce AB a ukaZme, Ze je bodem kruzZnice sestrojené nad
primérem CD.10)

9) Apollénios z Pergy (asi 262 pf. n. 1.—190 pf. n. 1.) — starovéky fecky geometr a
astronom.

10) Existence takovych bodd P je zfejma, jejich priklady mutzeme konstruovat jako
pruseciky kruznic se stiedy A, B a libovolnymi poloméry r4, rp vazanymi pod-
minkou rg : g = A

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Znamy poznatek geometrie trojuhelniku fikéd, Ze osa vnitiniho thlu
libovolného trojahelniku déli jeho protéjsi stranu v poméru rovném po-
méru délek prilehlych stran. Obdobné tvrzeni plati rovnéz pro osy vnéj-
gich whla libovolného trojahelniku.*?)

Jelikoz v nasi situaci plati

|AP|
|BP|

_|AC] |AP|

_\AD|
~1Bc| * |BP|

A —w,

A

body C' a D predstavuji pruse¢iky piimky AB s osou vnitiniho a vnéjsiho
uhlu trojihelniku ABP pfi jeho vrcholu P. Z obr. 6 je vSak patrné, ze
uhel C'PD proti spolecné strané C'D vSech dotyénych trojuhelnika CPD
je pravy, proto kazdy bod P vyhovujici rovnici (9) lezi na Thaletove'?
kruznici sestrojené nad prumeérem CD.

Obr. 6

Ukazme naopak, Ze libovolny bod P (nelezici na pfimce AB) kruznice,
jejimZz prameérem je tsecka C'D, vyhovuje vztahu (9). Uvazujme tsecku
BM rovnobéznou s useckou D P a ise¢ku BN rovnobéznou s tseckou C'P
(body M, N lezi na piimce AP, obr. 7). Z podobnosti dvojic trojihelnik
AMB a APD, resp. ANB a APC, obdrzime nasledujici rovnosti

|AP|  |AD| a |AP|  |AC]
|MP|  |BD| INP|  |BC|

11) K gyeteni téchto dvou vysledku stac¢i uzitim sinové véty vyjadiit poméry dotyénych
stran ve dvojicich trojuhelniki APC a BPC, resp. APD a BPD; ptresvédcte se
o tom sami.

12) Thalés z Milétu (asi 625 pt. n. 1.—545 pf. n. 1.) — pfedsdékratovsky fecky filosof,
geometr a astronom mnohymi pozdéjsimi ucenci pokladany za prvniho filosofa.
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Jelikoz plati

|AC] _ |AD| _
|BC|  |BD|
plyne odtud, ze
|AP|  |AP|
|MP|  |NP|’

tudiz |MP| = |NP|. Protoze bod P lezi na kruznici s primérem CD,
je thel CPD pravy, stejné jako tthel M BN. Bod B je proto bodem
kruznice se stfedem P a polomérem |M P|. Odtud mame |MP| = |BP)|
a nasledné
|AP| _ [AP| _|AD| _
|BP|  |[MP| |BD|

A,

takze bod P skute¢né splituje rovnost (9). Dostdvame tak, ze v piipadé
A # 1 je mnozinou bodt zadanou podminkou (9) kruznice, kterou nazy-
vame Apolloniova kruznice bodi A a B urcenéd pomérem .

Dodejme jesté, ze z rovnosti (10), resp. (11), plyne, Ze Gtvefice
A, B, C, D boda na piimce je harmonicka, pravé kdyz body A a B
predstavuji stfedy dvou stejnolehlosti, ve kterych bod C prejde v bod D
a které se lisi znaménkem koeficientu. Posledni tvrzeni zfejmé zustane
v platnosti i po zdméné dvojice bodi A, B s dvojici C, D (coZ je pa-
trné ze zjednodusené verze obr. 2a, totiz z obr. 8, na kterém jsou vektory
C'—J\>4 , ﬁ stejnolehlé podle stfedu B a vektory CW , ﬁ stejnolehlé podle
stfedu A). Touto tvahou jsme podali druhé, tentokréat ¢isté geometrické
ovéreni nasi ,,optické“ konstrukce harmonické ¢tvetice bod.

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Obr. 8

Zavér

V tomto ¢lanku jsme objasnili souvislost harmonické ¢tvefice bodu
s harmonickym pramérem c¢isel. To samo o sobé by nestacilo k zodpo-
vézeni otazky kladené v nadpisu naseho prispévku, proto jsme strucné
naznacili dalsi (vcelku zndmé) souvislosti vedouci az k hudebni teorii,
kde princip harmonie mé své kofeny a prvotni misto.

Nami podané ,optickd“ konstrukce harmonické ¢tverice ovsem neni
jedinym znamym zpusobem, jak doplnit trojici kolinearnich bodu na
harmonickou ¢tverici. K tomu lze vyuzit ¢etné geometrické situace, ve
kterych se harmonické ¢tvefice bodi vyskytuji. Jako ptiklad jsme uvedli
jeji souvislost s Apolloniovou kruznici, kterd sama je vyznamnym né-
strojem k feSeni fady geometrickych tloh. Zaroven jsme naznacili alter-
nativni metodu nalezeni ¢tvrtého bodu harmonické ¢tvefice za pomoci
dvou stejnolehlosti. Ta je sice rychlejsi ¢i geometricky prakti¢téjsi nezli
nami nabizena cesta optického zobrazovani, kterd vsak zlustava v tésném
spojeni s realnymi objekty a dé&ji, ¢imz presvédc¢ivé demonstruje blizké
souvislosti matematiky s fyzikou.
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